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Elso kotet



Eloszo

Konyviink elsddlegesen kozgazdaszoknak késziilt, és altalanos statisztikaval foglalkozik.
Ennek részletes taglaldsa eldtt, a kor szellemének megfeleléen, néhany (kvantitativ

elemzésekkel kapcsolatos) altalanos 0sszefliggésre hivjuk fel az Olvaso figyelmét.

Az izleti vildg modern, globalizdlodd korszakaban nagy mértékben ndvekszik a
piacgazdasag szerepldinek informacioigénye. Az adatok mennyiségének robbanasszerii
novekedése nem jar egyiitt a megfeleld mértékii informacio-novekedéssel. A két fogalom
kozotti jelentds kiilonbséget az alabbi dbra szemlélteti. Igazabol az iizleti vilag
dontéshozoinak nem az adatok hidnyaval, hanem azok bdségével kell szembenézniiik,
ugyanis még a legdvatosabb becslések szerint is az elektronikusan tarolt adatok volumene
évente legalabb megkétszerezodik. A rendelkezésre all6 adatok nagy mennyisége noveli
ezek elemzésének Osszetettségét és az adatelemzokkel szemben tamasztott elvarasokat.
Mivel az adatok informaciéva alakitasa kisebb sebességgel torténik, mint azok
rendelkezésre bocsatasa, a felhasznaloknak egyre inkabb adatelemzési szakértévé kell
valniuk, ismernilik kell azokat a moddszereket, amelyekkel az adatok értékelhetoek és

hasznosithatoak.

Intézményesitett informacidk osszessége,
problémak megoldasat teszi lehetove.

Ismeret

Dontéshozatalt szolgald hasznos tartalmat

Informacié hordoz6 adatok Gsszessége. MinOségét az
hatarozza meg, hogy milyen mértékben
hasznalhato, alkalmazhato.

Tarolt form4jaban fiiggetlen, tényszer
Adat szam vagy szoveg. Mindségét pontossaga,

elérhetésége hatarozza meg.

Egy adathalmazban a rejtett informaciok feltarasaval az adatbanyaszat foglalkozik. Az



adatbanydaszati eljarasokat mara az iizleti vilag is atvette a tudoményos elemzésektol.
Szamos ilyen eljards ismert a hagyomdanyos statisztikai elemzésektdl a mesterséges
intelligencia altal hasznalt modszerekig. Ebben a konyvben a szerzdk azokkal az alapvetd
statisztikai modszerekkel kivanjdk megismertetni az Olvasot, amelyek gazdasagi

elemzéseknél alkalmazhatdak.

Mind az adatok rendelkezésre bocsatasarol, mind azok elemzésérol szolva nem lehet
figyelmen kiviil hagyni az informatikai oldalt. Kdnyviinkben a széles korben hozzaférhetd
Microsoft Excel szoftver statisztikai funkcidi keriilnek felhasznalasra. Ez nem egy

statisztikai programcsomag, de a bemutatott statisztikai mddszerek elvégzésére alkalmas.

Fontossaga miatt felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kvantitativ elemzéseknél altaldban az
adatok informaciéva, illetve ismeretté alakitasa a cél. Ezért nem elég pusztin a
matematikai miiveleteket elvégezni, hanem a kapott eredményeket kell megfeleléen

értelmezni.
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1. Altalaban a statisztikarél

1.1. A statisztika fogalma

A statisztika kifejezés haromféleképpen is értelmezhetd, mint
— gyakorlati szdmbavételi tevékenység,
— igy nyert adatok Osszessége,

— tomegjelenségek vizsgalatara szolgalé modszerek rendszere.

Mi az utobbival foglalkozunk részletesen, azt fogjuk megvizsgalni, hogy meghatarozott

cél érdekében gyilijtott adatokat hogyan lehet feldolgozni, elemezni.

Mivel vizsgélatunk targya a gazdasagi, tdrsadalmi és természeti jelenségek mennyiségi
oldala, nem szakitva el a mindségi oldaltol, igy gyakran tamaszkodunk alapvetd
matematikai ismeretekre (példaul: mértani atlag, normalis eloszlas, stb.). Erdemes ezért
elhatdrolni a matematikat a statisztikatél. A matematika targya tapasztalattol mentes
szdmabsztrakcid, mig a statisztika szintén gyakran dolgozik szamokkal, de azok
gazdasagi, tarsadalmi vagy természeti aktualitdsukban jelennek meg. A statisztika
inkdbb tapasztalati, a posteriori tudomany, mig a matematika tapasztalattél mentes, a
priori tételeket alkot. Létezik a matematikai statisztika, mint kiilon tudomany, mely a
valoszinliségszamitassal egyiitt fejlodott ki, és a statisztika azon részével foglalkozik,

amely matematikai tételekkel alatimaszthato.

A mi megkozelitésiinkben tehat a statisztika a tomegjelenségek jellemzdinek tomor,

szamszerl megismertetését szolgald mddszertan.



1.2. Alapfogalmak

1.2. Alapfogalmak

Sokasag

A statisztikdban a vizsgéalatunk targyat képezd egységek, egyedek Osszességét

(statisztikai) sokasagnak, vagy populacionak nevezziik.

1. példa

Statisztikai sokasag lehet példaul: Magyarorszagon bejegyzett kft-k egy meghatarozott
idépontban, egy lizemben gyartott termékek 0sszessége egy meghatarozott idészakban,

stb.

A statisztikai sokasdgok kozotti 1ényeges kiilonbség, hogy azok idépontra vagy

id6szakra vonatkoztatva értelmezhet6k.

Az olyan statisztikai sokasagot, amely egy adott idopontra vonatkozoan értelmezhetd

allésokasagnak vagy stock jellegii sokasdgnak nevezziik.

2. példa
A vilag népessége 2001. januar 1-jén.

Az olyan statisztikai sokasagot, amely egy adott iddszakra vonatkozoan értelmezhetd

mozgosokasagnak vagy flow jellegli sokasagnak nevezziik.

3. példa

Halélozasok, sziiletések alakulasa Magyarorszagon 2001-ben.

Az ¢el6z6 példakbol lathatod, hogy bizonyos allo €s mozgd sokasagok Osszefiigghetnek
egymdassal. Ha egy allosokasdgra vonatkoz6 régebbi informdacionkat ugy tessziik
aktudlissd, hogy a kapcsolddd mozgosokasag segitségével novelést vagy csokkentést

eszkozoliink, akkor tovabbvezetésrol beszéliink.
Ismérv

A sokasag statisztikai egységekbdl all, ezek a vizsgalt informacié hordozéi.
Meghatarozott tulajdonsdgokkal, jellemzokkel, vagy mas néven ismérvekkel

rendelkeznek.



1. Altalaban a statisztikarol

Az ismérv a statisztikai egységeknek a statisztikai vizsgalat szempontjabol fontos olyan
tulajdonsaga, amely alapjan a sokasadg egymadst 4t nem fedd részekre bonthato.

Az ismérvek lehetséges értékei az ismérvvaltozatok. Az ismérveket altalaban X-szel,
mig az ismérvvaltozatokat x;, x,,...,x,-nel jeloljik.

Azokat a jellemzoket, melyek szerint a sokasdg egységei egyformak Kkozos
ismérveknek, mig azokat melyek szerint kiilonb6zéek megkiilonbozteté ismérveknek
nevezziik.

Az ismérveknek az alabbi tipusai lehetnek:

— teriileti,

— 1iddbeli,

—  mindségi,

— mennyiségi.

A teriileti (foldrajzi) ¢s idobeli ismérvek a statisztikai egységek térbeli, illetve idébeli

jellemzését adjak.

A minéségi ismérvek a sokasidg egységeit verbalisan jellemzik. A mindossze két

ismérvvaltozattal rendelkez6 ismérveket alternativ ismérveknek nevezziik.

A mennyiségi ismérvek kvantifikalhatoak, ¢és ismérvvaltozatait 4altalaban
ismérvértékeknek nevezziik. Két fajtajukat kiilonboztetjiik meg: a diszkrét tipusu (csak

egész szammal kifejezhetd) és a folytonos tipusu (nem csak egész szammal kifejezhetd)

ismérvvaltozatokat.
4. példa

Statisztikai sokasag: Budapest allando lakosai 2001. januar 1-jén.
A sokasag tipusa: allosokasag.
Fontosabb ismérvei és tipusai:
lakohely: tertileti;
sziiletési 1d6: idébeli;
¢letkor: mennyiségi;
foglalkozas: mindségi;

nem: alternativ.



1.3. A statisztikai munka fazisai

1.3. A statisztikai munka fazisai

A statisztikai munka 4 fazisat kiilonithetjiik el: tervezés, adatgytijtés, statisztikai adatok

feldolgozasa, statisztikai adatok elemzése.
Tervezés

Az elsd feladat annak rogzitése, hogy mi a statisztikai munka célja. Magyarorszdgon az
adatvédelmi torvény tartalmazza a célhoz kotottség elvét. Ez azt jelenti, hogy személyes
adatot gyijteni, feldolgozni csak pontosan meghatarozott jogszerli célra szabad. A
tervezés szakaszaban kell eldonteni, hogy milyen tipust adatokat kivanunk begytjteni,
mely megfigyelési egységekrél. Meg kell hatarozni, hogy melyek lesznek a
szambavételi egységek, amelyekkel kapcsolatot hozunk létre az adatok begylijtése
érdekében. Donteni kell az adatgyiijtés jellemzoirdl: gyakorisagarol, korérdl, idejérdl,

helyérdl, modjarol.
Adatgytijtes

Az adatgylijtés vagy adatfelvétel (roviden: felvétel) a statisztikai adatok beszerzését

jelenti. Tobb modja ismeretes.

— Kikérdezés: ez torténhet személyes interjiban vagy postai uton kérddéivvel. A piac-
¢és kozvéleménykutatasban alkalmazzak leggyakrabban. A kikérdezéseknél gondot
okoz a hibés valaszok kezelése.

— Megfigyelés: az adatok rogzitését kozvetlen megfigyelés vagy mérOmiszer
segitségével végezhetjilk el. Megfigyelést alkalmaznak pl. forgalomszamlalasnal,
testmagassag megallapitasanal. A mérési hibanak fontos szerepe van.

— Kisérlet: Ennek soran valamilyen hipotézis ellendrzését végezziik. A hipotézis
feltételeinek  teljesiilésérél  gyakran  kiilon gondoskodni kell —megfeleld
beavatkozassal, kezeléssel. [smertek az un. kontrollalt kisérletek, amelyek esetében
valamely valtozot tervszerlien valtoztatnak ceteris paribus. A kozgazdasagtanban a

kisérletezés tobbnyire nem lehetséges.

Az adatgyljtés (korét tekintve) lehet teljes vagy részleges. A részleges megfigyelés
lehet:
— reprezentativ megfigyelés (mintavétel),

— kontrollalt-kisérlet,



1. Altalaban a statisztikarol

— egyéb részleges megfigyelés.
Feldolgozas

Itt kell elvégezni az adatok ellendrzését és helyesbitését; azok osztalyozasat, az

eredmények tdblakba foglalasat. Ez torténhet kézi vagy gépi eszkdzokkel.
Elemzés
Matematikai és logikai miiveletek végzését jelenti:

— kilonbozo  (késobb ismertetett) modszereket alkalmazunk, mutatéoszamokat
képeziink, 0sszefliggéseket, tendencidkat kerestiink;

— elvégezziik a szoveges elemzést, kiilonféle szemléltetd eszkozoket alkalmazunk.

Az elemzés céljat tekintve megkiilonboztetiink leird és induktiv (kdvetkeztetd)
statisztikdkat. A leird statisztika teriillete az adatgyiijtésre, adatok 4abrazolasara,
csoportositasdra, €s egyszeriibb mutatdszamok meghatdrozasara terjed ki; mig az
induktiv statisztikaban helyet kap egy altalanositasi torekvés. Ez utobbinak, mivel joval

hasznosabb, nagyobb a gyakorlati alkalmazasa.

10



1.4. Mérési szintek (skaldk) és tulajdonsagaik

1.4. Mérési szintek (skalak) és tulajdonsagaik

A legegyszeriibb, legkevésbé informativ mérési szint a nominalis skala.
A nominalis (névleges) skalan az ismérvértékek azonossidga vagy kiilonbozosége

allapithato csak meg.

5. példa

Vallés, nem, foglalkozas, allampolgarsag, stb.

Ha tudjuk két ember allampolgarsagat, akkor csak azt tudjuk megéllapitani, hogy azok
azonos allampolgarsagtiak-e, vagy sem; egyéb reldcionak nyilvin nem szabad
jelentdséget tulajdonitani. A névleges mérési szintli adatokkal végzett aritmetikai

muveletek értelmetlenek.

A kovetkezd fokozat az ordinalis mérési szint.

Az ordinalis (sorrendi) skalan az ismérvértékek kozotti sorrendiség is megallapithato.

6. példa
Termékek, szolgaltatdsok mindségi fokozati, kiilonbdz6 rendfokozatok, stb.

Az ordinalis skala ismérvértékei nem tartalmaznak informaciot azok abszolut nagysagara

vonatkozoan, igy azok kozotti kiilonbség nagysaga sem allapithatéo meg.

Az intervallum- vagy kiilonbségi skalan mar az ismérvértékek kozotti mennyiségi

kiilonbség is megallapithato, valds informaciot hordoz.

7. példa

Homérséklet, tengerszint feletti magassag, foldrajzi szélesség, hosszusag, stb.

Itt a skala kezddpontja mindig valamilyen Onkényesen valasztott O-pont, ezért az
ismérvértékek ardnya nem értelmezhetd. Azt mondhatjuk példaul, hogy 20°C és 10°C
kozott 10°C a homérsékletkiilonbség; az viszont nem igaz, hogy a 20°C kétszer olyan
meleget jelent, mint a 10°C, hiszen ugyanezen hdmérsékletek Kelvin skalan mért értékei
kozott, mar mas arany adodna. A kiilonbségi skala mindig valamilyen mértékegységgel

adott.

A legtobb informacidt az aranyskala nyujtja, itt a kezdépont is egyértelmiien adott.

11



1. Altalaban a statisztikarol

8. példa

Koltségek, jovedelmi adatok, suly, hosszusag mérése, életkor, stb.
Az ardnyskdla adatain minden matematikai és statisztikai miivelet értelmes modon

elvégezhetd.
Skalatranszformacio (Egy lehetséges értelmezése)

A skalatranszformacié a skala értékeinek mas értékekre torténd transzformacidja oly

modon, hogy a skdla tulajdonsagai valtozatlanok maradnak.

Skalatranszformaciot hajtunk végre példaul, amikor valamilyen mindségi ismérvek

verbalisan adott értékeit (szam) kddokkal helyettesitjiik.

9. példa

A nemek (férfi, nd) uj modon valoé kddolasa pl. 0 és 1 szamjegyekkel.

A statisztikdban az intervallum- és aranyskaldk Osszefoglaldé neveként gyakran

alkalmazzuk a kardinalis skala vagy metrikus skala fogalmakat.

Azokat a skalakat, ahol nominalis vagy ordindlis skaldn mérhetd ismérveket valds

szamértékekkel mérjiik alkardinalis skalaknak nevezziik.

10. példa

Jeles, jo, kozepes, elégséges, elégtelen osztilyzatok 5,4,3,2,1 valos szamértékekre
torténd transzformacioja. Ez nyilvanvaldan ordinalis skala, hiszen csak a teljesitmények
sorrendje allapithaté meg, azt nem lehet tudni, hogy mekkora a kiilonbség két osztalyzat
kozott, lehet hogy csak ,,1 pont”, de lehet, hogy tobb. Az pedig mar végképp nem
allithat6, hogy példaul egy 4-es osztalyzat eléréséhez kétszer olyan jol kell teljesitent,

mint a ketteshez, hiszen 2-es legtobbszor csak 50% folotti teljesitményért jar.

Linearis skalatranszformaciorol beszéliink, ha a transzformaciot pl. y=ax+b alaka

linearis egyenlet szerint hajtjuk végre.

12



1.5. A statisztikai adatok pontossaga

1.5. A statisztikai adatok pontossaga

A statisztikai adatok egyik legfontosabb jellemzdje a pontossag. Mindig dontentink kell
azonban a pontossag, gyorsasag ¢s gazdasagossag kovetelményei kozott, mert egyszerre
(altaldban) nem lehet mindhérmat optimalizélni. Gyakran meg kell tehat hatdroznunk,
hogy milyen pontossadggal varjuk el a statisztikai adatokat egy adott elemzés esetében.
Tokéletesen pontos adatokhoz gyakorlatilag soha sem juthatunk hiszen, ahogy az
adatgyiijtés modjainal lattuk, egyfajta felvételi hiba mindig 1étezik. Ezen kiviil, az adatok
rogzitése €s feldolgozasa soran is keletkeznek bizonyos hibak. Kiilon kell beszélniink a
reprezentativ megfigyelésbdl adodo hibakrol. Ezek oka az, hogy nem figyeljiilk meg a
sokasagot teljes kortien. Ez a hiba az eddigiekkel szemben matematikailag kezelhetd,
szamszerisithetd, ha a megfigyelési egységekbdl 4ll6 minta kivalasztisa a
kovetelményeknek megfelelden, véletlenszertien torténik. Ezt a hibat mintavételi
hibanak nevezziik. (A mintaval kapcsolatos torvényszeriiségeket, eljarasokat a masodik

kotet tartalmazza.)

Indokolt tehat az adatok és mutatdszamok

AFa (D

alaku megadésa, ami ugy értelmezhetd, hogy adatunk az [4-a,4+a] intervallumba esik.
Az a mennyiséget abszolit hibakorlatnak nevezziik. A statisztikai gyakorlatban bevett
szokas szerint az adatok pontossdgira gy utalunk, hogy értékét (kerekitve) olyan
szamjegyekkel kozoljiik, amelyek még biztosan pontosnak tekinthetdek (az 5-6t és annal
nagyobb szamjegyeket felfelé, az 5-nél kisebbeket lefelé kerekitjiik). Ezek a szamjegyek
az On. szignifikins szamjegyek. Ha az utolso szignifikans szamjegy helyértéke 10%,

akkor (a kerekitési konvencio alapjan) a hibakorlat becsiilhetd:

10*
2

a=

2)

(Megjegyzés: az a szimbOlum kiejtése ,,a becsiilt értéke”.) A " jellel mindig arra
utalunk, hogy az adatunk becsiilt érték.
Gyakran nem az abszolut hanem a relativ hibakorlattal dolgozunk:

o =

a
“ 3)

13



1. Altalaban a statisztikarol

A relativ hibakorlatot, amely az abszolut hibakorlat és a kozolt adat hanyadosa, altalaban

szazalékban kifejezve adjuk meg.

A becsiilt relativ hibakorlat:

(4)

Q>
Il
N | Q>
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2. Egyszeri elemzések

2.1. Sokasag nagysaganak meghatarozasa

A statisztikai adat a sokasdg valamilyen szamszerli jellemzdéje. Ezek kozil a
legegyszeriibb a sokasag nagysagat jellemzo érték. Azért fontos, mert megadja a vizsgalt
sokasag sulyat, fontossagat a gazdasagi, tarsadalmi és természeti jelenségek kozott.

Természetesen csak véges sokasagok nagysaga adhato meg.

— A diszkrét sokasagok nagysagat megszamlalassal allapitjuk meg.

— A folytonos sokasagok nagysaganak meghatarozasa mar csak méréssel torténhet.

11. példa

A megszamlalas egy klasszikus esete a népszamlalas.
Egy gazdasag adott idészakra vonatkozo tejtermelése csak valamilyen méréssel adhato

meg.

15



2. Egyszerli elemzések

2.2. Statisztikai sorok, tablak

Statisztikai adatok valamilyen ismérv szerinti felsorolasat statisztikai sornak nevezziik.

Statisztikai sor keletkezhet:
— azonos fajta adatokbol: dsszehasonlito sor, csoportosito sor;

— kiilonboz0 fajta adatokbol: leiro sor.

12. példa

Egy kft dolgozdinak nemek szerinti megoszlasat az 1. tablazat tartalmazza.

Egy kft dolgozoinak nemek szerinti megoszlasa

1. tablazat
Nem Fo6
Feérfi 15
N6 5
Osszesen 20

Forras: fiktiv példa

Statisztikai sorok Osszefliggd rendszerét statisztikai tablanak nevezziik.

13. példa

Egy kft dolgozoinak megoszlasat nemek és az adott munkahelyen eltoltott id0 szerint a

2. tablazat tartalmazza.
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2.2. Statisztikai sorok, tablak

A kft dolgozdinak megoszldsa nemek ¢és az adott munkahelyen elt6ltott 1d6 szerint

2. tablazat
Munl;ei,heekl};zgrzl;éltétt Férfi N6 Osszesen
—4 2 2 4
5-9 5 2 7
10-14 4 0 4
15-19 3 1 4
20— 1 0 1
Osszesen 15 5 20

Forras: fiktiv példa

Minden statisztikai sornak és tdblanak megkovetelt formai eleme a cim és a forras
megnevezése, illetve kotelezd feltiintetése. (Megjegyzés: az egyszerliség kedvéért, a

tovabbiakban ettél sokszor eltekintiink.)

A sorok és tabldk szadmitdgépes taroldsa m-nm-es matrixokban torténik. Egy
adatbazisban a matrix oszlopainak fejlécei foglaljdk magukba az egyes ismérvek
megnevezesét, mig a tobbi sor az ismérvvaltozatokat tartalmazza (ezeket nevezziik
rekordoknak). Minden egyes rekordban azonos szdmu mezd van. Mi a tovébbiakban a
Microsoft Excel 7.0 tablazatkezel6t fogjuk hasznéalni. Ez egy Windows alapt program,

amely alapvetden tablazatkezeld, de hasznos statisztikai miiveletek elvégzésére is képes.

Inditsuk el a Microsoft Excelt, és gépeljiik be a fenti tabla adatait. A bevitelnél tigyeljiink
arra, hogy a hosszabb szovegeket is egyetlen celldba irjuk. A celldk kozott a
kurzormozgatd billentylikkel, illetve egeres kattintassal mozoghatunk. Az Excel
tulajdonséagai koz¢ tartozik az AutoSzadmolas funkcid. Ezzel folyamatosan visszajelzést
kaphatunk az allapotsorban (a képernyd aljan) a kijelolt cellak 6sszegérdl. Ellendrizziik

ennek segitségével a tdblazat 6sszesen sordban levd szdmok pontossagat!
Osszehasonlitas

Az Osszehasonlitas alkalmaval tobb sokasadg nagysaganak vagy mas jellemz0 adatanak

egymds mellé rendelését végezziik. Ez torténhet egyszerli felsoroldssal, kiilonbség
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2. Egyszerli elemzések

képzéssel vagy hanyados képzéssel. Osszehasonlitas céljabol egymas mellé sorolt adatok

Osszességét osszehasonlité sornak nevezziik.

Csoportositas (osztdlyozas)

A statisztikai sokasag egy vagy tobb ismérv szerinti tagolasat csoportositisnak vagy

osztalyozasnak nevezzik. Azt az ismérvet ami alapjan a sokasag osztalyait elhataroljuk

egymastol csoportképzé ismérvnek nevezziik. Egy osztalyozastol azt varjuk el, hogy:

— teljes legyen (a sokasag minden egysége besorolhatd egy osztalyba);

— atfedésmentes legyen (minden sokasagi egység csak egy osztalyba sorolhato be);

— minél homogénebbek legyenek az osztalyok (az osztalyokon beliili egységek minél

jobban hasonlitsanak egymashoz a vizsgalt ismérv szempontjabol).

A sokasag egy ismérv szerinti csoportositasat csoportosito sornak nevezziik.

A k db osztalybol all6 csoportositod sor altaldnos alakja a 3. tabldzatban lathato.

Csoportosito sor

3. tablazat
Ismérvvaltozatokat Elofordulasok
tartalmazé osztalyok szama
C fi
C 1>
C; fi
Ci fr
Osszesen N

A masodik oszlopban levé szdmokat a statisztikdban daltalaban gyakorisagoknak

nevezzik.

A sokasag tobb ismérv szerinti csoportositdsdnak eredménye a kontingencia vagy

kombinacios tabla.
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2.2. Statisztikai sorok, tablak

Az 1 sorbol és ¢ oszlopbol 4ll6 kétdimenzids kombinacids tabla altalanos alakjat a 4.

tablazat tartalmazza.

Kombinacids tabla

4. tablazat

Az Y ismérv
szerinti
osztalyok .
ClY Cy e CJ,Y e c! Osszesen
Az X ismérv
szerinti
osztalyok
o fu Ji2 e Jij Jie i
C S S22 fa Jae S
c* fio | fo fi fi fi
o i Jr2 o Jre I
Osszesen fi f2 fi Je N

A 4. tablazat utolsé sordban (f;) és oszlopaban (f;) szerepld gyakorisdgokat a
statisztikaban peremgyakorisagoknak vagy feltétel nélkiili eloszlasoknak nevezziik,

mig a tobbi gyakorisagot ( f; ) feltételes eloszlasoknak nevezziik. (Az asszociaciorol

sz6106 fejezetben ezekkel részletesebben foglalkozunk.)

A statisztikai sorok vazlatos attekintése az 1. abran lathato.
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2. Egyszerli elemzések

A statisztikai sorok vazlatos attekintése

Statisztikai sorok

azonos fajtaju adatokbol kiilonb6z6 fajtaja adatokbol
(6sszehasonlito, csoportositd sorok) (leird sorok)

mindségi sorok  teriileti sorok  idésorok  mennyiségi sorok

1. 4bra

A tovabbiakban az 1. dbra als6 soraban felsoroltakkal foglalkozunk részletesebben.
Mindoségi sorok
Mindségi ismérv szerint szerkesztett sort mindségi sornak nevezziik.

14. példa

Az 3. tdblazatban a vizsgalt ismérv legyen mindségi ismérv. (Lasd a 12. példat.)
Teriileti sorok

Teriileti sorrél akkor beszéliink, ha a sor kialakitdsakor a rendezd elv valamilyen

terileti hovatartozas.

15. példa
Az 3. tablazatban a vizsgalt ismérv legyen tertileti (foldrajzi) ismérv.

Egy kft dolgozoinak lakohely szerinti megoszlasat az 5. tdblazat tartalmazza.
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2.2. Statisztikai sorok, tablak

Egy kft dolgozéinak lakohely szerinti megoszlasa

5. tablazat
Lakohely Fo
Szeged 16
Egyéb 4
Osszesen 20

Idésorok

Az idésoroknak két fajtdja van: allapotidésor (stock tipust) és tartamidésor (flow

tipusu).
Allapotidésor: egy allosokasag id6beli alakulasat jellemzi.

16. példa

Az 3. tdblazatban a vizsgalt ismérv legyen stock tipustl ismérv.

Egy kft foglalkoztatottainak szamat (az 1997-1999 kozotti idészakban) a 6. tablazat

tartalmazza.

Egy kft dolgozoinak szama az év elsd napjan

6. tablazat
Ev Fo6
1997 17
1998 19
1999 20

Az ilyen tipust ismérveket tartalmazo tablazatok Osszesen soranak (az un. Osszegzé

sornak) nincs értelme, ezért nem is szerepel.

Tartamidésor: egy mozgdsokasdg egy-egy iddszak alatt bekodvetkezett valtozasat

jellemzi.

17. példa

Az 3. tdblazatban a vizsgalt ismérv legyen flow tipust ismérv.
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2. Egyszerli elemzések

Egy kft forgalméanak nagysaga 3 év alatt az aldbbiak szerint alakult.

Egy kft forgalma (milli6 Ft)

7. tablazat
Ev Forgalom
1997 16,4
1998 24,0
1999 31,2
Osszesen 71,6

Az ilyen tipust ismérveket tartalmazd tablazatok Osszesen soranak van értelme. Jelen

esetben a teljes vizsgalt idészak 0sszforgalmat jelenti.
Mennyiségi sorok

Ezeket a sorokat a harmadik fejezetben majd részletesebben targyaljuk.
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2.3. Viszonyszamok

2.3. Viszonyszamok

Nagytomegli, eredeti  formajaban  attekinthetetlen = adathalmaz  kezelésére
viszonyszamokat is hasznalhatunk. A viszonyszam nem mads, mint adatok vagy

mutatoszamok hanyadosa.

a viszonyitas targya,

/ a viszonyitott adat
y== )
viszonyszam / \

a viszonyitas alapja, bazisa

Hérom legfontosabb fajtaja: dinamikus, megoszlasi €s intenzitdsi viszonyszam.
Dinamikus viszonyszam: azonos sokasdg, idében kiilonbdzd adataibdl szamitott
hanyados, szézalékos formaban szoktuk megadni. Ketténél tobb (i=1,2,...,N) adatbol

allo idosor esetén kétféle fajtaja képezhetd.

Bazisviszonyszam:
b=L  i=12,..N. (6)
Xp
Lancviszonyszam:
[ =21 i=23,.N (7)
Xicn

Gyakran az iddsor Osszes iddegységére kiszamitjuk az adott viszonyszdmot és a

keletkez6 viszonyszamsort hasznaljuk elemzésre.
A lanc- ¢€s bazisviszonyszamokra vonatkoz6 azonossagokat a (8)-(12) képletek mutatjak.

Egymast kovetd bazisviszonyszamok hanyadosa lancviszonyszam.

LA B o N Sy (8)
A X,
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2. Egyszerli elemzések

Attérés uj bazisra: a bazisviszonyszamokat elosztjuk az Uj bazishoz tartozo régi

viszonyszdmmal.

DM X N )

Bazisidéegységet kovetd egymas utdn kovetkezd (m db) lancviszonyszam szorzata

bazisviszonyszamot ad.

Hli — Xp+1 . Xp+2 Xpsm — Xbim =b m<N (10)

m
i=b+1 Xy Xpa Xprm-1 X

Lancviszonyszamokbol (a vizsgalt id0szakban) tetszdleges bazisu bazisviszonyszamokat
lehet kiszamitani az aldbbi 0sszefliggések szerint:

— aziddtengelyen jobbra (a jovobe) haladva
by =b; -1, (11)
— aziddtengelyen balra (a multba) haladva

0 (12)

18. példa

A népesség szamat minden €v elsO napjara a 8. tdblazat tartalmazza.
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2.3. Viszonyszamok

Magyarorszag népessége 1991-1999 kozott

8. tablazat
Ev Népesség szdma, ezer f0
1991 10 355
1992 10 337
1993 10310
1994 10 277
1995 10 246
1996 10212
1997 10 174
1998 10 135
1999 10 092

Forras: Magyar statisztikai zsebkonyv ’98, KSH, Bp., 1999.

Szamitsuk ki a fenti id6sorbol a népesség alakuldsanak bazisviszonyszamsorat 1991-es és

1999-es bazissal is! Szamitsuk ki a lancviszonyszamsort is! Alkalmazzuk az azonossagokat

ellendrzésre! Hasznaljuk a feladat megoldasdhoz az Excelt! Vigyiik fel az adatokat! Az

eredményt a 2. dbra mutatja.

Az 1991-es bazisévhez tartozo viszonyszamsort ugy tudjuk kiszadmitani, hogy az egyes

évekhez tartozo adatokat osztjuk az 1991-es év adataval. A cellak feltoltése eredményt

szolgaltato képlettel a kovetkezoképpen végezheté el: a cella mezdjébe irjuk be

egyenldségjel utan annak a miiveletnek megfeleld képletet, amelyet a kiindulasi cellakkal

akarunk elvégezni, Uigy, hogy azokra a megfeleld oszlop ¢és sor jelekkel hivatkozunk. (Ez

megjelenik a Szerkeszt6lécben, a tablazat folott is.)
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2. Egyszerli elemzések

Az Excel munkalapjanak részlete

A B C D

1 Ev Népesseg 1991=100% El6z6 év=100%
2 1991 10 355 =100*B2/B$2

3 1992 10 337

4 1993 10310

5 1994 10277

6 1995 10 246

7 1996 10212

8 1997 10174

9 1998 10 135

10 1999 10 092

2. dbra

A B2 stilusu jel6lés relativ hivatkozas, a B$2 pedig a sorra nézve abszolut hivatkozas.

Magyarorszag népességének bazis- €s lancviszonyszdmsorai

9. tablazat
Ev Népesseg 1991=100% El6z6 év=100% 1999=100%
1991 10 355 100,0 - 102,6
1992 10 337 99,8 99,8 102,4
1993 10310 99,6 99,7 102,2
1994 10 277 99,2 99,7 101,8
1995 10 246 98,9 99,7 101,5
1996 10212 98,6 99,7 101,2
1997 10 174 98,3 99,6 100,8
1998 10 135 97,9 99,6 100,4
1999 10 092 97,5 99,6 100,0

Ennek megkiilonboztetésére a kdovetkezok miatt van sziikség: ha egy viszonyszdmsor elso
adatat a fenti modon kiszdmitottuk, akkor a tobbi képletet nem kell begépelni, elég az adott
cella jobb als6 sarkat az egérrel lefelé a tobbi cellara htiznunk, és a megfeleld képleteket
kapjuk a tobbi celldban is. A megfelelden alkalmazott relativ és abszolut hivatkozasok

eredményezik azt, hogy a helyes képleteket (értékeket) kapjuk. A tobbi viszonyszamsor

hasonldan kiszamithato. A kapott eredményeket a 9. tablazat tartalmazza.
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2.3. Viszonyszamok

Megoszlasi viszonyszam: valamely sokasagrésznek az egész sokasaghoz viszonyitott

nagysaga, szazalékos formaban szoktuk megadni.

19. példa

A 12. példa adatai alapjan elkészithetd a 10. tablazat.

Egy kft dolgozdinak nemek szerinti megoszlasa

10. tablazat

Nem Megoszlas (%)
Férfi 75
N6 25
Osszesen 100

Intenzitasi viszonyszam: két egymadssal valamilyen kapcsolatban allo sokasag
valamilyen adatdbdl képzett hdnyados. Lehet egyenes vagy forditott, illetve ettdl
fiiggetleniil, nyers vagy tisztitott.

Egyenes intenzitasi viszonyszamrodl beszéliink, ha a tarsadalmi megitélés szempontjabol

az lenne a jo, ha a viszonyszam értéke minél nagyobb lenne.

Forditott intenzitdsi viszonyszamr6l beszélink, ha a tarsadalmi megitélés

szempontjabol az lenne a jo, ha a viszonyszadm értéke minél kisebb lenne.

Ha egy intenzitdsi viszonyszam esetén a viszonyitas alapjanak csak egy része kotodik
jobban a viszonyitds targyahoz, akkor gyakran egy 1) intenzitdsi viszonyszdmot
alkotunk, amelyben a viszonyitds alapja az emlitett részsokasag lesz. Az ily mddon
1étrejove 1 viszonyszamot tisztitott intenzitasi viszonyszamnak, mig az elsét nyers

intenzitasi viszonyszamnak nevezziik.

A nyers intenzitasi viszonyszam az (5) képlet szerint legyen rE a tisztitott intenzitasi

A
viszonyszam pedig b Kozottiik felirhato a kovetkezo osszefliggés:

é 2 (13)
b B’

SRS

ahol 2 a tiszta rész aranyat jelenti (ami egy megoszlasi viszonyszam).
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20. példa

Egy honap alatt 100 alkalmazott (80 fizikai és 20 szellemi foglalkozast) 120 db terméket

allit el6. Vallalti szinten a termelékenységiik 11?)(()) ib =1,2db/f6. Ez nyers intenzitasi

4

viszonyszdm. A tisztitott pedig: 182(()) db =1,5db/f6. A (13) képlet szerint igaz a
kovetkezd Osszefiiggés:

120120 80 =1,2 [db/f6].

100 80 100
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2.4. A grafikus abrazolés eszkozei

2.4. A grafikus abrazolas eszkozei

A grafikus abrazolds nem kifejezetten elemzési moddszer, hanem a statisztikai adatok
szemléltetd megjelenitésének eszkdze, melyben az informaciodsiirités bizonyos elemei is
megjelennek. Minden grafikus abrazolas 1ényege az sszehasonlitas. Altalaban pontokat,
vonalakat, koroket, oszlopokat hasznalunk.

A grafikus dbrazolas aldbbiakban ismertetett fajtait hasznaljuk a leggyakrabban.
Diagramok

Diagramokon beliil megkiilonboztetjiik a kovetkezdket:

— pontdiagram: két ismérv szerinti hovatartozast abrazolunk vele;

— vonaldiagram: egyenes szakaszokbdl allo grafikus abra;

— sikdiagram: gyakorisagokat abrazolunk vele, teriiletek segitségével (pl. oszlop- vagy

kordiagram).
Kartogramok
Kartogramok: gyakorisagok térképen alapuld abrazolasa.
Sztereogramok

Sztereogramok: harom relevans dimenzidban torténd abrazolas, harom ismérv szerinti

hovatartozast abrazolunk vele.
Piktogramok

Piktogramok: figuralis abrazolds, gyakorisagok kiilonb6zé nagysaghi vagy szamu

képszimbolumokkal vald abrazolasa.

A grafikus adbrazolasnal figyelniink kell a kovetkezo alapelvekre:

mindig az alapul vett sikidomok teriilete kell, hogy aranyos legyen az abrazolni
kivant adat nagysagaval;

— mindig legyen cime a grafikus abranak;

— az adatok forrasanak feltiintetése kotelezo;

— iddsorokat altaldban vonaldiagrammal, a sokasag szerkezetét altaldban osztott

oszlop- vagy osztott kordiagrammal szemléltetjiik (1asd a 4. és az 5. abrat!);
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— allapotidésornal az x tengelyen szereplé idopontokhoz (lasd a 3. 4brat!),

tartamiddsornal az x tengelyen kijelolt idoszak kozepéhez igazitunk.
Az ismertetett grafikus abrazolasi moédok koziil néhany a 3., 4. €s 5. abran lathato.

21. példa

A 18. példa adatai alapjan é&brazoljuk vonaldiagram segitségével Magyarorszag

népességének valtozasat 1991-1999 kozott!

A vonaldiagramot az Excel segitségével készitjiik el. A 18. példaban mar bevittiik az
adatainkat az A1-B10 cellatartomanyba. Jeldljiik most ki a B2-B10 celldkat, és inditsuk

el a Diagram Vardzslot a Besziras menii Diagram... almeniijének segitségével (ez

ikonnal is meghivhato)!

Az Excel outputja

Magyarorszag népessége 1991-1999 kozott

10 400
10 350
10 300 -
10 250 -
10 200 -
10 150
10 100 -
10 050
10 000 -
9 950 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

1991. 1992. 1993. 1994. 1995. 1996. 1997. 1998. 1999.
jan. 1. jan.1. jan. 1. jan.1. jan.1. jan.1. jan.1. jan. 1. jan. 1.

s

pesség szam
( ezer fd)

Né

ra

Ev

3. 4dbra

Elsé 1épésként valasszuk ki a nekiink megfeleld diagramtipust! A Tovabb> nyom6gomb
segitségével Iéphetiink tovabb. Madésodik 1épésként az Adatsorok menii alatt A
kategoriatengely (X) feliratai: mezdbe vigyik be az A2-A10 cellatartoméanyt a
munkalapon torténd kijelolésével. Lépjiink tovabb. A harmadik Iépésben a Cimek
meniiben irhatjuk be a diagram cimét és a tengelyek megnevezését. A Racsvonalak

mentiben a vezetd és segédracsokat allithatjuk be.
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Ha ezekre nincs sziikségiink, kapcsoljuk ki a jelolénégyzeteket! Jelmagyarazat
meniiben allithatjuk be azt, hogy sziikségiink van-e jelmagyarazatra, és hogy az hova
keriiljon. A negyedik 1épésben pedig azt kell eldonteniink, hogy a diagramunk 1) lapra
(diagramlap) keriiljon, vagy az eredeti munkalapunkra. A kapott diagram a 3. abran

lathato.

A kész diagram bedllitasait utdlag modosithatjuk a Formatum meniijének segitségével,

ha a grafikus dbra megfeleld részét aktivizaljuk az arra torténd egérkattintassal.

22. példa

Az 1999. év els6 negyedévére vonatkozo kotelezd gépjarmii-biztositas dijbevételeinek

adatait a 11. tablazat tartalmazza.

1999. elsd negyedévi dijbevételek

11. tdblazat

Biztositok Dijbevételek (ezer Ft)
Argosz 428 145
Axa Colonia 478 922
AB-Aegon 1986 164
Generali-Providencia 3455 826
Hungaria 8 138 255
Kozlekedési Biztositdé Egyesiilet 100 207
OTP-Garancia 1 154755
Osszesen 15742 274
Forras: ABIF

A sokasag szerkezetének abrazolasara leginkabb az osztott oszlop-, illetve az osztott

kordiagram alkalmas. Ezeket lathatjuk a 4. és az 5. 4bran.

A vonaldiagram rajzolasakor ismertetett mentipontok megfeleld alkalmazasaval az

Excelben megszerkeszthet6 a 4. és az 5. dbra is.
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lez6 gépjarmii-biztositasok dijbevételeinek megoszlasa osztott oszlopdiagramon

Dijbevételek megoszlasa
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

3.1. Mennyiségi sorok

Rangsor

A mennyiségi ismérvek lehetséges értékei rendezett halmazt alkotnak, ezért a sokasag
egységei sorba rendezhetéek. Ezt monoton nemesdkkend moédon szoktuk megtenni.

A sokasag egységeinek (és a hozzajuk tartozo ismérvértékeknek) mennyiségi ismérv
szerinti monoton nemcsdkkend felsorolasat rangsornak nevezziik.

(Rendezett halmaz elemeinek sorba rendezésére szdmos rendezési algoritmus létezik:

beszuro rendezés, gyorsrendezés, kupac rendezés, stb.)

23. példa
Egy kft dolgozdinak kereseti adatai a kovetkezdek (ezer Ft):
70,2; 63,0; 52,5; 77.4; 54,3; 48,1; 42,2; 70,1; 51,0; 63,2; 55,8;

56,7; 36,2; 42,0; 51,0; 53,9; 42,5; 48,0; 53,3; 78,0; 68.,6; 47,1.

A sorbarendezést gyorsan elvégezhetjlik az Excel segitségével. Vigyiik be az adatokat az
A2-A23 celldkba, az Al a fejlécet tartalmazza. Jeldljiikk ki az eldbbi 22 cellat! Ezt
megtehetjiik az egérrel, annak bal gombjat lenyomva tartva mozgatva az egérkurzort,
vagy billentylizettel, a SHIFT gomb lenyoméasa mellett hasznilva a billentylizet
kurzorgombjait. Miutan kijeloltiikk az A2-A23 cellatartomanyt, az Adatok menii Sorba
rendezés... almeniivel elvégezhetjiik a kivant rendezést. (A rendezés ikon segitségével

is elvégezhetd.)
A keresetek rangsora:
36,1; 42,0, 42,2; 42,5; 47,1; 48,0; 48,1; 51,0; 51,0; 52,5; 53,3;

53,9; 54,2; 55.,8; 56,7; 63,0; 63,2; 68,6; 70,1; 70,2; 77,4; 78,0.

Gyakorisagi sor
Mivel gyakran nagy mennyiségli, és ezért eredeti formdajaban kezelhetetlen és
atlathatatlan adattal kell dolgoznunk, abbdl elemzést késziteniink, a konnyebb

attekinthetdség érdekében ezeket osztalyokba soroljuk. Az osztalyok természetesen az X
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

mennyiségi ismérv lehetséges értékeinek valamilyen alkalmas részhalmazai lesznek. Ezt
az osztalyozds eredményeként 1étrejovoé csoportositd sort - amely mar az alapadatok
nevezzilk. Az osztalykozos gyakorisagi sor (a gyakorisagi eloszlas legtobbszor

eléforduld tipusa) elkészitése eldtt a sokasag egységeit rangsorba rendezzik.

Ahhoz, hogy osztalyk6zos gyakorisagi sort készitsilink, el6szor is meg kell hataroznunk,
hogy héany osztalyt alkossunk. Az osztdlyok optimdlis szdmahoz a (14) képlet ad

tampontot.

2> N, k—min (14)

Tehat azt a legkisebb k-t keressiik, amelyre 2 k-adik hatvdnya mar nagyobb, mint a
sokasag nagysaga. Ez nem annyira szigoru szabaly, amit6l ne lehetne eltérni, inkabb

csak tdmpontot ad.

A maésodik eldontendd kérdés az az, hogy milyen hosszisagu osztalykozoket alakitsunk
ki. Gyakran egyenld hosszisag osztalykozoket képeziink, de természetesen ettdl is el

lehet térni. Azt kell szem el6tt tartanunk, hogy a kapott gyakorisagi sor
— konnyen attekinthetd legyen, és

— kevés informacioveszteséggel jarjon.

Osztalykoz-hosszisagnak a kovetkezo értéket nevezziik:

h=X, =X, (15)

ahol h; az i-edik osztalykoz-hossz, Xy az i-edik osztalykoz also hatarat, X;; az i-edik
osztalykoz felsd hatarat jeloli. A (15) képlet kozvetleniil néha nem alkalmazhato!
Vegyiik példaul a 2. tablazatban szerepld els6 €s utolsd osztalyt, ahol un. nyilt osztalyok
szerepelnek. Ezeknél az osztalykoz-hossziisagok kiszamitdsdhoz eldbb meg kell
becslilniink a legkisebb és legnagyobb ismérvértéket. Ez csak valamilyen utolagos,
potlolagos informacio alapjan lehetséges. Ilyen példaul az, hogy a munkahelyen eltoltott
évek szama nyilvanvaléan nullandl nagyobb. Ha poétldlagos informécioval nem
rendelkeziink, akkor a nyilt osztdlyok osztalykdz-hosszisagat az Oket kozvetleniil

koveto, illetve megel6zo osztalyok osztalykoz-hosszaval helyettesitjiik.
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Ha azonos hosszusagu osztalykozok kialakitasa mellett dontiink, akkor adott &

osztalyszam esetén a kovetkezoképpen hatarozzuk meg az osztalykdzok hosszat:
h — T“max min , (1 6)

ahol xmin €s Xmax @ legkisebb és a legnagyobb eléforduld ismérvérték.

24. példa

Készitslink a 23. példa rangsorabdl osztalykozos gyakorisagi sort!

Mivel 2* <22<2°, igy 4 vagy 5 osztalykdz kialakitasa latszik célszerlinek. Legyen

78,0-36,1

elészor k=4. Ekkor h= =10,475. (Megjegyzés: a rendelkezésiinkre alld

adatok abszolut hibakorlatjanak becslését figyelembe véve; 10,475 helyett; 10,5-del
szamolunk.) Az egymast kovetd osztalykdzok nem érintkezhetnek egymaéssal, tehat
egyik osztalykoz felsd hatara sem lehet egyenld a kovetkezd osztalykoz alsd hataraval,
mert az osztalyozasnak mindig atfedés- és hézagmentesnek kell lennie (lasd a 2.2. pont
alattiakat). Mivel az osztalyk6zok hatdrait az alapadatok pontossdgaval azonos
pontossaggal hatarozzuk meg, ezért nem lehetséges, hogy valamelyik egyed

ismérvértéke a ,,hézagba” essen.

A konkrét osztalykozok (k=4; h=10,5 esetén) tehat az aldbbiak.
36,1-46,5
46,6-57,0
57,1-67,5

67,6-78,0

A tdblazatba irt osztalykoz-hatarok értékeit kozolt hataroknak nevezziik, mert ezeket

kozoljiik az olvaso részére. A hatarok valodi értelmezése adja a valodi hatarokat. Ezek:

1 A4 1 Sz
C.=[Xi70—§10 Xy +510 j (17)

1
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Az adott példanal a valodi hatarok az alabbiak.
[36,05;46,55)
[46,55;57,05)
[57,05;67,55)

[67,55;78,05)

A gyakorisdgokat a rangsor alapjan gyorsan meg tudjuk hatdrozni, de a feladat Excel
segitségével is elvégezhetd (ehhez nem sziikséges rangsor). Nyissuk meg az el6zd
példaban hasznalt mappankat, ahova a rangsort bevittiik az A2-A23 celldkba. Irjuk be az
osztalykozeink felsé hatarat (X; ;) a C2-C5 cellakba, majd jeloljiik ki a D2-D5 cellakat.
Vélasszuk ki a gyakorisag fliggvényt az alabbi modon. A Besziras menii Fiiggvény...
almentijével illeszthetiink be fiiggvényt (ezt ikon segitségével is megtehetjiik). Itt
valasszuk ki a Statisztikai fiiggvények koziil a GYAKORISAG(adattomb;csoport_tomb)
figgvényt, majd Adattombnek adjuk meg az A2-A23 tombot, A2:A23 begépelésével. A
Csoport_tomb C2:C5 lesz. A Kész ikonra kattintva a szerkesztélécben a kovetkezd
jelenik meg: =GYAKORISAG(A2:A23;C2:C5). Az egérkurzorral a szerkesztSlécre
allva a SHIFT, a CTRL ¢és az ENTER billentytik egyiittes lenyomasa utdn a D2-DS tomb

fogja tartalmazni az eloszlast.

A kapott eredményeket a 12. tablazat tartalmazza.

A kft dolgozdinak kereset szerinti eloszlasa

12. tdblazat

Keresetek (ezer Ft) Dolgozok szama (f;)
36,1 — 46,5 4
46,6 — 57,0 11
57,1 -67,5 2
67,6 — 78,0 5
Osszesen 22
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Készitsiik el a gyakorisagi sort k=5 osztalykézt alkalmazva!  Ekkor

78,036,

h =8,38. (Megjegyzés: a rendelkezéslinkre 4ll6 adatok abszolut

hibakorlatjanak becslését figyelembe véve; 8,38 helyett; 8,4-del szdmolunk).

A kft dolgozdinak kereset szerinti eloszlasa

13. tdblazat

Keresetek (ezer Ft) Dolgozok szdma (f;)
36,1 —44.4 4
44,5 -52.8 6
52,9-61,2 5
61,3 -69,6 3
69,7 — 78,0 4
Osszesen 22

Megjegyzés: a két kiilonbozd k érték szemmel lathatoan jelentdsen eltérd eloszlast
eredményezett.
Ertékisszegsor

A mennyiségi sorok egyik altipusa a mar ismertetett gyakorisagi sor, a masik altipus az

értékosszegsor. A C; osztalyhoz tartozo értékosszeget Si-vel jeloljik, és az

S, =Y. x, i=1,2,..k (18)

x;€C;

képlettel szamithatd ki. Osszegezniink kell tehat az adott osztalykdzbe tartozd sokasagi

egységek ismérvértékeit.

25. példa

A 23. példa értékdsszegsorat a 14. tablazat tartalmazza.

Lehetséges azonban, hogy osztalykozos gyakorisagi sorbol kell értékdsszegsort

késziteniink, mert az eredeti rangsor tul nagy vagy nem is all rendelkezésre.
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A kft dolgozdinak kereset szerinti tényleges értékdsszegsora

14. tablazat

Keresetek (ezer Ft) Si
36,1 —44.,4 162,80
44,5 -52.8 297,70
52,9 -61,2 273,90
61,3 -69,6 194,80
69,7 — 78,0 295,70

Osszesen 1224,90

Ekkor azonban csak becsiilni tudjuk az értékosszeget, és valdszintileg az eredeti adatokbol
szamitott sortol eltér6t kapunk. Emiatt megkiilonboztetjiik a tényleges ¢és a becsiilt
értékosszegsort. Becsiilt értékosszegsor szamitasanal az osztalykozepeket vessziik

figyelembe.
Az

Xi0+Xil
X -

‘ i=1,2,...k 19
; > (19)

mennyiségeket az i-edik osztalyhoz tartozo osztalykozepeknek nevezziik.

Bizonyos szamitdsoknal, igy a becsiilt értékosszegsor szamitdsanal is, azt feltételezziik,
hogy az osztalykozbe tartozd sokasagi egységek ismérvértékei helyettesithetoek az
osztalykozéppel. Azt feltételezziik tehat, hogy a sokasdg egységeinek az adott ismérv
szerinti eloszldsa egyenletes az osztalykozokben, de legalabbis az egyes osztalykézokbe

es6 ismérvértékek atlaga az osztadlykdzepet adja minden osztalykdzben.

Az értékdsszegsort ennek megfelelden osztalykozos gyakorisagi sorbol a (20) képlettel

lehet meghatarozni. (Az eredményt a 15. tdblazat tartalmazza.)

S =f X, i=1,2,...k (20)
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A kft dolgozdinak kereset szerinti becstilt értékdsszegsora

15. tablazat

A

Keresetek (ezer Ft) X fi S,
36,1 —44.,4 40,25 4 161,00
44,5 -52,8 48,65 6 291,90
52,9-61,2 57,05 5 285,25
61,3 -69,6 65,45 3 196,35
69,7 - 78,0 73,85 4 295,40

Osszesen - 22 1229,90

Hasonlitsuk Ossze a becsiilt €s a tényleges értékdsszegsort! A becsiilt értékodsszegek

Osszege altalaban igen kozel esik a tényleges értékdsszegek dsszegéhez.

A konnyebb attekinthet6ség kedvéért gyakran megoszlasi viszonyszamsort szamitunk a
gyakorisagi eloszlasbol vagy az értékosszegsorokbol. Ezeket, megkiilonboztetésiil az
eddigi abszolut soroktol, relativ gyakorisagi sornak illetve relativ értékosszegsornak

nevezziik. Jelolésiik és szamitasuk a (21) - (23) képletek szerint torténik.

Relativ gyakorisag:
g ==L @1

Relativ értékdsszeg:

p—— (22)

i k

>s,

i=1

illetve ennek becslése:

(23)
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26. példa

Szamitsuk ki az el6z6 példank relativ sorait az osztalykozos gyakorisagi sorbol!

A képletiink szamitasait konnyen elvégezhetjiik az Excel segitségével is, ha egy régebbi
mappank mar tartalmazza az osztalykozos gyakorisagi sort C2-C6 cellakban az
osztalykozok fels¢ hataraival, D2-D6 cellakban a gyakorisagokkal. Készitsiink egy
Osszesen sort a D7 celldba. A Besziras menii Fiiggvény... almeniijével illeszthetiink be

fliggvényt, itt valasszuk ki a Mat. és trigonom fiiggvények koziil a SZUM fiiggvényt, majd
Adattombnek adjuk meg a D2:D6 tombot (az dsszeg fliggvény eldhivasat kozvetleniil a 2

ikon segitségével is megtehetjiik). Az E2 celldban a kovetkezd miiveletet adjuk ki:
=D2/D$7. A cella jobb alsé sarkanak lehuzasaval a tobbi cella eredménye konnyen
megkaphat6. A szazalékos irasméodot a Formatum mentii Celldk... almeniijében allithatjuk
be (vagy kozvetleniil a % ikon segitségével). Hasonl6 médon szamithatjuk ki a becsiilt
relativ értékdsszegsort is. Ehhez sziikség lesz a osztalykozepek értékeire (X;), amelyekhez

a (19) képletet kell az Excel segitségével a cellakban alkalmazni.

A kft dolgozdinak kereset szerinti relativ gyakorisagi eloszlasa €s becsiilt relativ

értékdsszegsora
16. tablazat

Keresetek (ezer Ft) X gi(%) Z . (%)
36,1 —44,4 40,25 18,2 13,1
445 -52.8 48,65 27,3 23,7
52,9-61,2 57,05 22,7 23,2
61,3 -69,6 65,45 13,6 16,0
69,7 - 78,0 73,85 18,2 24,0
Osszesen - 100,0 100,0

Ha csak a relativ gyakorisagi sor all rendelkezésre, akkor is tudunk relativ értékdsszegsort
szamitani a (24) képlettel.

. X, NX, Ng, X, X,
Z. — f; 1 — gl 1 — gl 1 — gl 1 (24)

k K k
ZfiXi ZgiNXi NzgiXi ZgiXi
i=1

i=1 i=1 i=1
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Kumuladlas
Mennyiségi soroknal szoktuk alkalmazni a felfel¢ illetve lefel¢ kumulalas miiveletét.

Ha K; a C; osztalyhoz tartoz6 valamilyen adat, akkor a felfel¢ kumulalt adatsor a kovetkezd

Osszegek sorozata:
K| :Z;Kj i=1,2,...k. (25)
=
A lefelé kumulalt adatsorozat:

K'=SNK. (26)

27. példa

Hatarozzuk meg a kft kereseteinek felfelé és lefelé kumulalt abszolut gyakorisagi sorat a
13. tablazatban szerepld adatok alapjan! Készitsiik el a felfelé kumulalt relativ becsiilt

értékosszegsort is (lasd a 15. tdblazat utolso oszlopat)!

Egy kft kereseti adatainak kumulalt sorai

17. tdblazat

Keresetek (ezer Ft) fi f! S Z! (%)
36,1 —44.4 4 4 22 13,1
445 - 52,8 6 10 18 36,8
52,9-61,2 5 15 12 60,0
61,3 -69,6 3 18 7 76,0
69,7 - 78,0 4 22 4 100,0

Osszesen 22 - - -

A lefelé és felfelé kumulalt sorok kozotti 0sszefliggés:

K +K'=K!, 27)
ahol K, =0.

Figyeljiik meg, hogy a kumulalt gyakorisagi sorok esetében:
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f=rs fi=Ns f'=N; fi=f.
Hasonlé azonossagok érvényesek az abszolut értékdsszegsorokra és a relativ sorokra is.
A mennyiségi sorok lehetséges fajtai a 6. dbran vannak feltlintetve.
A mennyiségi sorok grafikus abrazoldsa

A mennyiségi sorok koziil elsésorban a gyakorisagi sorokat és a kumulalt gyakorisagi
sorokat szoktuk abrazolni, az értékdsszegsorokat kevésbé. A gyakorisagi sorok szemléltetd
megjelenitésére haromféle grafikus abrat hasznalhatunk. Ezek az alabbiak:

— hisztogram,

— gyakorisagi poligon,

— gyakorisagi gorbe.

Hisztogramnak nevezziik a gyakorisagi sorok (hézag nélkiili) oszlopdiagram segitségével

torténd abrazolasat.
28. példa
Készitslink a 23. példa adatai alapjan hisztogramot az Excel program segitségével!

Valasszuk ki a Hisztogram meniipontot az Eszkozok/Adatelemzés... ablakban, ¢és adjuk
meg Bemeneti tartomdnynak a 22 adatbol allo tombiinket, amit a 23. példa megoldasakor
az A2-A23 cellakba irtunk. Rekesztartomany a C2-C6 celldkban megadott felsé
osztalykozhatdrok tombje legyen! (A rekesztartomany megaddsa nem kotelezd, ekkor a

program automatikusan hoz létre azonos hosszusagu osztalyokat.)
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A mennyiségi sorok fajtai

Gyakorisagi sor

Mennyiségi sor

-

\

Ertékdsszeg sor

— T~

Tényleges Becsiilt
7sz<t R/elai Ab7)li R/elatl\v AbS/ZOIUt\ Relativ
Nem Kumulalt Nem = Kumulalt Nem Kumulalt Nem Kumulalt Nem Kumulalt Nem Kumulalt
kumulalt /\ kumulalt /\ kumulalt /\ kumulalt /\ kumulalt /\ kumulalt /\
Felfelé Lefelé Felfelé Lefelé Felfelé Lefelé Felfelé Lefelé Felfelé Lefelé Felfelé Lefelé
f; f;" fi” 8 g; gi" S, Si’ Si” Z, Zi' Zi" S'i ‘S’;i’ S'i” 21' ZA; ZAi”
6. abra
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Kimeneti tartomanyként az adott munkalap egy szabad mezdjét megadva az eredmény az
aktualis munkalapunkra keriil, egyébként egy ujra. Kapcsoljuk be a Diagramkimenet
jelolonégyzetet! Eredményként osztalykozos gyakorisagi sort és hisztogramot kapunk.

(Lasd a 7. abrat.)

Az Excel munkalapjanak részlete

Rekesz Gyakorisag
44 4 4
52,8 6
61,2 5
69,6 3
Tovabb 4
Hisztogram
7
6 -
Q5+
g 4 -
s
o 27
1L
0 ! ! ' '
44,4 52,8 61,2 69,6 Tovébb
Rekesz
m Gyakorisag
7. abra

(Megjegyzés: az ismertetett eljards a hisztogramok 4abrazolasdnak csak egyike, a

statisztikai gyakorlatnak megfelel6 eljarast a kdvetkezOkben ismertetjiik.)

Minden sikdiagramra, igy a hisztogramra is érvényes, hogy az egyes alapul vett sikidomok
— itt téglalapok — teriiletének kell aranyosnak lennie az abrazolni kivant adat nagysagaval.

Ez azt jelenti, hogy eltéré osztalykdz-hossziusagh osztalykozos gyakorisdgi sorok
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hisztogramon torténd abrazolasakor a gyakorisagokat azonos osztalykoz-hosszusagura kell
atszamitani, és az ennek megfeleld ardnyos gyakorisdgokat kell az y tengely mentén
felmérni. (Mivel az oszlop alapjanak megvaltoztatasara nincs mod, ezért a magassagot kell
atszamitani.) Ha az eredeti gyakorisagokat mérnénk fel az y tengelyre, akkor a hosszabb

osztalykozok nagyobb sulyt kapnanak, €és az abra torzitana.

f; g

Az atszamitasndl vehetjiik az P illetve 5 egységnyi osztalykoz-hosszlisagra esd

gyakorisagokat vagy ezek valamilyen alkalmas tobbszorosét.
29. példa

Abréazoljuk hisztogram segitségével Magyarorszag telepiiléseinek (Budapest nélkiil)

eloszlasat népességnagysag-csoportok szerint! (Lasd a 18. tablazatot.)

A telepiilések szdma népességnagysag-csoportok szerint, 1998. januar 1.

18. tablazat

Népességnagysag-csoport (f0) A telepiilések szdma
—499 1021
500 —-999 697
1 000 — 1 999 651
2 000 —4 999 493
5000 -9999 133
10 000 — 19 999 76
20 000 — 49 999 40
50 000 —99 999 11
100 000 — 199 999 7
200 000 — 300 000 1
Osszesen 3130

Forréas: Magyar statisztikai zsebkdnyv 98, KSH, Bp., 1999.

Mivel itt nem azonos hosszusaguak az osztalykozok, szamitsuk at a gyakorisagokat 500 6
osztalykoz-hosszliisdgra aranyitva! A szamitasokat végezziik el Excelben! Az A2-All

cellakba vigylik be az osztalykoz-hatarokat! A B2-B11 celldkba keriiljenek az osztalykoz-
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hosszusagok. A C2:C11 tomb tartalmazza az eredeti, a D2:D11 tomb pedig az atszamitott
gyakorisagokat.

A hisztorgram megrajzolasahoz jeldljiik ki a D2:D11 celldkat, majd a diagram varazsloban
valasszuk az oszlopdiagramot! A 2. 1épésben A kategoriatengely (X) feliratai: mezobe
irjuk be a kovetkez6t: =Munkal!$A$2:5A$11. Az elkésziilt oszlopdiagramban az
Adatsorok formazasa.../Beallitasok ablakban tudjuk az oszlopok kozotti tadvolsagot

beallitani, megsziintetni.

A telepiilések szama népességnagysag-csoportok szerint

19. tablazat

500 f6
Népességnagysag- h f osztél,y k,éz_
csoport (£5) i i hosszlslgagra
gyakorisagok
—499 500 1021 1021,00
500 —999 500 697 697,00
1 000—1 999 1 000 651 325,50
2 000 —4 999 3000 493 82,17
5000—-9 999 5000 133 13,30
10 000 — 19 999 10 000 76 3,80
20 000 —49 999 30 000 40 0,67
50 000 — 99 999 50 000 11 0,11
100 000 — 199 999 100 000 7 0,04
200 000 — 300 000 100 000 1 0,01
Osszesen - 3130 -

Ezek alapjan megrajzolhat6 hisztogram a 8. abran lathato.

Ha a hisztogramot ugy alakitjuk ki, hogy az alatta levd teriilet 1 legyen, akkor az X valtozo
empirikus siiriségfiiggvényéhez jutunk. A kumuldlt relativ gyakorisagi sor
oszlopdiagramja empirikus eloszlasfiiggvényt ad.

A kumulalt gyakorisagi sorok vonaldiagramjat ogivanak nevezziik.

A gyakorisdgi sorok vonaldiagramon torténd abrazolasat gyakorisagi poligonnak

nevezzuk.
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A gyakorisagi poligon felrajzolasandl az osztalykozepeknél mérjiik fel a gyakorisagok

pontjait (ez megfelel a hisztogram felsd oszlopkdzepének).

A magyar telepiilések népességszam szerinti eloszlasdnak grafikus dbrazoldsa hisztogram

segitségével.

Teleplilések szama
1200

1000
800
600
400

200

0

-499 500-999 1000-1999 2000-4999 5000-9999 10000- 20000- 50000- 100000-  200000-
19999 49999 99999 199999 300000

Teleplilések népessége

8. abra

Nagy (végtelen) elemszami sokasag, végteleniil kicsi osztalykozokre osztasaval a
gyakorisagi poligon folytonos gérbébe megy at. Ezt hivjuk gyakorisagi gorbének. Ha ugy
alakitjuk ki a léptéket, hogy a gyakorisdgi gorbe alatti teriilet 1 legyen, akkor a
valoszinliségszamitasbol ismert slirliségfiiggvényhez jutunk. Késébb tobbszor fogjuk a
gyakorisagi sorokat (empirikus eloszlasokat) valamilyen nevezetes (elméleti) eloszléassal,

mint matematikai modellel 0sszevetni.

A mennyiségi sorok ismertetett grafikus abrazolasi lehetdségeit (O6sszefoglalasként) a 20.

tablazat tartalmazza.
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Mennyiségi sorok nevezetes grafikus dbrazolasi lehetdségei

20. tablazat

Abra tipusa Gyakorisagi sorok Kumulalt gyakorisagi sorok

empirikus eloszlasfiiggvény

Oszlopdiagram hisztogram (csak relativ esetben)
Vonaldiagram gyakorisagi poligon ogiva
Gorbe gyakorisagi gérbe —

A tovabbiakban azzal fogunk foglalkozni, hogy hogyan lehet az empirikus eloszlasokat

tomoren, egyetlen szamba siiritett informdaciot tartalmaz6é mutatészamokkal jellemezni.
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3.2. Helyzet-mutatok, kozépértékek

A sokasdg X ismérv szerinti eloszlasarol az empirikus eloszlasfiiggvény és az empirikus
striiségfiiggyvény mar sokat elarul. Tovabb mélyitené ismereteinket, ha ennek a
valtozonak a jellemzésére egy olyan szamadatot keresnénk, amelynek a gyakorlatban jol
értelmezhetd és szemléletes tartalma van. A kozépérték olyan mutatészam, amely a
sokasag valamely tulajdonsagat egy szammal fejezi ki. Csak homogén sokasagnak (a
vizsgalt ismérv szempontjabdl hasonld jellegzetességeket mutato, részekre nem bonthatd

sokasag) lehet jo jellemzdje. Mértékegysége az ismérvértékkel azonos.

A kozépértékek két nagy csoportjat szoktuk megkiilonboztetni: a szamitott és a helyzeti
kozépértékeket. A szamitott kozépértékek az atlagok. Ezek leggyakrabban hasznalt fajtai

a 9. abran vannak feltiintetve.

A legismertebb kozépértékek

kozépértékek
szamitott helyzeti
(egyszeril vagy sulyozott atlag) /\
harmonikus ~ mértani szadmtani négyzetes moédusz median
9. abra

Jo volna, ha a kozépértékek rendelkeznének az alabbi tulajdonsagokkal:
— kozepes helyzetet foglaljanak el;

— tipikus értékek legyenek;

— konnyen ¢és egyértelmiien kiszamithatoak legyenek;

— jol és konnyen értelmezhetdek legyenek;

— akiugro sz¢élsdséges értékekre ne legyenek érzékenyek.
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden kozépértéknek az eléforduld legkisebb ¢és

legnagyobb ismérvérték kozé kell esnie.

Szamitott kozépértékek

Ezek az ismérvértékekkel vald szamszert 6sszefliggéssel adhatok meg.

Szdmtani (aritmetikai) atlag
Ez a leggyakrabban hasznalt szamitott kozépérték. Az egyszerii szamtani (aritmetikai)

atlag a sokasag ismérvértékei 0sszegének ¢€s az elemei szdmanak hanyadosa:

¥ o= (28)

(Megjegyzés: az X szimbodlum kiejtése ,,x atlag™.)

A tovabbiakban Xx-gal az atlagforma alkalmazasara utalunk, az indexben szerepld jellel
pedig annak fajtdjara. Itt a az aritmetikai roviditése. Mivel a szamtani atlag a
leggyakrabban alkalmazott atlagforma, az a indexnek a feltiintetését (ha nem okoz zavart)

elhagyjuk, és a szdmtani atlagra egyszeriien X -gal hivatkozunk.

Ha az egyes ismérvértékek tobbszor is eldfordulnak, akkor célszertibb a stlyozott
atlagformat hasznalni. Ebben az egyes el6fordulo ismérvértékek gyakorisagait fi-vel

jeloljiik. A stlyozott szamtani atlag képlete:

¥ =i _ i:lN (29)

A fenti képlet jelolésrendszere az osztalykozos gyakorisagi sorokra emlékeztethet
benniinket. Ez nem véletlen. A sulyozott szamtani atlag alkalmazasanak leggyakoribb esete
az osztalykozos gyakorisagi sorbol szamitott atlag. Ennél azt feltételeztiik, hogy az egyes
osztalykozokbe esd sokasagi elemek ismérvértékei az osztalykozon belill egyenletesen
oszlanak el, ezért azok helyettesithetdek az osztalykozéppel, igy tobbszor eléforduld

értékeket kell atlagolnunk.

50



3.2. Helyzet-mutatok, kozépértékek

30. példa

Szamitsuk ki a 23. példdban szerepldé keresetek atlagat rangsorbol és osztalykozos

gyakorisagi sorbdl is! A szdmitast Excel segitségével végezziik!

Nyissuk meg azt a mappat amelyikbe eldzéen mar bevittik az A2-A23 celldkba a
kereseteket. Alljunk az A24 cellara és illessziik be ide a Statisztikai fiiggvények koziil az
ATLAG fiiggvényt. (Argumentumként az A2:A23 témbot vigyiik be.)

x =55,7 [ezer Ft]
Az osztalykozos gyakorisagi sorbol szamitott sulyozott atlag a (29) alapjan kiszamithato.

5= 24025 +22 £4-7385 _ 559 [ezer Fi]

Az eltérés a két atlag kozott abbol adodik, hogy csak megkdzelitden igaz az, hogy az

eredeti értékek az osztalykdzokben egyenletesen oszlanak el.
A szémtani atlag néhany jellegzetes tulajdonsédganak ismertetése kovetkezik.

Minden ismérvérték szamtani atlaggal valo helyettesitésekor elkovetett eldjeles hibak
kiegyenlitik egymast, vagyis az egyes ismérvértékek szamtani atlagtol valo eltéréseinek

Osszege 0.

Nem stlyozott esetben

(x,. —)?):0

M=

Stlyozott esetben

k
Zfl X, —x
i=l1

Minden ismérvérték szamtani atlaggal valé helyettesitésekor elkovetett hibak
négyzetdsszege minimalis lesz; és forditva: a szamtani atlag az a konstans, amely esetén a

négyzetes hiba minimalis. Ez az Gn. négyzetes minimum tulajdonsag.
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Nem sulyozott esetben

(xl. —a)2 —>min < a=Xx.

M-

Stulyozott esetben

k
> filx,—a) 5>min & a=x.

i=1

A szédmtani atlagot a sokasaghoz tartozé értékosszeg segitségével is ki tudjuk szdmitani:

k
>s,

_f: =

Ji

S
= (30)

™

1l
—_

Lehetséges azonban, hogy az atlagolandd adatok Osszegének nincs statisztikai értelme, és
ekkor a szamtani atlagnak sincs értelme. Ekkor valamelyik masik atlagformat kell

valasztani.

Bizonyos esetekben célszerli lehet az eredeti ismérvértékek helyett azok linearis
transzformalt értékeivel dolgozni. Tekintsiik a kovetkezd linearis transzformaciot:
x, — A

yi= i=1,2,...N; 31)

ahol 4 és B tetszdleges konstansok, B#0. Ekkor nyilvanvaléan x, =4+ B - y,.

A transzformalt értékek szdmtani atlaga és az eredeti értékek szamtani atlaga kozott a

kovetkezd Osszefiiggés all fenn: y = i

, illetve

X=A+B-7. (32)

(Megjegyzés: az y az X -hoz hasonldéan szamithato ki.)

A fenti lineéris transzformécio segitségével példaul egyszeriibbé tehetjiik a szamtani atlag

szamitasat osztalykozos gyakorisagi sorbol. Ilyenkor B-t az osztalykozok hosszaval (4;)
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szoktuk egyenlévé tenni, 4-t pedig ugy valasztjuk meg, hogy a szdmtani atlag kozelébe
essen.

31. példa

Szamitsuk ki a 23. példa kereseteinek szamtani atlagat osztalykozos gyakorisagi sorbol, az

ismérvértékek linedris transzformacidja mellett!

Legyen a (31) transzformacioban A4=57,05 és B=8,4. Az eredeti és a transzformalt

értékeket a 21. tablazat tartalmazza

A kft dolgozdinak kereset szerinti eloszlasa

21. tablazat

Keresetek (ezer Ft) X; Vi /; Jioyi
36,1 —44.,4 40,25 -2 4 -8
44,5 -52,8 48,65 -1 6 -6
52,9-61,2 57,05 0 5 0
61,3 -69,6 65,45 1 3
69,7 — 78,0 73,85 2 4 8

Osszesen — — 22 -3

A (29) szerint

=~

2y

22— 0,136.
22

<
Il

A (32) szerint

x=A+B-y:57,05+8,4-;—23:55,9 [ezer Ft].

Meértani (geometriai) atlag

Mértani atlagot akkor hasznalunk, ha az atlagolando értékek szorzata értelmezhetd.

Az Un. nem sulyozott vagy egyszerli mértani atlag a (33) képlettel definialt, illetve ennek
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logaritmusat véve konnyen kiszamithato.

X, =N1E[xl. (33)

(34)

(Megjegyzés: empirikus elemzéseknél a (34) képlet fenti alakjaban tulcsordulds miatt

gyakran nem alkalmazhato, ezért kénytelenek vagyunk a logaritmusaval szdmolni.)

32. példa

Szamitsuk ki a 18. példa adatai alapjan, hogy mekkora volt Magyarorszag népességének

évi atlagos csokkenése 1991-1999 kozott!

Itt az évrdl évre bekdvetkezd népességesokkenések mértékét kell atlagolnunk. Ezeket a
lancviszonyszdmok fejezik ki. A lancviszonyszamok 6sszegének nincs statisztikai értelme,
szorzatuk azonban a (10) képlet szerint bazisviszonyszamot ad. Ezért mértani atlagformat
fogunk haszndlni. A 18. példdban kiszdmitott lancviszonyszdmok (lasd a 9. tablazatot)

sulyozott mértani atlaga a kdvetkez (az egyszeriiség kedvéért logaritmusosan szamolunk):

Inx, = (In0,998+4-1n0,997 +3-1n0,996)/8 = —0,00326; igy

%, = 09967 .

Figyeljiik meg, hogy 6sszesen 9 eredeti adatunk van, amibdl pontosan 8 lancviszonyszam

szamithatod, ezért 8 adat mértani atlagat szamitjuk!

A mértani atlagot kiszamithatjuk az Excel segitségével is. Nyissuk meg azt a mappat,
amelyik az eredeti adatokbdl szdmitott lancviszonyszamokat tartalmazza, majd a
MERTANLKOZEP(szam1;szam2;...) fiiggvény segitségével szamitsuk ki a keresett
atlagot. Igy pontosabb eredményt fogunk kapni, mert az Excel nagy pontossaggal tarolja az

adatokat és szamol veliik. A kapott eredmény:

%, = 0,9968.
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Azt mondhatjuk tehat, hogy a magyar népesség 1991-1999 kozott évente atlagosan 0,32%-
kal csokkent.

Vegyiik észre, hogy a szamitdst egyszeriibben is el lehet végezni, ha nem csak a
lancviszonyszamok adottak. A (10) képlet alapjan tudjuk, hogy a lancviszonyszamok

szorzata egy megfeleld bazisviszonyszammal egyenlo:

_ N
[ = [0 = by = N_l/’;_fv. (35)
i=2 1

Ezek alapjan az éves atlagos csokkenés mértéke: §/0,975 = 0,9968.

Harmonikus atlag

Harmonikus atlagot akkor hasznalunk, ha az atlagoland6é értékek reciprokaibdl kapott

Osszeg értelmezhetd. A harmonikus atlag nem sulyozott képlete:

_ N
X, == 1 (36)
2
A sulyozott harmonikus atlag képlete:
k
2.1,
X, =2 (37)

==~

A harmonikus atlag szamitdsanak egy tipikus esete az, ha az atlagoland6 adatok forditott

intenzitasi viszonyszamok.

33. példa

Egy kft harom titkarnét foglalkoztat, akik egy adott szoveget (6nalléan, egymastol
fliggetlentil) 3,2; 3,3; illetve 3,5 perc alatt gépelnek le. Szamitsuk ki, hogy atlagosan

mennyi id6 alatt gépelnek le egy ilyen szoveget!
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Mivel a rendelkezésiinkre all6 adatok forditott intenzitasi viszonyszamok, atlagukat
kizardlag a harmonikus étlag segitségével kaphatjuk meg. A (36) képlet szerint a

titkdrndknek atlagosan

=3,3287~3,33

xh =

LI

3

1
+—+

32 33 35

perc sziikséges az adott szoveg legépeléséhez.

Négyzetes (kvadratikus) atlag

A négyzetes atlagot akkor hasznaljuk, ha nem akarjuk figyelembe venni az atlagolando
értékek eldjelét, és azt akarjuk, hogy az atlag a szélsdségesen nagy értékekre érzékenyen
reagaljon. A négyzetes atlag tipikus alkalmazasa a szorodas mérésénél ismert, ezért ezzel

ott foglalkozunk részletesebben. A négyzetes atlag nem sulyozott képlete a kovetkezo:

(38)

(39)

Még egyszer hangsulyozzuk, hogy az eddig emlitett atlagformak kozotti valasztds nem

onkényes. Mindig a statisztikailag, kozgazdasagilag értelmezhetd format kell alkalmazni!
M¢ég néhany megjegyzés az atlagokhoz:

— ugyanazon pozitiv ismérvértékekbdl szamitott négyféle atlag kozott mindig az alabbi

relacio all fenn:

min

(egyenldség pontosan akkor all fenn, ha minden atlagoland¢6 érték egyforma);
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— asulyozott atlag értéke fiigg:
a sulyaranyoktol, tehat a stilyok relativ nagysagatol és

az atlagolando értékek abszolut nagysagatol;

— a kiilonboz6 sulyozott atlagformakban az f; abszolut gyakorisagok felcserélhetdk a g;

relativ gyakorisagokkal.

A szémtani atlag esetén példaul:

Helyzeti kozépértékek

A helyzeti kozépértékek az ismérvértékek kozotti elhelyezkedésiikkel adhatok meg. Ezek
koziil a két legismertebb a médusz ¢s a median, amelyeket a késdbbiekben részletesen

targyalunk.
Kvantilisek

Egy sokasagban megkereshetjik azt az ismérvértéket (osztopontot), amelynél az

ismérvértékek fele, negyede, stb. kisebb, a tobbi pedig nagyobb érték.

Ezek alapjan az x;; i-edik k-ad rendli kvantilis az a szam, amelynél az 6sszes eléforduld

ismérvérték i/k-ad része kisebb, és (1-i/k)-ad része nagyobb (k>2; i=1,2,...,k-1).
(Megjegyzés: itt a k mar nem a gyakorisagi eloszlas osztalyainak szamat jelenti!)

A kvantilisek meghatarozasa egytttal a sokasag egy osztalyozasat jelenti. Ezen osztalyozas

soran egyenld gyakorisagu osztalykozoket kapunk.

A k db osztalybol allo kvantilis eloszlas altalanos alakjat a 22. tablazat tartalmazza.
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Kwvantilis eloszlas

22. tablazat

Ismérvvaltozatokat Eléfordulasok
tartalmazé osztalyok szdma
Xmin — X1/k N/ / k
X1k — X2/ Nk
X1k — Xifk Nk
X k-1)/k — Xmax Nk
Osszesen N

A fenti definici6 alapjan a kvantilisek nem mindig hatarozhatoak meg. Pontosan egyforma
gyakorisagu osztalyok ugyanis csak akkor képezhetok, ha:
— asokasag elemeinek szama () az osztalyok szamanak (k) egész szamu tobbszorose, és

— egyik kvantilis érték sem esik egybe valamelyik el6fordulo ismérvértékkel.

Azért, hogy a kvantilisek (és a kvantilis eloszlas) mindig meghatdrozhatoak legyenek, a

crer

az x;x i-edik k-ad rendl kvantilis az a szam, amelynél az 6sszes el6forduld ismérvérték
legalabb i/k-ad része nem nagyobb, ¢és legalabb (1-i/k)-ad része nem kisebb (k>2;
i=1,2,...,k-1).

A legtobbet hasznalt kvantiliseknek kiilon elnevezése van, ezeket tartalmazza a 23.

tablazat.
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A leggyakrabban hasznalt kvantilisek neve ¢€s jelolése

23. tablazat

k Neve Jelolése

2 Median Me

3 Tercilis T, T

4 Kvartilis 01, 02, 05

5 Kvintilis K, K>, K;3, K4
10 Decilis Dy, Dy,....Dy
100 Percentilis Py, P;,....Py

Természetesen bizonyos kvantilis értékek egybeeshetnek. Példaul: Me= Q,=Ds=Ps.

A kvantiliseket legegyszeriibben rangsorbol lehet meghatarozni. Az x;4 kvantilis a rangsor

l

i
s, =—(N+1) (40)
k
sorszamu tagja. Ez nem biztos, hogy egész szam, ezért kvantilisnek a kovetkezd értéket
tekintjiik:
Xite =X, T {Si/k } (x[sl./k]ﬂ = X1 )a (41)
ahol [s;x] az s;x egész részét, mig {s;x} az s, tortrészét jelenti.

A leggyakrabban eldforduld kvantilis a median, ezért most ezzel foglalkozunk

részletesebben.

Ha N paratlan, akkor nyilvanvaloan 1étezik kozépsé elem a rangsorban, amely sorszama
(40) szerint egész szammal egyenld, igy a median értéke a rangsorban ezen a sorszamon

szerepld elem ismérvértéke lesz.

Amennyiben N pdros, akkor nem létezik kozépsdé elem a rangsorban, és ekkor a két
kozépsé elem ismérvértékének szamtani atlagat tekintjik mediannak. Ez megfelel a

kvantilisek (rangsorbdl szamitott) altalanos képletének, hiszen:

1 Xy T Xy
Mezx[sm] + {51/2}'(x[s1,2]+1 _x[slz]):xN/Z +§(X(N/2)+1 _xN/Z): ) . (42)
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A medidn tehat az az ismérvérték, aminél az 6sszes el6fordulo ismérvérték legalabb fele

nem nagyobb, €s legalabb fele nem kisebb.

A median egy fontos tulajdonsdga: minden ismérvérték mediannal vald helyettesitésekor
elkdvetett hibak abszolut értékben szamitott 6sszege minimalis lesz; és forditva: a median
az a konstans, amely esetén az elkdvetett eldjel nélkiili hibak 6sszege minimalis, azaz

N

Z|xi —a|—>min < a=Me.

i=1
Természetesen sziikség lehet a median értékére akkor is, ha csak osztalykozos gyakorisagi

sor all rendelkezésiinkre. Ekkor ezt is becsléssel allapitjuk meg.

Elészor azt hatarozzuk meg, hogy melyik osztalykdozbe esik a median. Ezt teljes
pontossdggal meg tudjuk adni. A median bizonyosan abban az Me sorszamu osztalyban

van, amelyre mar igaz, hogy: f,, = % Az ezt megel6z6 osztalykozbe ugyanis f}, <g

: N :
elem esik, mig az ezt kdvetdbe (N - f A;e)< B elem. Ezért a mediant legegyszertibben a

mediant tartalmaz6 osztily osztilykdzepével becsiilhetjiik. Ezt a durva becslést nyers
medidnnak nevezziik. Lehetséges azonban egy finomabb becslést adni, amely a mediant

tartalmazé osztalykoz hosszanak egy ardnyos osztasat jelenti.

A median osztalyk6zos gyakorisagi sorbdl torténd kiszamitasara a (43) képletet fogjuk

hasznalni.
N
n E - fMe—l
Me=X,,, +=—hy,, (43)
fMe
ahol

N
Me annak a legelsd osztalynak a sorszama amelyre f;, > ?;

Xueo : a medidnt tartalmazo osztalykoz also hatéra;

fi - amedian osztalykozét megel6z6 osztalykozhoz tartozo felfelé kumulalt gyakorisag;

fue : a mediant tartalmazo osztalykdz gyakorisaga;

hye - @ mediant tartalmazoé osztalykoz hossza.
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Xueo tulajdonképpen valodi hatart jelol, de a gyakorlatban, mivel ez nem okoz nagy

tévedést, gyakran a kozolt hatarral szamolunk.

A becslés soran természetesen abbol indultunk ki, hogy az adatok az osztalykdzokben

egyenletes eloszlastak.

A tobbi kvantilis (osztalyk6zos gyakorisagi sorbol torténd) becslése a medianhoz hasonlo

modon a (44) képlettel torténik:

i )
. %N_ﬁi/k)—l
Xpp =Xipot—F7——" By (44)

ilk
ahol i/k annak a legels6 osztalynak a sorszama, amelyre f),, > é N.

(Megjegyzés: a kvantilisek osztadlykozos gyakorisagi sorbdl torténd becslésére ennél

finomabb eljaras is ismert.)

A fenti képletek alkalmazhatoak akkor is, ha az abszolut gyakorisagok nem ismertek, csak

a relativ gyakorisagok altal adott eloszlas.

i , i ,
%N_f(i/k)—l %N_N'g(i/k)—l
Xipp = X0t hy = Xiko t+ N h =

Sk &k

i ,

%_g(i/k)—l

:Xi/k,O + 'hi/ka

ik

: . . . ' i
ahol i/k annak a legelsd osztalynak a sorszama, amelyre g;,, > =
A median képlete osztalykozos relativ gyakorisagi sorbol szintén levezethetd.

1,
R E_gMefl
Me=X ., + e
gMe

1
ahol Me annak a legels6 osztalynak a sorszama, amelyre g, > 5
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Az eldz6 képletekben a g relativ gyakorisagokat természetesen tizedes tort alakjukban kell

hasznalni.

34. példa

Szamitsuk ki a 23. példaban szerepld keresetek medianjat és kvartiliseit rangsorbol és az
osztalykozos gyakorisagi sorbol is!
A 22 elembdl all6 sokasdg mediadnjanak sorszdma a (40) képlet szerint: s,,, = % -23=115.

A rangsor két kozépsO eleme a 11. és a 12. elem. Ezek étlaga:kz’ﬁ’g:%,é. Azt

mondhatjuk tehat, hogy a kft dolgozdinak fele (11 f6) 53 600 Ft-nal kevesebbet, mig fele
(11 £6) 53 600 Ft-nal tobbet keres.

A kvartilisek koziil a méasodik a mediannal egyenld, igy mar csak az un. alsé és felsd

kvartilist kell kiszamitani.

A sorszamok a (40) alapjan: s,,, = % -23=5,75; 85, =% -23=17,25.

Az also és a felso kvartilis a (41) képlet alapjan:
0, =471+0,75-(48,0-47,1)=47,775~47.8;
0, =63,2+0,25-(68,6 —63,2) = 64,550 ~ 64,6 .

Az als6 kvartilis értelmezése: a kft dolgozoi koziil az elsé dtnek a keresete 47 800 Ft-nal

kisebb, mig a tobbieknek etté] nagyobb. Ertelmezze a fels6 kvartilis értékét!

Excelben a kvartiliseket a KVARTILIS(tomb;kvart) fliggvény segitségével (,,egy
adathalmaz negyedszintjét”") szamithatjuk ki. Témbként adjuk meg a 22 adatbél 4ll6
cellatartomanyunkat, a kvart helyére pedig 1, 2 vagy 3 értéket adjunk attol fiiggden, hogy

melyik kvartilist akarjuk kiszamitani.

Az Excelben a tobbi kvantilist a PERCENTILIS(tomb;k) fliiggvény segitségével (,,egy

tartomanyban taldlhato értékek k-adik percentilisét, azaz szazalékosztalyat™) tudjuk

D Excel szerinti eredeti értelmezés.
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3.2. Helyzet-mutatok, kozépértékek

kiszamitani.? Itt k értéke 0 és 1 kozé eshet; ezért az alsé kvartilist pl. 0,25-0s érték

megadasaval kapjuk.

Most az osztalykdzos gyakorisagi sorbol szamitjuk ki a kvartiliseket. Ehhez a 24. tablazat

adataira van sziikségiink.

A kft dolgozodinak kereset szerinti megoszlasa

24. tablazat

Keresetek (ezer Ft) fi f! g; (%)
36,1 —44.4 4 4 18,2
445528 6 10 45,5
52,9-61,2 5 15 68,2
61,3 -69,6 3 18 81,8
69,7 — 78,0 4 22 100,0

Osszesen 22 - -

A felfelé kumulalt relativ gyakorisdgokbol kozvetleniil megallapithato, hogy Q; a mésodik,
Q,=Me a harmadik, mig Q3 a negyedik osztalyban van. A (44) képlet szerint:

A Ly

O =445+ 4T 8,4 =46,60~46,6;

219

Me=0, =529 + -2

-8,4=54,58~54,6;

A 3-15

0, =613 +4T-8,4 = 65,50~ 65,5.

A felsé kvartilis becslésének értelmezése: a kft elsd 17 dolgozdjanak keresete nem tobb
mint 65 500 Ft, illetve a tobbiek keresete nem kevesebb mint 65 500 Ft. Ertelmezze az elsé

két kvartilis becsiilt értékét is!

? Megjegyzés: a kiilonbozd értelmezések miatt az Excel szerinti eredmények nem azonosak a (41) képlet
szerinti eredményekkel!
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Az el6z0 harom kvartilis becsiilt érték, igy eltérnek a rangsorbol szamitott tényleges

értékektol.
Modusz

A moddusz szintén a helyzeti kozépértékek kozé tartozé mutatd. A tipikus, a divatos, a
leginkabb jellemzd értéket mutatja. E koriil strtisodnek, tomoriilnek az ismérvértékek.
(Megjegyzés: nem tévesztendd Ossze a szamtani atlaggal, amely nem minden esetben

rendelkezik ezekkel a tulajdonsadgokkal!)

Diszkrét valtozo esetén a modusz a leggyakrabban eléforduld ismérvérték, mig folytonos

valtozod esetén a gyakorisagi gdorbe maximumhelye.

Mig az eddig ismertetett kozépértékek mindig egyértelmiien meghatarozhatéak voltak,
addig a modusz nem biztos, hogy mindig 1étezik (példaul nem sulyozott diszkrét tipusu
mennyiségi sor esetén), és ha létezik is, akkor is csak nagy bizonytalansdggal hatarozhato

meg, hiszen a gyakorisagi gorbe altalaban pontosan nem ismert.

A rangsorbdl torténd meghatarozasakor a leggyakrabban eléforduld értéket tekintjiik

modusznak.

Osztalykdzos gyakorisagi sor esetén a modusz pontos értékét kozvetleniil nem tudjuk
kiszamitani, ezért becsiilniink kell. E10sz6r meghatarozzuk a mdduszt tartalmazé osztalyt,
amit modalis osztalynak neveziink. Ez az az osztdly amelybe ardnyosan a legtobb
ismérvérték tartozik. Itt tomoriilnek, itt strisodnek az ismérvértékek. Ez azonos
hosszlisagu osztalykozok esetén a legnagyobb gyakorisagl osztalykoz. Eltérd hossziisagu
osztalykozok esetén azonban egységnyi hosszusagura (vagy ennek konstansszorosara) kell

atszamolni a gyakorisagokat, és ezek kozott kell keresni a maximalis értéket.

A nyers medidnhoz hasondan értelmezziik a nyers moduszt is. Nyers modusznak a
modalis osztaly osztalykozepét tekintjiik. Természetesen a modusz becslésére is ismert

finomabb moddszer.

A modusz osztalyk6zos gyakorisagi sorbol torténd becslésére a (45) képletet hasznaljuk.

fMo B fMo—l

MOZX 0 + “h 0
oo (fMo_fMo—l)+(fMo_fMo+l) "

(45)
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ahol Mo a modalis osztalyt jelenti.

Eléfordulhat, hogy a rangsor alapjan szdmitott modusz nem esik a rangsorbol készitett
osztalykozos gyakorisagi sor modalis osztalyaba. Hasonl6 jelenség a median és az atlagok

kozott nem lehetséges.

35. példa

Szamitsuk ki a 23. példa kereseteinek moduszat!

A rangsorbol szadmitva elméletileg Mo=51 000 Ft adodna, de mivel ez csak kétszer
szerepel, és egyébként is csak 22 adatunk van, itt a moédusz nem kap értelmet. Ezért
alkalmazzuk a (45) képletet. A 13. tablazat adataibol kovetkezik, hogy a modalis osztaly a
masodik, igy a modusz értéke:

6-4

Mo =445 + .8,4=50,10 [ezer Ft].
(6-4)+(6-5)

Ezt ugy értelmezhetjiik, hogy a kft dolgozdinak keresetei 50 100 Ft koriil stirtisodnek,

tomoriilnek, azaz ez tekinthetd tipikus (de nem atlagos!) keresetnek.
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3.3. Szorodasi mutatok

Az el6z6 pontban ismertetett kozépértékekkel egy gyakorisagi eloszlas tomor, szdmszerli
jellemzését adtuk. A kozépértékekkel meghataroztuk, hogy az ismérvértékek a
szamegyenesen koriilbeliil hol helyezkednek el. Az elhelyezkedés azonban csak egyike a
mennyiségi sorok jellegzetes tulajdonsdgainak, mert még szdmos mas tulajdonsag is

definialhato.

36. példa

Az 1 és 99 ismérvértékeket tartalmazé kételemi sokasag szamtani atlaga 50, mig

a 49 ¢és az 51 ismérvértékekkel rendelkezd kételemil sokasag szamtani atlaga szintén 50.

Ebbdl a példabdl is latszik, hogy azonos atlagi sokasagok kozott nagy kiilonbség lehet
abbol a szempontbol, hogy azok ismérvértékei mennyire térnek el a kdzépértéktol, illetve

egymastol.

Szoérédasnak nevezziik az ismérvértékek egymashoz viszonyitott kiilonbozdségét, vagy a

sokasag egészét jellemzd atlagos értéktdl valo eltérését.

Hasonloan a helyzet-mutatokhoz, a szoérddasnak is vannak mérdszamai. A szOorddas
abszolit mutatéinak mértékegysége megegyezik a szamitds alapjaul szolgald
ismérvértékek mértékegységével. A szorodas mértékének jellemzésére relativ mutatdkat is

hasznalunk, amelyek valamilyen kitiintetett sokasagi mutatohoz viszonyitanak.
Terjedelem-mutatok

A szoérodas terjedelme (vagy roviden: terjedelem) a legnagyobb és a legkisebb

ismérvérték kozotti kiilonbség.
R=x__— x (46)

Mivel R csak a legnagyobb és a legkisebb értéktdl fiigg, nagyon érzékeny a kiugrdan
magas vagy alacsony értékre, ezért helyette a vizsgalt jelenség valds szorodasanak
kvantifikalasara jobban alkalmas példdul az Un. interkvantilis terjedelem mutato. Az
interkvantilis terjedelem a két szélsé kvantilis érték kozotti kiilonbség meghatarozasan

alapul.
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Atlagos abszolit kiilonbség

Atlagos abszohit kiilonbségnek (GINI-egyiitthat6) nevezziik az dsszes lehetséges modon
parba allitott ismérvértékek kiilonbségeinek abszolut értékébdl szdmitott szamtani atlagat.

A GiNI-egylitthaté nem stlyozott képlete:

N N
22 [ x|

G="22 (47)
N(N -1)
A sulyozott képlet:
kK k
ZZf;f/‘xz _xj‘
G="11 . (48)
N(N -1)

A (47)-(48) képletek nevezdjében azért szerepel N(N-1), mert az ismérvértékek
onmaguktodl vett eltéréseit, amik természetesen 0-k, nem vessziik be a szdmitasba. Az atlag

¢és a GINI-egyiitthato kozott fennall a kovetkezd egyenldtlenség:
0<G<2x.

Az atlagos abszolut kiilonbséget leggyakrabban a koncentraci6 elemzésénél hasznaljuk. A

koncentraci6 fogalmat a késdbbiekben részletesebben targyaljuk.
Atlagos abszolit eltérés

Atlagos abszolut eltérésnek nevezzik az ismérvértékek szamtani atlagtol vett

kiilonbségeinek abszolut értékébdl szamitott szamtani atlagat.

Az atlagos abszolut eltérés nem sulyozott képlete:

N
2 |xi -4
i=1

d = N (49)
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

A sulyozott atlagos abszolut eltérés képlete:

2 Six =]

S=" (50)

k

>

i=1

Az atlagos abszolut eltérés tehat azt fejezi ki, hogy az ismérvértékek atlagosan mennyivel

térnek el az atlaguktol.

Az atlagos abszolut eltérést Excelben az ATL.ELTERES(szaml;szam2;...) statisztikai

fliggvény segitségével tudjuk kiszamitani.
Szoras

A széras a szorddas legfontosabb mérdszama. Szordsnak nevezziik az ismérvértékek

szamtani atlagtol vett kiilonbségeinek négyzetes atlagat.

A szoras nem sulyozott képlete:

R | KN =T (51)

A sulyozott képlet:

Sil-sf |S s

c = |4 = |4 -x’. (52)

> >

(Hasonlitsa 0ssze az (51)-(52) képleteket a (38)-(39) képletekkel!)

Megjegyzés: empirikus elemzéseknél az el6zo két képlet jobb oldalaval célszerli elvégezni

a szamitasokat.

A széras szintén azt fejezi ki, hogy az ismérvértékek atlagosan mennyivel térnek el az
atlaguktol, de mivel négyzetes atlagot hasznal, hangsulyosabban emeli ki a nagyobb
eltéréseket. Mivel a statisztikdban a szoras négyzetére is sziikségiink van, ezt a négyzetes

mutatot szorasnégyzetnek vagy variancianak nevezziik.

68
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A négyzetes atlag tulajdonsagadbol adodik a kovetkezd azonossag, amely néha

megkonnyitheti a szords kiszamitasat:
=2 =2
G =,/x, —x". (53)

Az Excelben a szorast a SZC)RASP(SZéml;SZém2;...); mig a variancidt a

VARP(szam1;szam?2;...) statisztikai fliggvény segitségével tudjuk kiszamitani.

A szoras két sz€1s6 korlatjara (ha x, > 0) felirhatjuk a kovetkez6 Osszefiiggést:
0<oc <x+N-1.

Az als6 korlat 6 = 0 minden esetben fennall, ha x, =x (i=1,2,...,N).

A felsd korlat 6 = x4/ N —1 csak akkor all fenn, ha x, =0 (i=1,2,...,N-1) és x, =N -X.

Relativ szoras

A relativ szérast pozitiv ismérvértékekre értelmezziik. Relativ szérdsnak nevezzik a

szOras és a szamtani atlag aranyat.

<
I
=] Q

(54)

(Megjegyzés: a fenti képlet értékét legtobbszor szdzalékban szoktuk kifejezni.)
Ez a mutat6 az ismérvértékek atlagtol vett atlagos relativ eltérését adja meg.

A relativ szoras a szorodas relativ mutatdja, igy mértékegység nélkiili, értéke szazalékos
formaban is megadhatd. Ez a dimenzi6 nélkiili mutat6 alkalmas kiillonb6zé mértékegységii

ismérvek szordédasanak Osszehasonlitasara.

Hasonlodan a szérashoz, a relativ szorasnak is megadhatjuk also és felsé korlatjat:

0<v<+N-I.

Egyenloséget a szorasnal ismertetett feltételek mellet kapunk.
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37. példa

Szamitsuk ki a 23. példa kereseteinek szorddasi mutatoit a rangsorbol és az osztalykozos

gyakorisagi sorbol is!
A rangsorbol kiszamitott szorédasi mutatok:
terjedelem: R=78,0-36,1=41,9 [ezer Ft];

36,1 - 55,7
atlagos abszolut eltérés: 6 =

+[42,0- 55,7
22

+...+[78,0-55,7

=9,26 [ezer Ft];

2 2 2
ric: o — \/(36,1—55,7) +(42,0-55,7) +...+ (78,0 - 55,7)

=11,38 [ezer Ft];
22

11,4

relativ szoras: v = = 0,205 ; illetve 20,5%.

2

Az osztalykozos gyakorisagi sorbdl kiszamitott mutatok:

atlagos abszolut eltérés:

+6- |48,65 -559/+...+4-|73,85-55,9
22

4-|40,25-55,9
S = =9,65 [ezer Ft];

szoras:

=11,41[ezer Ft];

o \/ 4-(40,25-559)" +6-(48,65-55,9)" +...+ 4-(73,85-559)
22

relativ szoras:

11,41
VvV =

= 0,204 ; illetve 20,4%.

3

Ertelmezze az el6bbi mutatdk értékeit!
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A kovetkezOkben ismertetjiik az atlagos abszolut eltérés és a szoras kozotti 0sszefiiggést.

Ugyanazon adatokbol szamitott szords mindig nagyobb (esetleg egyenld) az atlagos

abszolut eltéréstdl: & <o . A relacido abbol kovetkezik, hogy a o az |xl. —)_c| értekek
szamtani, mig o ugyanezen ¢értékek négyzetes atlagdnak tekinthetd, hiszen
lx, —)_c|2 =(x, —X)’. (Lasd a szamitott atlagok kozotti nevezetes Osszefiiggést a 3.2.

fejezetben!) Az egyenléség N =2 esetben mindig igaz, valamint N > 2 esetén, ha az

ismérvértékek egyenldek.

Megjegyzés: ha minden adat egyforma, akkor az 6sszes eddig ismertetett szorodasi mutato

értéke 0-val egyenld!

Standardizalt valtozo

Végezziik el a (31)-es linedris transzformdaciot az eredeti adatainkon a kovetkezd médon:

Yi = : . (55)

Az (55) képlet alkalmazésaval kapott 1) valtozokat standardizalt valtozoknak nevezziik.

Ezek fontos tulajdonsaga: a standardizalt valtozok atlaga 0, mig szdrasa 1 egységnyi, azaz

7=0 é o, =1.

A standardizalt valtozok azt mutatjak, hogy az eredeti valtozok hany szordsnyival térnek el
az atlaguktol, ezért szérodasi mutatoknak is tekinthetok. (Megjegyzés: ezekkel a

valtozokkal majd joval részletesebben foglalkozunk a méasodik kdtetben.)

38. példa
Standardizaljuk a 23. példa adatait.

A 37. példa adatai alapjan a keresetek atlaga 55,90 [ezer Ft]; szérasa pedig 11,41 [ezer Ft].
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A kft dolgozdinak kereset szerinti eloszlasa

25. tablazat

Keresetek (ezer Ft) Xi Vi fi
36,1 —44.,4 40,25 -1,37 4
44,5 - 52,8 48,65 -0,64 6
52,9-61,2 57,05 0,10 5
61,3 -69,6 65,45 0,84 3
69,7 —-178,0 73,85 1,57 4

Osszesen — - 22

A 25. tadblazat standardizalt valtozojanak atlaga és szorasa:

4-(=137)+6-(<0,64) +...+4-157
22

y= 0;

1.

i} _\/4-(—1,37—0)2+6~(—0,64—O)2+...+4~(1,57—0)2 B
Y 22 -

Hogyan értelmezhetjiik példaul az y, =1,57 értéket? A 73 850 Ft-os kereset az 55 900 Ft-

os atlagkeresettdl 1,57 szordsnyival (tehat, nem forinttal, nem is szazalékkal) nagyobb.

Az (55) szerinti standardizalast az Excelben a NORMALIZALAS(x;kozépérték;szoras)
figgvény segitségével végezhetjiik el.
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3.4. A koncentracio vizsgalata

Ha egy sokasagban a teljes értékosszeg jelentds része néhany sokasdgi egységre
Osszpontosul, akkor koncentraciorél beszélink. A koncentracid a szérodas egyfajta

megnyilvanulasa.

A fenti definicidonak megfeleléen a koncentracié foka a kumulalt relativ gyakorisag ¢és a
kumulalt relativ értékosszeg Gsszehasonlitasaval allapithatd meg. Ennek abrazoldsara egy
specidlis grafikus abrat fogunk haszndlni: a LORENZ-gorbét. Ez egy egységnyi oldalu

négyzetben elhelyezett vonaldiagram, ahol a vizszintes tengelyen a g/, mig a fuggdleges

tengelyen a Z, szerepel. (Lasd a 10. abrat!)

A LORENZ-gorbe a kdvetkezd pontok altal meghatarozott gorbe:
(0,0); (g7.2)); (1,1) i=1,2,..., N-1.

(Megjegyzés: ezek szerint a gorbe csak a négyzet alsé haromszdgében helyezkedhet el,

mint ahogy az a 10. abran lathato.)

A koncentracio hianyat, azaz az egyenletes eloszlast az jelzi, ha a LORENZ-gorbe egybeesik
a négyzet bal also sarkabol a jobb felsd sarkéba tartd atlojaval. A koncentracié nagysagat a
LORENZ-gorbe €s a négyzet atloja kozotti teriilet, a koncentracids teriilet (t.) mutatja. A
koncentracio mértékének meghatarozasara ezért a koncenrtracios teriilet €s a négyzet atloja
alatti haromszog teriiletének hanyadosat hasznaljuk mutatoszamként.

t

L=—"=2-1, 56
/7 ‘ (56)

Ez a mérdszam azonban (57) szerint is felirhato.

G
2.%

L= (57)

Megjegyzés: a LORENZ-gorbe alapjan altaldban csak szubjektiv dontést tudunk hozni, mig

az (57) alapjan egyértelmiien szamszeriisithetd a koncentracié mértéke.
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A koncentraci6 vizsgalatara az emlitetteken kiviil még szdmos eszkoz ismert a statisztikai

irodalomban.

39. példa
A 22. példa adatait felhaszndlva rajzoljuk meg a LORENZ-gorbét és szamitsuk ki az L

mutato értékét az (57) képlet alapjan!

Elso 1épésként a biztositd cégeket a dijbevételek alapjan rangsorba rendezziik. A sziikséges

mellékszamitasokat a 26. tablazat tartalmazza.

A kotelezd gépjarmii-biztositdsok piacanak szerepldi

26. tablazat

Biztositok g! (%) Z! (%)
Kozlekedési Biztositdo Egyesiilet 14,29 0,64
Argosz 28,57 3,36
Axa Colonia 42,86 6,40
OTP-Garancia 57,14 13,73
AB-Aegon 71,43 26,35
Generali-Providencia 85,71 48,30
Hungéria 100,00 100,00

A 26. tablazat adatainak megfeleld LORENZ-gorbe a 10. abran lathato.
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3.4. A koncentraci6 vizsgalata

crer

z
1
0,9
0,8 -
0,7 |
0,6
0,5 1
0,4 1
0,3
0,2
0,1 1

0 ' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 014 029 043 057 0,71 0,8 1,00

!

&i

10. abra

A 10. abran lathatd négyzet atloja és a LORENZ-gorbe kozotti teriilet az (56) képletben

szerepld ¢, koncentracios tertilet.

A koncentracié mértékét jellemzd L mutatdé meghatarozasahoz sziikségilink van a GINI-
egyltthatora, amelynek kiszamitdsdhoz sziikséges mellékszamitasokat a 27. tablazat

tartalmazza.
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

A GINI-egyiitthat6 kiszamitasat segité munkatabla

27. tablazat
100207 428 145 478922 1154755 1986 164 3 455826 8 138 255

100 207 0 327938 378715 1054548 1885957 3355619 8038048

428 145 | 327 938 0 50777 726610 1558019 3027681 7710110
478922 | 378 715 50777 0 675833 1507242 2976904 7659 333
1 154 755(1 054 548 726 610 675 833 0 831409 2301071 6983500
1986 164|1 885957 1558019 1507242 831 409 0 1469 662 6 152 091
3455 826(3 355619 3027681 2976904 2301 071 1469 662 0 4 682 429
8 138255|8038048 7710110 7659333 6983 500 6 152091 4 682 429 0

fgy a (47) képlet szerint:

327938 + 378715 +... + 4682429

G =3016833.
7-6
Az atlagos dijbevétel a 11. tdblazat adataibol:
7o 428135+...+1154755 _ 9248896 |
7
Az (57) képlet szerint:
_ 3016833
2-2248896

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a kotelezd gépjarmii-biztositasok piaca meglehetdsen

koncentralt.
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3.5. Momentumok

3.5. Momentumok

A momentumok a mennyiségi ismérvek vizsgalatanak egy egységes atfogd rendszerét
alapozzak meg, az atlagok €s a szorasok bizonyos altalanositasat jelentik. A momentumok
az ismérvértékek egy A tetszéleges konstanstol vett eltérések hatvanyait atlagoljak (58)-

(59) szerint.

A momentumok nem sulyozott képlete:
N -
z (xi - A)’
i=1

M (A== (58)

A sulyozott képlet:

k
/i (xi - A)

=1

M, (A4)=" (59)

™

I
—_

Ji

M (A)-t az 4 koriili r-edik momentumnak nevezziik. Ha 4=0, akkor egyszertien r-edik
momentumro6l beszélink, jele: M,; ha pedig A=Xx, akkor az r-edik centralis

momentumot kapjuk, jele: M (X).

Néhany eddigi mutatészamunk momentumokkal valo kifejezését a 28. tablazat

tartalmazza.
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Néhany nevezetes momentum

28. tablazat

r A=0 A=X
1
-1 X, -
1 X 0
2 (5, ) o2

Hasonlitsa 0ssze az (58)-(59) képleteket a 3.2. ¢és a 3.3. fejezetben leirtakkal!

(Megjegyzés: ha az r=0, akkor mindegyik momentum 1-gyel egyenld.)

Mivel a momentumokat a gyakorisagi eloszldsok elemzése soran gyakran alkalmazzuk,

ezért a tovabbiakban a momentumok ¢és a linearisan transzformalt ismérvértékek

kapcsolatat elemezziik.
Induljunk ki a (31) szerinti linearis transzformaciobol.

Ahogy azt mar lattuk, a transzformalt értékek szamtani atlaga és

szamtani atlaga kozott (32) 0sszefiiggés all fenn.

az eredeti értékek

Ha B=h , akkor a centralis momentumokra az alabbi azonossagok érvényesek.

M,(¥)=0
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3.5. Momentumok

DSl PWA WA
M,x)=h|""—-4.y. 50— 16y - —-3.3" (62)
2, 2, 2. /)

i=l1 i=1

Megjegyzés: az el6zd képletekben, az abszolut gyakorisagok helyett, relativ gyakorisagok

is szerepelhetnek.

A momentumok ismeretében, az eredeti adatokra vonatkozoan, (53) felirhat6 a (63) mddon

iS.

M,(x) =M, -M; (63)

40. példa

A magannyugdij-pénztari tagsdgra vonatkozé adatokat a 29. tablazat tartalmazza.

Szamitsuk ki a masodik, a harmadik és a negyedik centralis momentum értékét!

A maganpénztari tagok szama korcsoportonként 1998 végén

29. tdblazat

Magénpénztari tagok Maganpénztari tagok

Korcsoport szdma relativ gyakorisaga (%)
() (g)
15-19 29 546 2,1981
20-24 266 580 19,8324
25-29 294 803 21,9321
30-34 260 958 19,4141
35-39 218 467 16,2530
40-44 182 722 13,5937
45-49 79 702 5,9295
50-54 10 067 0,7489
55-59 1 231 0,0916
60-64 58 0,0043
65-69 24 0,0018
70-74 6 0,0004
Osszesen 1344 164 100,0000

Forrés: Pénztarfeliigyelet
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Az els6 oszlopban levl adatok szerint 4=5, a tetszdéleges konstans pedig legyen 4=32.

Ezeknek az értékeknek megfeleld transzformalt valtozok értékeit és a mellékszamitasokat a

30. tablazat tartalmazza.

A magéanpénztari tagok szama korcsoportonként 1998 végén

30. tablazat

Yi /i fiv, fiv! fiv fiv!
-3 29 546 -88 638 265914 =797 742 2 393 226
-2 266 580 -533 160 1 066 320 -2 132 640 4265 280
-1 294 803 -294 803 294 803 -294 803 294 803
0 260 958 0 0 0 0
1 218 467 218 467 218 467 218 467 218 467
2 182 722 365 444 730 888 1461776 2923 552
3 79 702 239 106 717 318 2 151 954 6 455 862
4 10 067 40 268 161 072 644 288 2577 152
5 1231 6 155 30775 153 875 769 375
6 58 348 2088 12 528 75 168
7 24 168 1176 8232 57 624
8 6 48 384 3072 24 576
> 1 344 164 -46 597 3489 205 1429007 |20 055085

12

. %ﬁy, _ 46597 as
Zfi 1344164
i=1
fgy (32) alapjan
X=32+5-(-0,035)=31,83.
A (60) képlet alapjan:
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3.5. Momentumok

M _f :h2 i=1 —
(%) 1344164

12

12
2 S

_y? |=5? .(3489205 B (_ 0,035)2j
1 fi

i=

=25-(2,5958 - 0,0012) = 64,87.

A (61) képlet alapjan:

12 12
> 1y > fl

M @) =h| 2 — =352 2.5 |=
2/, 2/,
i=1 i=1
53 [ 1429007 4 4035).2.5958 + 2 (~0,035)" | =
1344164

=125-(1,0631 - (=0,2700) + (=0,00009)) = 166,62.

A (62) képlet alapjan:

12 12

D> Syt Zﬁy? > Sy

M4()_C)=h4 f=112—_4.y. = +6-f2-i=112 _3.y4 _
2./ 2, >,
= =1 i=1
_ 54 (—20055085 4.(~0,035)-1,0631+ 6 - (~ 0,035) - 2,5958 — 3. (05035)? _
1344164
— 9428.90.

Ellendrzésképpen, illetve a fenti képletek hasznossadganak megitélésére, szamitsuk ki a
masodik centralis momentumot (vagyis a szorasnégyzetet) transzformacié nélkiil az (52)

képlet alapjan! A mellékszamitasokat a 31. tablazat tartalmazza.
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

A magénpénztari tagok szdma korcsoportonként 1998 végén

31. tdblazat

X, /i f: -(xi —)_c)2
17 29 546 6495 100,73
22 266 580 25741 878,60
27 294 803 6 867 947,58
32 260 958 7 840,11
37 218 467 5 846 909,09
42 182 722 18911 116,57
47 79 702 18 349 788,84
52 10 067 4 096 899,29
57 1231 780 080,49
62 58 52 804,93
67 24 29 691,92
72 6 9 683,38
Osszesen 1 344 164 87 189 741,53

, 8718974153

64,87
1344164

A harmadik és negyedik centralis momentumokhoz még ezeknél is nagyobb szamokkal

kellett volna szamolni a transzformacio nélkiil.
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3.6. Alakmutatok

3.6. Alakmutatok

Az  egymodduszu  gyakorisdgi  eloszlasok  alakjat  gyakran  hasonlitjuk a
valoszinliségszamitasbol jol ismert normalis eloszlas gyakorisagi gorbéjéhez. Ha egy
gyakorisagi eloszlasnak tobb modusza van, akkor ez arra enged kovetkeztetni, hogy a
jelenség eloszlasa a vizsgalt ismérv mellett mas ismérvektdl is jelentdsen fiigg. Ebben az
esetben az eddigi mutatészamok nem alkalmasak a jelenség tomor jellemzésére. Ilyenkor
un. heterogén sokasagrol beszéliink, amelynek vizsgalatat a sokasag részekre bontasaval

végezzik. (A részekre bontott sokasagok vizsgalataval késobb részletesen foglalkozunk.)

Az egymddusza gyakorisagi eloszlasok alakja kétféleképpen kiillonbozhet az azonos

szorasu normalis gyakorisagi gorbétol:

— az eloszlas valamelyik irdnyba hosszan elnyuld, tehat nem szimmetrikus, vagy

— az empirikus eloszlds maximuméban nagyobb vagy kisebb, mint a normalis eloszlas

gyakorisagi gorbéjének maximum helye, tehat csticsosabb, vagy lapultabb annal.

Aszimmetria- (ferdeség) mutatok

Az eddigiekben azt vizsgaltuk, és a kozépértékek segitségével szamszerisitettiik, hogy a
gyakorisagi eloszlasok hol helyezkednek el a szamegyenesen. Megallapitottuk, hogy az
atlag jellemzd ereje fligg attol, hogy az egyes ismérvértékek mennyire kiillonboznek
egymastol. A szorodasi mutatdink azonban mindig érzéketlenek voltak az atlagtol valod
eltérések eldjelére, igy csak azt mutattak, hogy az ismérvértékek milyen tavol
helyezkednek el az atlagtol, azt mar nem, hogy az atlag koriil annak két oldalan egyenléen
oszlanak-e meg. Egy empirikus gyakorisagi eloszlasrol tomor szdmszeri jellemzok,
mutatdszamok segitségével nyert informécidink korét tovabb bdvithetjik, ha a fenti

tulajdonsag jellemzését is megadjuk.

A tarsadalmi €s gazdasagi statisztikaban igen gyakoriak az aszimmetrikus eloszlasok, mert
gyakori, hogy valamely atlagtol valo eltérést okozo tényezd hatasa egyirdnyt és kimagaslo
a tobbi hatashoz képest. Ezek kozott is gyakoribb a baloldali aszimmetria, mert a 0 érték

altalaban also korlatot jelent.
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Az aszimmetria szempontjabol harom lehetséges esetet kiillonbdztetiink meg.

Baloldali aszimmetria: az azonos sz6rasu normalis eloszlds gyakorisagi gorbéjéhez képest

jobbra hosszan elnyul6 eloszlés.

Jobboldali aszimmetria: az azonos szérasi normalis eloszlds gyakorisagi gorbéjéhez

képest balra hosszan elnytl6 eloszlas.
Szimmetrikus eloszlas: nem (baloldali és jobboldali) aszimmetrikus eloszlas.

Az aszimmetria tobbféleképpen is megragadhatd, mi a mérésére kétféle tipusi mutatot

fogunk hasznalni.
Helyzet-mutatokra épiilé aszimmetria-mutatok

A ferdeség szempontjabol vizsgalt eloszlasok harom tipusaban az atlag, a median és a
moédusz elhelyezkedése egyértelmii, igy ebbdl kovetkeztethetiink a ferdeségre. Ezeket
mutatjak a 11.-13. abrak.

Balra ferdiilt eloszlas

Mo< Me<Xx

11. abra
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3.6. Alakmutatok

Szimmetrikus eloszlas

Mo=Me=Xx

12. abra

Jobbra ferdiilt eloszlas

X < Me < Mo

13. abra

(Megjegyzés: a 11.-13. abraknal az adott kozépértékeket fliggdleges szaggatott vonal
jeloli.)
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Az empirikus eloszlasok alakjat valdjaban a gyakorisdgi gorbéjikk alapjan kell
megitélniink, de a gyakorisagi poligon ¢és a hisztogram alapjan is lehet kovetkeztetéseket

levonni.

A PEARSON-féle aszimmetria-mutaté az atlag és a median eltérésére alapoz.
Szimmetrikus eloszlds esetében ugyanis az atlagnal ugyanannyi kisebb és nagyobb érték
van, vagyis a median és az atlag egybe esik. Ekkor a médusz is nyilvanvaléan azonos lesz

veluk.

(64)

Normalis eloszlas esetén P=0; baloldali aszimmetridt mutaté sokasagra értéke pozitiv,
jobboldali aszimmetrianal negativ. Ertékére nem adhaté also, illetve felsd korlat, de értéke
legtobbszor —3 és 3 kozé esik. P -0,5-nél kisebb, illetve 0,5-nél nagyobb értéke erds

ferdeségre utal.

A ferdeség F' mutatdja a kvartilisekre épit :

o (0:-0,)-(0.-0) _(0, - Me)-(Me-0,) (65)

(0, -0,)+(0,-0,) (05 —Me)+(Me-Q,)

Normélis eloszlas esetén F=0; baloldali aszimmetridt mutatdé sokasagra értéke pozitiv,

jobboldali aszimmetrianal negativ. F abszolut értéke 1-nél nem nagyobb.
Momentumokra épiilo aszimmetria-mutato

Az a; mutatd az eloszlasok ferdeségének szamszerlsitésére a harmadik centralis
momentumot hasznalja.
_M,(x)

(04 =
3 3
(e}

(66)

Ez mar az eloszlas Gsszes értékét figyelembe veszi. Ertékére nem adhaté also, illetve felsé
korlat. Normalis eloszlas esetén o;=0; baloldali aszimmetriat mutatd sokasagra értéke

pozitiv, jobboldali aszimmetrianal negativ.
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3.6. Alakmutatok

Itt jegyezziik meg, hogy az aszimmetria-mutatok osztalyk6zos gyakorisagi sorbdl torténd
szamitasakor szimmetrikus eloszlas esetén is el6fordulhat O koriili érték, hiszen ekkor a
helyzet-mutatok és a momentumok értéke becsiilt. Az ismertetett mutatokat csak akkor
érdemes kiszdmitani, ha a gyakorisagi poligon jol kozeliti a gyakorisadgi gorbét, amihez

nagy elemszamu sokasag sziikséges.

Az Excel a sajat értelmezése szerinti aszimmetria mértékét a FERDESEG(szam|1;szam2;...)

statisztikai fliggvény segitségével szamszerisiti.

41. példa
Vizsgaljuk meg a 40. példa adatai alapjan, hogy milyen aszimmetridju a maganpénztari

tagok korcsoport szerinti eloszlasa!
A PEARSON-féle aszimmetria-mutaté kiszamitasahoz sziikséglink lesz a medianra.
Ez a (43) képlet alapjan a kdvetkezo:

N 672082 — 590929
260958

Me =30 .5=31,55.

A PEARSON-féle aszimmetria-mutatdét (64) szerint a 40. példa eredményeinek

felhasznaldsaval kapjuk.

_3 31,83 -31,55
8,05

P = 0,104

Ez arra utal, hogy a maganpénztari tagok korcsoport szerinti eloszldsa az azonos szdrasu
normalis eloszlas gyakorisagi gorbéjéhez viszonyitva baloldali aszimmetriaju.
A 40. példa eredményeinek felhasznéalasaval szamitsuk ki (66) szerint az o3 mutatot is!

L, 16662 ..
52242 7

Ez szintén baloldali aszimmetridt jelez az azonos szérasu normalis eloszlas gyakorisagi

gbrbéjéhez képest.
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

Csucsossagi (kurtozis) mutatok

A szimmetrikus ¢és kevésbé aszimmetrikus empirikus eloszlasok jellemzését bovithetjiik
azzal, ha a csucsossag szempontjabol is Osszehasonlitjuk az azonos szorast normalis
eloszlas gyakorisagi gorbéjével. A csucsossag is megragadhatd tobbféleképpen, mi a

mérésére kétféle tipusi mutatot fogunk hasznalni.
Helyzet-mutatokra épiil6 csucsossdagi mutato

A cslicsossdg K mutatdja azt haszndlja ki, hogy csticsosabb eloszlasok esetén a két szE&lsd
kvartilis kiilonbségének a két sz¢€ls6 decilis kiillonbségéhez viszonyitott ardnya kisebb, mint

lapultabb eloszlasoknal.

_ Q3 _Ql
k= 2(D9 _Dl) (67)

Normalis eloszlas esetén K = 0,263 ; a normalis eloszlashoz képest lapultabb eloszlasok K
értéke 0,263-nél nagyobb; mig a normalis eloszlasnal csucsosabbaké 0,263-nél kisebb.
Momentumokra épiilo csucsossagi mutato

Az o, mutatd az eloszladsok cslcsossdganak szamszer(sitésére a negyedik centralis
momentumot hasznalja.
_M,(®)

a, =
4
(@

(68)

Ez mér az eloszlas Osszes értékét figyelembe veszi. A standard normalis eloszlasu valtozo
esetén o, =3. A normalis eloszlashoz képest csucsosabb eloszlasok o, értéke 3-nal
nagyobb, a normalis eloszlasnél lapultabbaké 3-nal kisebb. Ez a mutaté mindig 1-nél
nagyobb értéket vesz fel.

A csucsossagi mutatokra is érvényes, hogy csak nagy elemszamu sokasdgokra érdemes

kiszamitani.

Az Excel a sajat értelmezése szerinti csucs0ssag mértékét a

CSUCSOSSAG(szam1;szam2;...) statisztikai fiiggvény segitségével szamszeriisiti.
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3.6. Alakmutatok

42. példa

Vizsgaljuk meg a 40. példa adatai alapjdn, hogy milyen csucsossdgli a maganpénztari

tagok korcsoport szerinti eloszlasa!

A K mutatd értékéhez szamitsuk ki az alsé és a felsd kvartilist, illetve az elsé és a

kilencedik decilist a (44) képlet segitségével!

A kvartilisek az alabbiak.

N 336041 -296126

), =25 5=25,68
& 294803
Q3 354 1008123 — 851887 1523858
218467
A decilisek pedig:
[)1 904 134416 — 29546 522197
266580
159 _ 40+ 1209748 —1070354 5-4381.
182722
A K mutato értéke a (67) képlet alapjan:
K= 38,58 -25,68 _ 0.295.

2(43,81-21,97)

E szerint a maganpénztari tagok korcsoport szerinti eloszlasa az azonos szorasti normalis

eloszlas gyakorisagi gorbéjéhez képest lapultabb.

A 40. példa eredményeinek felhasznalasaval szamitsuk ki az o, mutatot is a (68) képlet

segitségével!

_ 9428,90 _257
4207,52

4

Ez szintén lapultabb eloszlast jelez az azonos szordsu normalis eloszlds gyakorisagi

gorbéjéhez képest.
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

4.1. Részekre bontott sokasagok

Az eddigiekben homogén sokasdgokkal foglalkoztunk, azt feltételeztiik, hogy a vizsgalt
jelenségiinket egy ismérvvel jellemezhetjiik. Az eloszlasok vizsgélatakor tobbszor
hangsulyoztuk, hogy egymoéduszi sokasdgokkal foglalkozunk, hasznalt mutatdészamaink
csak ekkor voltak alkalmasak a sokasag jellegzetességeinek megragadasara. (A
tobbmoduszu eloszlasok altalaban heterogén sokasagot jellemeznek, a gyakorisagi gorbe
maximumhelyei a homogén részsokasagok moduszaindl jelentkeznek.)

Heterogén sokasagok esetén az eddig ismertetett elemzési technikdk Osszemossak a
sokasag jellegzetességeit, ezért ezeket a sokasagokat, az elemzés elsé lépésében, a
heterogenitast eldidézd ismérv szerint csoportositjuk, részekre bontjuk. A megfeleld
csoportképzd ismérv megtaldlasa 4ltaldban igen nehéz; az erre irdnyulod eljarast
klaszteranalizisnek nevezziik, amellyel egyeldre nem foglalkozunk. Feltételezziik, hogy a
sokasag természetének ismeretében meghatarozott ismérv vagy ismérvek alapjan a teljes

sokasagot (az un. fésokasagot) részekre (in. részsokasagokra) bontottuk.
Részviszonyszamok és dsszetett viszonyszamok

Ha a fOsokasagot M szamu részsokasagra bontjuk, akkor a részsokasdgokra szamitott

azonos tipusu

A,
v, :B_f =1,2, ... M (69)
J

viszonyszamokat részviszonyszamoknak, a f0sokasagra vonatkozo

N

I
—_

|
I

(70)

N

~
o

viszonyszadmot dsszetett viszonyszamnak nevezziik.
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4.1. Részekre bontott sokasdgok

A,
A (69) képlet alapjan 4, =B, -V, és B, = 7’ , 1gy az Osszetett viszonyszam kiszamithato
J

a részviszonyszamok sulyozott szamtani atlagaként:

M=
&
N

_ I
V=1 , (71)
2.5
j=1
illetve a részviszonyszamok sulyozott harmonikus atlagaként:
M
24
y =2 (72)

~
Il
—_

S
A

A (71)-(72) képletekben a Bj, illetve az A4; adatok helyettesithetok a belSliikk szadmitott

megoszlasi viszonyszamokkal is.

43. példa

Egy farmer hirom egymadstdl tavol esd parcelldn termel kukoricit. Az elsd parcella
nagysaga 4 ha és a termés mennyisége 16 t; a masodik parcella nagysaga 5 ha és a termés
mennyisége 25 t. A harmadik parcellara vonatkozo6 adatok: 2 ha, 14 t. Szamitsuk ki a (69)-

(72) szerinti mutatdkat!

Az egyes parcelldkra (részsokasagokra) vonatkozd 4atlaghozamok (megoszlasi

viszonyszamok):
v, :%:4[t/ha], v, =§=5 [t/ha], V, =%=7 [t/ha].

Egyiittvéve a harom parcellat:

V= 16+25+14 =5 [t/hal.
44+5+2
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

Az Osszetett viszonyszamot megkaphattuk volna a részviszonyszamok sulyozott szdmtani
atlagaként:
4-4+5-5+2-7

V= = 5[t/ha],
44+5+2

vagy a részviszonyszamok stlyozott harmonikus 4tlagaként:

— 16+25+14
=————— =15][t/ha].
V=16 25 14 °LWhal
4 5 7
Részatlagok és foatlagok

Ha a fésokasagot M szamu részsokasagra bontjuk, akkor a részsokasagokra szamitott

N.f
25 s,
X == =— =1,2,.... M 73
j N N J (73)

M N/ M
szfj ZS/‘ s
—  jeli=l =1
xX= = == (74)
N N N

atlagot foatlagnak nevezziik. A (73)-(74) képletben szerepld S; a j-edik részsokasag, mig a

(74) képletben szerepld S a fOsokasag értékosszege. A részsokasagok N; elemszdmaira és a
M

fosokasag N nagysagara érvényes a Z‘ N, =N Osszefuggés.
=

Ha az atlagot, mint a sokasag értékosszegének és elemszdmanak hanyadosaként képzett

intenzitasi viszonyszdmot fogjuk fel, akkor a (71)-(72) képletek alapjan a fOatlag a
részatlagokbol (75)-(76) szerint is megkaphato.

M —
;Nj-xj

x=" (75)

M
2N,

J=1

~
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4.1. Részekre bontott sokasdgok

M=
A

~.
Il

(76)

=
Il

.,
Il
~

Ral ‘_\VJ

44. példa

Egy kft 10 fizikai foglalkozasu dolgozdja azonos fajta terméket allit eld. A
termelékenységiiket (db/ora) tiikr6z6 mutatok - neviik szerinti d4bécé sorrendben — a

kovetkezok: 3, 8, 8,7, 3,7, 4, 10, 8, 2.
Termelékenység szempontjabol homogénnek tekinthetd-e az adott statisztikai sokasag?

A kérdés megvalaszolasaban sokat segithet, ha rangsorba allitjuk, vagy grafikusan

abrazoljuk az adatokat. Az adatok rangsora a kovetkezo: 2, 3, 3,4, 7,7, 8, 8, 8, 10.
Eloszlasuk a 14. abran lathato.

Termelékenység szerinti eloszlas

Dolgozok szama
N
|
I

] ‘ ‘
0

T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Termelékenység (db/ora)

14. abra

A rangsor illetve az dbra alapjan konnyen észrevehetd, hogy nem homogén sokasagrol van
sz06, mert tobbmoduszi az eloszlds, azaz a heterogénnek tekinthetd fosokasag két

homogénebb részsokasagra oszthatd. Az elso elemei: 2, 3, 3, 4; a masodik elemei: 7, 7, 8,
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

8, 8, 10. Mi lehet ennek a magyarazata? Egyik kézenfekvd magyardzat lehetne egy uj
ismérv (a szakképzettség) figyelembevétele: a 10 dolgoz6 koziil 4-en betanitott munkasok,
6-an pedig szakképzettek.

Ezek szerint M=2, N=10, N,=4 és N,=6. Szamitsuk ki a két részatlagot és a foatlagot! A

(73) képlet szerint:
X, = 2+3+3+4 =3 [db/ora],
4
illetve
Ezz7+7+828+8+10=8kmMm}

A foatlagot haromféleképpen is kiszamithatjuk.

A (74) képlet szerint:
)_c:2+3+3+4+7+7+8+8+8+10:6[db/()ra],
10
a (75) képlet szerint:
g 23408 rabloral,
4+6
illetve a (76) képlet szerint:
_ 12+48 ,
xX= 7 43 =6 [db/ora].
- + -
3 8

Megjegyzés: a (75) képletbdl kovetkezik, hogy a fatlag a részatlagok sulyozott szamtani
atlaga, ha a sulyozo tényez6 a részsokasagok nagysaga.
A (76) képletbdl kovetkezik, hogy a foatlag a részatlagok sulyozott harmonikus atlaga, ha

a sulyozo6 tényez0 a részsokasagok értékdsszege.
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Részsokasagok és fosokasdagok szordsa

A részekre bontott sokasagok esetén az ismérvértékek kiillonbozdségét kifejezd haromféle
szoras is szamithatd. Vizsgalhatjuk
— a fOsokasdg egységeihez tartozd ismérvértékek foatlagtol vald eltéréseit, illetve az
SST = Z Z (xl.j -X )2 teljes eltérés-négyzetosszeget®;
j=1 i=1

— a fosokasdg egységeihez tartoz6 ismérvértékek megfeleld részatlagtol valo eltéréseit,

M N/
illetve az SSB = Z Z (xij - X, )2 belsé eltérés-négyzetosszeget;
j=1 i=1

=

M
— a részatlagok eltérését a foatlagtol, illetve az SSK :Z ()_cj —)_c)z kiilsoé eltérés-

=l i

~.
Il

négyzetosszeget.
Ezek kozott az eltérés-négyzetdsszegek kozott az alabbi Osszefiiggés all fenn:

SST = SSB + SSK

illetve

N

)ITEEI I 33 ES B3 3 AN )

i=1

~
N
5
~.
i
L
i
N
~
N

A fenti harom eltérés alapjan a (78)-(80) képletekkel kifejezett szordsmutatdkat hasznaljuk.

A teljes széras képlete:

M N,
Zl - (xij _’_C)z
LA
c = N . (78)

3 Az eltérés-négyzetosszegek angol megfeleldjének szokasos roviditése,
SS: Sum of Squares = négyzetosszeg.
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

A belso szoras képlete:

GB _ j=1 i=l ) (79)

A Kkiils6 szoras képlete:

Nl M

ZZ(’_CJ _’_C)z ZNJ(’?J _’_C)Z
o, == ~ =1Z ~ : (80)

A bels6 szorés azt fejezi ki, hogy a fésokasag egységeihez tartozo ismérvértékek atlagosan

mennyivel térnek el a sajat részatlaguktol.
A kiilsO szoras azt fejezi ki, hogy a részatlagok atlagosan menyivel térnek el a foatlagtol.

A részsokasadgra szamitott szordst rész-szorasnak vagy csoporton beliili szorasnak

nevezzik.

A rész-szorasok képlete:

=12, M. (81)

A belsd szoras megkaphatd a részsokasagokbol szamitott szorasok sulyozott négyzetes

atlagaként is:

(82)

Természetesen az itt emlitett Gsszes szorastipusnak hasznaljuk a négyzetét is, amelyre most
is a megfeleld szorasnégyzet, vagy variancia kifejezéssel utalunk. Hasznaljuk tehat a teljes

variancia, a belsd szordsnégyzet, stb. fogalmakat.
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A (77) képlet mindkét oldalat N-nel osztva a teljes, a belsé €s a kiilsé variancia kézott az

alabbi Osszefiiggés 4ll fenn:
cl=cl+ol. (83)

A fenti 0sszefliggés ugy értelmezhetd, hogy a fésokasag egységeihez tartozd ismérvértékek
két hatds miatt ingadoznak a féatlag koriil. A belsd szorasnégyzet a csoportképzd ismérven
kiviili egyéb tényezOk okozta hatdst szamszerlsiti, mig a kiils6 szorasnégyzet a
csoportképz6 ismérvnek betudhatd ingadozast jellemzi. Ez azt jelenti, hogy minél nagyobb
részt tesz ki a kiilsé variancia a teljes variancian beliil, annal nagyobb részét magyarazza
meg a csoportképzd ismérv a fOsokasdg egységei (vizsgalt ismérv szempontjabol vett)

2
ingadozésainak. Tehat minél nagyobb a G—fzi‘i—f hanyados, annal homogénebbek a
c

képzett csoportok. Ez egyben az alkalmazott csoportképzd ismérv ,,josagat”,

megfeleldségét is mutatja.
45. példa
Szamitsuk ki a 44. példa adataibdl a szoras-mutatdkat!

A (81) képlet alapjan a rész-szorasok:

2 2 2 2
c51:\/(2—3) +.L.t.+(4—3) 0707 62:\/(7—8) +..6.+(10—8) 1000,

A belsd szorasnégyzet a (82) képlet szerint:

, 4-0,707* +6-1°
G = =

0.8.
5 10

A kiils6 szorasnégyzet (80) alapjan:

2 2
o2 _4-(3-96) 14;)6-(8—6) _60.
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

A teljes szérasnégyzet (78) alapjan:

2 2
o2 (2-6) +.1..0+(10—6) _63.

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy fennall (83). Mivel a teljes szorasnégyzet legnagyobb
részEét a kiilsé szorasnégyzet teszi ki, azt mondhatjuk, hogy a sokasag részekre bontasa a
szakképzettség szerint hatékonynak bizonyult. (Megjegyzés: a szakképzettség, mint
csoportképzd ismérv mellett mas vallalkozasoknal a részek homogenitdsat egyéb ismérvek

szerint is valosziniileg elérhetnénk, mint példaul a nem, a lakohely, az életkor, stb.)
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4.2. Ismérvek kozotti kapcesolat

4.2. Ismérvek kozotti kapcsolat

Az eldz6 fejezetben egy sokasag egységeit egyidejiileg két ismérv szerint vizsgaltuk. A
csoportképzd ismérvet a sokasdg részekre bontasara, mig a vizsgalat targyat képezo
ismérvet elemzésre hasznaltuk. Feltételeztiik, hogy a két ismérv kozott szoros kapcsolat
van, ¢és ezért a keletkezd részsokasagok a vizsgélat targyat képezd ismérv tekintetében
tobbé-kevésbé homogének. Most azzal fogunk foglalkozni, hogy részletesebben

megvizsgaljuk az ismérvek kozotti kapcsolat jellegét €s szorossagat.
Két ismérv kozott haromféle tipust kapcsolat lehet:

— a két ismérv fiiggetlen egymastol, vagyis egy sokasagi egység egyik ismérv szerinti
hovatartozdsanak vagy ismérvértékének ismerete semmilyen informécidét nem

szolgéltat a masik ismérv szerinti hovatartozasra vagy ismérvértékre vonatkozoan;

— a két ismérv kozott sztochasztikus kapcesolat van, vagyis egy sokasagi egység egyik
ismérv szerinti hovatartozdsanak vagy ismérvértékének ismerete szolgaltat informaciot
a masik ismérv szerinti hovatartozasra vagy ismérvértékre vonatkozoan, de egy

egyértelmii kovetkeztetés nem lehetséges;

— a két ismérv kozott determinisztikus (fiiggvényszerii) kapcsolat van, vagyis egy
sokasagi egység egyik ismérv szerinti hovatartozdsanak vagy ismérvértékének ismerete
alapjan egyértelmiilen meghatarozhatdé a masik ismérv szerinti hovatartozas vagy

ismérveérték.

A haromféle kapcsolat koziil a leggyakrabban a sztochasztikus kapcsolattal talalkozunk,
ezért a tovabbiakban arra fektetjiik a hangsulyt, hogy meghatarozzuk vajon a két ismérv
kozott a kapesolat erdsebb-e (szorosabb) vagy gyengébb-e (lazabb), vagyis az egyik ismérv
szerinti hovatartozas vagy ismérvérték ismerete mennyi tobbletinformaciot hordoz a masik
ismérv szerinti hovatartozdsra vagy ismérvértékre vonatkozoan. Ezek utdn azt is meg
fogjuk vizsgéalni, hogy sztochasztikus kapcsolatban 4all6 ismérvek esetén ezt a
tobbletinformaciét hogyan tudjuk felhasznalni arra, hogy az egyik ismérvértékbol

kovetkeztessiink a masik ismérvértékre.
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

A tovabbiakban két ismérv kapcsolatat vizsgaljuk, de az eddig emlitett tulajdonsagok
konnyen altaldnosithatok tobb ismérvre is. (Megjegyzés: a tobbvaltozos modellekkel csak

a masodik kotetben foglalkozunk.)

Itt jegyezziik meg, hogy minden kapcsolatvizsgalat elején, az erre vonatkozo statisztikai
eszk6zok hasznélata elott, egyéb (az adott témakort érinté szakmai) ismeretek alapjan el
kell donteni, hogy van-e valamilyen valdsagos alapja a két ismérv kozotti kapcsolat
létének. Az itt ismertetett eszkdzok ugyanis csak az ismérvek egyiitt-mozgasanak
kimutatdsara alkalmasak, ¢és ezért fennall a latszolagos, formalis kapcsolatok
szamszerUsitésének veszélye. Az aldbbi formalis eljardsok tehat csak annyiban

értelmezhetdk, amennyiben a probléma tartalmilag megalapozott.

A két ismérv tipusaitol fiiggden, az ismérvek kozotti kapcsolatoknak 4 fajtajat elemezziik.
Asszociacio: két mindségi vagy teriileti ismérv kapcsolata.

Vegyes kapcsolat: egy mennyiségi és egy mindségi vagy teriileti ismérv kapcsolata.
Rangkorrelacio: két ordinalis skalan mért valtozo kapcsolata.

Korrelacio: két mennyiségi ismérv kapcsolata.

Asszocidcio

Az asszocidcios kapcsolat elemzésénél az alabbi harom modszert fogjuk alkalmazni.
Kombinacios tabla

Két mindségi vagy teriileti ismérv kapcsolatanak 1étezését, illetve a kapcsolat erdsségét
mar az adatok kombindcios tablaba rendezésével is feltarhatjuk. Ha ebben a gyakorisagok
elhelyezkedése bizonyos szabdlyossagot mutat, akkor érdemes konkrét mutatdészamok

segitségével kimutatni a kapcsolat szorossagat.

Az asszociacional alkalmazott mutatdoszamokat (a kapcsolat jellege szempontjabol) két
megkozelités szerint kaphatjuk. Az egyik szempont szerint fliggetlenséget, a masik

szempont szerint, éppen forditva, fliggdséget feltételeziink a vizsgalt ismérvek kozott. Az
elsének emlitett megkozelités szerinti leggyakrabban alkalmazott mutatok a y° alapt

mutatok.
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v> alapii mutaték

A y? alapt mutatok vizsgalatdhoz feltételezziik, hogy sokasagunk a két ismérv szerint
kombinacios tablaba rendezett, dsszehasonlitjuk a sokasag egységeinek a két mindségi
vagy terlileti ismérv szerinti tényleges eloszlasat a fliggetlenséget feltételezd eloszlassal.
Ehhez a kombinacios tabla minden eleméhez meg kell hataroznunk azokat a feltételezett
gyakorisdgokat, amelyek a két ismérv fliggetlensége esetén adddnanak. A

valdszinliségszamitasbol ismert fiiggetlenség alapjan ehhez a (84) képletet hasznaljuk.

_fzfj
N

i (84)

(Megjegyzés: a képlet szamlalojaban szerepld gyakorisagok a 4. tdblazatnal mar ismertetett

peremgyakorisagok.)

A tényleges f}és a fliggetlenséget feltételezd f, gyakorisagok Osszevetése a ¥’ mutatd

segitségével torténik.

a

XZZ AN M (85)

=l j=1 1y
A (85) képlet alapjan kiszamitott értékre érvényes a kdvetkezd relacio:
0<7y°> SN-min{(r—l),(c—l)};
ahol a szorzand6 a kapcsos zarojelben levé szamok kisebbike.

x> pontosan akkor lesz 0, amikor a tényleges gyakorisigok megegyeznek a fiiggetlenséget
feltételezd gyakorisagokkal, vagyis amikor a két ismérv fiiggetlennek tekinthetd, és
pontosan akkor éri el maximumat, ha a két ismérv kozott fliggvényszeri kapcsolat van.
Ertéke alapjan képezhetjiik az asszociacids kapcsolat szorossagat jellemzé (86) és (87)

mutatot.

A CRAMER-féle asszociacios egyiitthatot a (86) képlet szerint definialjuk.

2

- X
. \/N -min{(r —1),(c - 1)} (86)
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C értéke 1-nél nem nagyobb. A mutatd 0 értéke a két ismérv fliggetlenségére, mig 1-hez

kozeli értéke pedig nagyon erds kapcsolatra utal.

A CsuUPROV-féle asszociacios egyiitthatot a (87) képlet szerint definialjuk.

2
T= X (87)
N Jlr=1)c -1

A T értéke szintén 0 és 1 kdzott mozog.
PRE-mutatok

A PRE-eljaras” nem a fiiggetlenség feldl kozelit, hanem megprobalja meghatarozni azt a
tobbletinformaciot, amelyet az egyik ismérv nyujt a masikkal kapcsolatban. Ezek alapjan
nyilvanvalo, hogy meg kell allapitanunk mindenek el6tt, hogy melyik ismérv szerint
hatarozzuk meg a feltételes gyakorisdgokat. Legyen ez az X-szel jelolt ismérv. Szokas
szerint, a kombinacios tablazatban soronként értelmezziik a feltételes eloszlasokat. (Lasd a

4. tablazatot!)

Azt fogjuk szamszerlisiteni, hogy mennyivel csokkenti az X ismérv szerinti hovatartozas

figyelembevétele az Y ismérv hovatartozasanak meghatdrozasa soran elkdvetett hibat.

Ha egy sokasagi egység Y szerinti hovatartozasat az Y (X-t6l fliggetlen) feltétel nélkiili

eloszlasara alapozva hatarozzuk meg, akkor a hibank

E, =N-maxf,
o

hiszen nyilvéan a leggyakoribb osztalyra ,tippeliink”, mert ez a legvaldsziniibb.

Ha figyelembe vessziik az adott sokasagi egységnek az X szerinti hovatartozasat is, akkor

arra az Y-osztalyra fogunk ,.tippelni”, amelyhez a legmagasabb gyakorisag tartozik az adott

C/;" osztalyon beliil. Az igy elkdvetett hibank:

r

E, = (ﬁ_—mjaxﬁj)=N—;mflxﬁj.

i=1

? PRE: Proportional Reduction of Errors = relativ hibacsokkenés.
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A PRE-elv a hibacsokkenés mértékének meghatarozasara a (88) képletet hasznalja.

E -E,

PRE =—_ (88)

1

A mar meghatarozott E; és E; alapjan, az asszociacios kapcsolatok szorossaganak mérésére

a (89) szerint definialt PRE-mutatd képezhet6. Ertékét szazalékban is kifejezhetjiik.

(N—m?xfj)—[N—Zm?xﬁj] mele;j—m?ij
Yjx = == ; (89)
N —-max f; N —max f,
J J

A

A azt mutatja meg, hogy az X szerinti hovatartozas ismerete 100 - A szazalékkal csokkenti
az Y szerinti hovatartozas becslésekor elkovetett hibankat. Azt a becslési hibat csokkenti,

amit X ismerete nélkiil torténd ,tippeléskor” kovetiink el.

Megjegyezés: a A nem szimmetrikus mutatd, vagyis altalaban A Xy * XY‘ v » €s értéke nem

nagyobb 1-nél, illetve 100%-nal.

46. példa

Egy véros 6nkormanyzata kikérte a lakossag véleményét egy szemétégetd felépitésérdl. A
népszavazas (iskolai végzettség szempontjabol rendezett) eredményét a 32. tablazat

tartalmazza.

A népszavazas eredménye

32. tablazat

Iskolai végzettség Vélaszok
Igen Nem Tartozkodott
Kevesebb, mint 8 altalanos 103 1612 305
8 altalanos 2011 5320 1052
Kozépiskola 4010 2013 1988
Foiskola 1502 398 101
Egyetem 1 802 95 50
Osszesen 9428 9438 3496
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Vizsgaljuk meg, hogy milyen szoros Osszefiiggés mutatkozik az iskolai végzettség és az

adott kérdésben kialakitott vélemény kozott!

A CRAMER-féle asszociacids egyiitthatohoz elészor szamitsuk ki a > mutatét a (85)

képlet szerint.

A fiiggetlenséget feltételezo eloszlast a 33. tablazat tartalmazza.

A y® mutatd szamitasahoz sziikséges munkatabla

33. tablazat

Iskolai végzettség Igen Nem Tartozk. Osszesen
Kevesebb, mint 8 alt. 851,6 852,6 315,8 2 020,0
8 altalanos 35343 3 538,1 1310,6 8 383,0
Kozépiskola 33775 3381,1 1252,4 8011,0
Féiskola 843,6 844,5 312,8 2001,0
Egyetem 820,9 821,7 304,4 1 947,0
Osszesen 9428,0 9438,0 3496,0 22 362,0

A tablazat belsejében levo adatok alapjan:
_ 2 _ 2 _ 2
2 _ (103 -851,6) N (1612 —852,6) - (50 -304.,4) —6965.4.

851,6 852.,6 ' 304,4

Innen:

C= /M =0,39.
22362-2
Ez arra utal, hogy az iskolai végzettség és az adott kérdésben kialakitott vélemény kozott a

kozepesnél gyengébb kapcsolat van.
Szamszertsitsiik a kapcsolat erdsségét a A mutato szerint is!

Mivel a A mutatd aszimmetrikusan mér, el kell donteniink, hogy melyik valtozo az ok és
melyik az okozat. Ebben az esetben egyértelmii, hogy az iskolai végzettség (X)

befolyasolhatja a valaszt (Y); a forditott iranyt kapcsolatnak nincs értelme.
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4.2. Ismérvek kozotti kapcesolat

A (89) képlet és a 32. tablazat adatai alapjan:

_ (1612 +5320 + 4010 +1502 +1802) — 9438 4808 0372

?\. - — Yy
Y 22362 — 9438 12924

A kapott eredményt a kovetkezOk szerint értelmezhetjiik: a valasszal kapcsolatos
bizonytalansagunkat 37,2%-kal tudjuk csokkenteni, ha ismerjilk a valaszad6 iskolai

végzettseget.
Vegyes kapcsolat

A vegyes kapcsolat szorossaganak mérésére egy PRE-eljaras szerint értelmezhetd mutatot

fogunk hasznalni, amely levezetésének részletezésével nem foglalkozunk.

Az alkalmazésra keriild6 mérészdm a variancia-hinyadosnak nevezett PRE-mutato. A
vegyes kapcsolatok szorossaganak mérése a (90) szerint torténik.
_ SST-S8SB_ SSK G, o,

H> —1_-"8 _ K 90
SST SST c? o? ©0)

H? azt mutatja meg, hogy a csoportképzé (teriileti vagy mindségi) ismérv a mennyiségi

. r JoN4 r J r r 2 r r1.r r
ismérv szorasnégyzetének mekkora részét (100 - H~ szdzalékat) magyardzza meg.

A statisztikai gyakorlatban ismert a H =+ H’® mutatd is, amely 0 és 1 kozotti értéket

vehet fel (ahogy H® is), de ez nem értelmezhetd megoszlasi viszonyszamként, csak a

kapcsolat szorossagat jellemzd 0 és 1 kozotti értékként (szazalékban nem fejezhetd ki!).

47. példa

A 44. példa adatai alapjan szamitsuk ki a H> mutatot!
Figyelembe véve a 45. példa részeredményeit, (90) szerint:

H? = o _ 0,8824.
6,8

2

A kapott eredmény értelmezése: a 10 munkas termelékenységre vonatkozo adatai nagy

mértékben szorodnak. A dolgozok szakképzettségével a teljes szorasnégyzet 88,24%-at

105



4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

tudjuk értelmezni, mig 11,76%-4at a figyelembe nem vett mas tényezokkel (a dolgozok

neme, kora, lakéhelye, stb.) és a véletlennel magyarazhatjuk.

A fenti eredmény négyzetgyoke:
H =,/0,8824 = 0,9394 ~ 0,94.

Ennek 1-hez kozeli értéke nagyon szoros kapcsolatra utal, azaz a dolgozok szakképzettsége

¢és termelékenységiikre vonatkoz6 adataik kozott nagyon erds Osszefiiggés van.
Rangkorreldcio

A sorrendi mérési szintli ismérvek kozotti kapesolat egy (gyakran alkalmazott) mutatojaval
foglalkozunk a tovabbiakban. Ezen ismérvek sorrendisége, rangsora hordoz informéaciot. A
ket ordinalis skalan mért ismérv 1 és N kozotti rangjait (sorszamait) R -vel, illetve R -
vel fogjuk jeldlni. A kapcsolat szorossagat a (91) képlettel definialt in. SPEARMAN-féle

rangkorrelacios egyiitthatéval mérjiik.

N
62 (R, —R,)’
i=1

rg =1- NV D) O

A SPEARMAN-féle rangkorrelacids egylitthatd abszolut értéke 1-nél nem nagyobb. Az
r¢ =0 arra utal, hogy a rangsorok kozott nincs kapcsolat. A mutatd negativ értéke esetén a
két rangsor ellentétesen alakul, mig pozitiv értéke esetén a két rangsor azonos iranyban

mozog. Ha | rS| =1, akkor a két ismérv rangsorai kozott determinisztikus kapcsolat van.

Ha egy valtozoénak tobb egyforma értéke is eléfordul, akkor milyen rangszdmokat
alkalmazzunk? Ilyenkor a megfeleld sorszdmok szdmtani 4atlagat rendeljiik az azonos

értékekhez. Ezeket nevezziik kapcesolt rangoknak. (Lasd a 35. tablazatot.)

48. példa

Nappali tagozatos kozgazdasz hallgatok (egy vizsganapjan) modszertani szigorlaton elért
eredményeit a 34. tdblazat tartalmazza.

Szamitsuk ki a SPEARMAN-féle rangkorrelacios egyiitthatot!
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A moédszertani szigorlat eredményei

34. tablazat

Hallgat6 sorszama Matematika Statisztika
Pontszamok
L 23 4
> 32 34
> 42 32
* 32 37
> 45 42
° 25 21
" 41 41
> 26 21
” 43 27
10. 24 o
1. 0 o
12. )5 N
13. 2% .
14. 40 iy
1. 45 43

A (91) képlethez sziikséges részeredményeket a 35. tablazat tartalmazza.

A rangszamokhoz sziikséges rangsoroldst konnyen elvégezhetjik az Excel
SORSZAM(szam;hiv;sorrend) statisztikai fiiggvény segitségével. Mivel ez a fiiggvény
nem hatarozza meg a kapcsolt rangokat, ezeket utdlag nekiink kell (most mar joval

kevesebb munkaval) kiszamitani.
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A rangkorrelacids egylitthatd szamitasahoz sziikséges részeredmények

35. tablazat

R, R, R, - &,
15,0 15,0 0,00
8,5 6,0 6,25
5,0 7,0 4,00
8,5 4,0 20,25
1,5 2,0 0,25
12,5 13,0 0,25
6,0 3,0 9,00
10,5 13,0 6,25
3,5 9,5 36,00
14,0 13,0 1,00
3,5 11,0 56,25
12,5 8,0 20,25
10,5 9,5 1,00
7,0 5,0 4,00
1,5 1,0 0,25
— - 165,00

A 35. tablazat utols6 oszlopanak Osszegét a (91) képletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy:

6-165
15° —15

=0,7054.

rg =1—

Ez azt jelenti, hogy a két tantargybol kapott osztalyzatok rangsorai kozott jelentds pozitiv

iranyu kapcsolat van.

Végezetil néhany megjegyzés a rangkorrelacid6 mérdszdmanak kiszamitasaval
kapcsolatban:
— arangsoroldsndl a sorbarendezés mindkét valtozonal azonos (csdkkend vagy névekvd)

iranya nem befolyasolja rg értékét;
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4.2. Ismérvek kozotti kapcesolat

N
— a rangsorolas pontossagat konnyen ellendrizhetjiik a Z(R
i=1

-R ): 0 Osszefiiggés

X Vi

szerint;

— avaltozoék X,-Y,,illetve Y- X, jelolése irrelevans.

Korrelacio

Két mennyiségi ismérv kozotti (nem ok-okozat szerint vizsgalt!) kapcsolat jellegére

vonatkozo elemzés eszkozei kozil harmat ismertetiink.
Pontdiagram

Két mennyiségi ismérv kozotti kapcesolatrol, a mutatészamok szamitasa el6tt, gyakran
pontdiagram segitségével igyeksziink tobbet megtudni. Ekkor az egyiittesen el6forduld

(xi, yl.) ismérvértékeket abrazoljuk, és a kialakuld ,,pontfelh6bdl” kovetkeztetiink a

kapcsolatra. A pontdiagram segitségével megallapithatd a kapcsolat erdssége és iranya is.
A korrelacios kapcsolat pozitiv iranyt, ha a pontdiagramon abrazolt pontok a bal alsétol a
jobb felsd sarokig, negativ irdnyu, ha ezek a bal fels6tdl a jobb alsé sarokig huzddnak.

Minél keskenyebb a pontfelhd, annal erdsebb a kapcsolat, fiiggetleniil az iranyatol.
A kovariancia

A mennyiségi ismérvek kozotti kapcsolat tényét és iranyat a (92) alatt definidlt un.

kovariancia segitségével is kifejezhetjiik.

Z('xi _)_C)(yi _J_/)

€= (92)

Ez az ismérvértékek egyiitt-mozgasat kifejezd fontos mérdészam kétvaltozds elsérendit

centralis momentumnak tekintheto.

Megjegyzés: a szorzasra érvényes kommutativitdas miatt a kovariancia szimmetrikus

méroszam, azaz C__ = C . Fliggetlenség esetén 0-val egyenld.
? xy »x

A tovabbiakban az egyes ismérvértékek atlaguktol vett kiilonbségére a kovetkezod jelolést

vezetjlik be:
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata

d =x —-Xx, (93)
illetve

d, =y -7. (94)

co-= 95)

c = = =6, (96)

illetve

N N
2d,d, 2d;
‘ —

— =l — —}
C, ==t =0l

Az empirikus vizsgalatoknal azonban, egyszeriibb szamitdsi mdodja miatt, gyakran a (97)

képletet alkalmazzuk.

N
PIERY
— i=1

C, = N

—X-y 97)

Az Excelben a kovarianciat a KOVAR(tomb1;tomb2;...) statisztikai fliggvény segitségével
szamithatjuk ki.

A linearis korrelacios egyiitthato

Amennyiben a két ismérv kozott linearis kapcsolat all fenn, vagyis a pontdiagram pontjai
megkozelitdleg egy képzeletbeli egyenes koriil csoportosulnak, akkor a (98) képlettel

definialt Gn. linearis korrelacids egyiitthaté segitségével szdmszertisithetjiik a kapcsolat
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4.2. Ismérvek kozotti kapcesolat

erdsségét €s iranyat.

P (98)

A linedris korrelacios egyiitthatd abszolut értéke 1-nél nem nagyobb. A 0-hoz kozeli értéke
a kapcsolat lazasadgara vagy éppen hidnydra utal. Az r negativ értékébdl a két mennyiségi
ismérv ellentétes iranyu valtozasara, mig pozitiv értékébdl azonos iranyu egylittmozgasara

kovetkeztethetiink.

Megjegyzés: a szorzasra €rvényes kommutativitas miatt a linedris korrelacios egylitthatd

szimmetrikus mér6szam, azaz r,, = r, = r. Ertéke szazalekban nem fejezhetd ki!

Az Excelben a linedris korrelacios egyiitthatot a KORREL(tomb1;tomb2;...) statisztikai

fliggvény segitségével szamithatjuk ki.”
A mennyiségi ismérvek kapcsolataval részletesebben majd a 6. fejezetben foglalkozunk.
49. példa

A népmozgalmi ardnyszdmok kozil a csecsemOhalandésdgra vonatkozd adatokat
(ezrelékben), illetve a Magyarorszagra belépd kiilfoldiek szamat (ezer foben) a 36. tablazat

tartalmazza.

Megjegyzés: a csecsemOhalandosag alatt az ezer ¢€lve sziiletettre jutdé egy éven aluli

meghaltak szamat értjiik.

Szamitsuk ki és értelmezziik a két valtozo kozotti linedris korrelacids egyiitthatot!

> A KORREL(tomb1;tomb2;...) fiiggvény mellett, az Excel PEARSON(tomb1;tomb2;...) fliggvénye is a
linedris korrelacios egylitthatot szamitja ki. Kozottiik csak az argumentumok értelmezésében van
kiilonbség, az eredményiik megegyezik.
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A belép6 kiilfoldiek €s a csecsemdhalanddsag adatai

36. tablazat

Ev Belépd kiilfoldiek Csecsemdhalandosag
1991 22 194 15,6
1992 15032 14,1
1993 15901 12,5
1994 15 254 11,5
1995 15010 10,7
1996 14 503 10,9
1997 9397 9,9

Forras: Magyar statisztikai zsebkonyv 98, KSH, Bp., 1999.

Els6 1épésként abrazoljuk az adatokat pontdiagramon.

A belépd kiilfoldiek és a csecsemdhalandosag pontdiagramja

18 -
16 - °
14 .
2 12 S
GNJ Ld)
2 10 °
&
g%
g 4 -
3
2 2
o
O I I I I 1
0 5000 10000 15000 20000 25000
Belépd kulfoldiek szama (ezer 6)

15. abra
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(Megjegyzés: a pontdiagramon csak 7 adatpart abrazoltunk, de az empirikus elemzéseknél

nem volna szabad kevés szdmu megfigyelés alapjan statisztikai 0sszefliggéseket keresni.)

A lineéris korrelacios egylitthatd kiszamitdsdhoz sziikséges részeredményeket a 37.

tablazat tartalmazza.

Munkatabla az r kiszamitasahoz

37. tablazat

Belépd Csecsemo-
kilfoldiek halandésag x; y? XY,
(x7) i)
22 194 15,6 492 573 636 243,36 346 226,4
15032 14,1 225961 024 198,81 211951,2
15901 12,5 252 841 801 156,25 198 762,5
15254 11,5 232 684 516 132,25 175 421,0
15010 10,7 225300 100 114,49 160 607,0
14 503 10,9 210337 009 118,81 158 082,7
9397 9,9 88 303 609 98,01 93 030,3
107 291 85,2 1 728 001 695 1 061,98 1 344 081,1

A (97) képlet szerint (két tizedesre kerekitve a végeredményt):

_1344081,1 107291 85,2

C
i 7 7

=5456,62.

Ha bevittiikk a 36. tablazat utolsé két oszlopaban szereplé adatokat az Excelbe az A2-B8
cellatartomanyba (a fejléceket az Al ¢és B1 celldk tartalmazzdk), akkor a

KOVAR(A2:A8;B2:B8) fliggvény alkalmazasaval ugyanezt az eredményt kapjuk.

(Megjegyzés: a munkalapon a 36. tablazat els6 oszlopaban levé adatok nem szerepelnek,

mert a korrelacioszamitasnal ezekre nincs szlikségiink.)
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A valtozok szorasait az (51) képlet felhasznalasaval kapjuk:

2
. =\/17280701695 _(1077291j 345423

2
o, - 1061,98_[85,2) _189.
7 7

A SZORASP(A2:A8), illetve a SZORASP(B2:B8) fiiggvények alkalmazasaval ugyanezt

az eredményt kapjuk.
A kapott részeredmények felhasznalasaval, (98) szerint, a linedris korrelacids egyiitthat6:

5456,62

r=———————=0,8358.
3454,23-1,89

A KORREL(A2:A8;B2:BS8) fiiggvény alkalmazasaval eredményként r =0,8363 értéket

kapunk. Az eltérés a két szamitds eredménye kozott a kerekitésekbdl adodik.

A linedaris korrelacios egyiitthatd értékének értelmezése: r pozitiv értéke arra utal, hogy a
két vizsgalt valtozo kozott pozitiv korrelacios kapcsolat van. Ugyanez a kdvetkeztetésiink a
15. abran lathato pontfelhd elhelyezkedése alapjan is.

Az r 1-hez kozeli értéke alapjan arra kovetkeztethetnénk, hogy a belépd kiilfoldiek szama
¢s a csecsemoOhalandosag kozott nagyon szoros a kapcsolat. Ez azonban csak latszolag
igaz, mert a két jelenség kozott nyilvanvaldan nincs Osszefliggés. Ez is arra utal, hogy nem
szabad Osszekeverni a korrelacids kapcsolatot (a valtozok adatainak egylittmozgasat) az

ok-okozati 0sszefliggéssel!

Végezetiil néhany megjegyzés a linedris korrelacidé mérészamainak kiszamitasaval

kapcsolatban:

— avaltozdk X,-Y,, illetve Y,- X, jelolése irrelevans;

— még egyszer hangstlyozzuk, hogy a valtozok kozott linearis dsszefiiggést feltételeziink
(a nem linearis esetekkel a 6. fejezetben majd részletesebben foglalkozunk);

— a linedaris korrelacios egylitthatd négyzete is értelmezhetd, de ezt szintén a 6. fejezetben

fogjuk targyalni.
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5.1. Standardizalas

Az el6z6 fejezetben a (71)-(72) képleteknél lattuk, hogy az Osszetett intenzitasi
viszonyszamok (példaul: ¥, és ¥,) a részviszonyszamok sulyozott szamtani vagy
sulyozott harmonikus &tlagaként irhatok fel. Minden stlyozott atlagra érvényes, hogy
értékét az atlagolando értékek abszolut nagysaga és a sulyok relativ nagysaga, a stlyarany
hatarozza meg. Ezek alapjan egy Osszetett viszonyszam értékét is két tényezo befolyasolja:
— arészviszonyszamok nagysaga €s/vagy

— arészsokasagok sulyaranya, azaz a teljes sokasag Osszetétele.

Egy jelenség statisztikai elemzésekor gyakran kerlil sor heterogén sokasagot jellemzo
atlagos szinvonal idObeli vagy térbeli Osszehasonlitisara. Ebben a fejezetben azzal
foglalkozunk, hogy az Osszetett intenzitdsi viszonyszamok kiillonbozdségét kialakito
tényezok hatdsat szamszertien kiilon-kiilon kimutassuk. Az erre iranyuld eljarast nevezziik

standardizalasnak.

Figyelembe véve az Osszetett intenzitasi viszonyszam értékét befolyasold két tényezot,
ezek esetleges eltérése is két hatds ereddjével magyarazhato:
— arészviszonyszamok kiilonbozdségének hatdsaval és/vagy

— asulyaranyok (0sszetétel) kiilonbozoségének hatasaval.

A 170 és 171 Osszehasonlitasa lehet

— térbeli, amikor azt vizsgaljuk, hogy mennyire kiilonbozik két azonos moédon részekre
bontott sokasag;

— 1id6beli , amikor azt vizsgaljuk, hogy az Osszetett intenzitdsi viszonyszdm hogyan

valtozott egy adott idészakrol (idopontrol) egy masik iddszakra (idépontra).

Az els0 esetben altalaban a két Osszetett viszonyszam kiilonbségét (K = 171 - 170) bontjuk (a
mar emlitett) tényezok Osszegére, mig a masodik esetben a két Osszetett viszonyszam

1

hanyadosat (/ = =-) bontjuk ugyanezen tényezdk szorzatara.

=
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Kiilonbség-felbontas

Mivel a két tényezd hatasa egyiittesen jelentkezik, ahhoz, hogy hatdsuk kiilon-kiilon

szamszerisithetd legyen, egyikiiket mindig véltozatlannak, standardnak kell tekinteniink.

A részviszonyszamok kozotti eltérésbol eredd hatést, a fentieknek megfelelden, valamilyen

allando, standard sulyokkal dolgozva szdmszertsitjiik:

M M

2 (Bs),0n), 2 (Bs), (),
i=1

K!: i=1 _ =

M M

S(5), X

i i

A tovabbiakban, a képletek konnyebb attekinthetdsége érdekében, az Gsszegzésre utald
indexeket elhagyjuk. Ennek megfeleléen, a részviszonyszdmok illetve az 0Osszetétel

hatdsdnak mérdszamaiként a (99)-(100) képleteket hasznaljuk.

A részhatas-kiilonbség:

K_Z&K_Z&%. (99)

2B B

Az osszetételhatas-kiilonbség:

BV B,V
W:ZIS-ZOS. (100)
2B 2B
A teljes kiilonbség:
K=V,-V,=K'+K". (101)

A fenti képletek az Osszetett viszonyszamok (71)-nek megfeleld szamtani atlagképletét
hasznaljak. Természetesen a (72)-nek megfeleld harmonikus atlagképletet hasznalva is

elvégezhetod a standardizalas, de mi ezzel nem foglalkozunk.

116



5.1. Standardizalas

Hanyados-felbontas

Két Osszetett intenzitdsi viszonyszam hényadosanak két index szorzatdra bontdsat a

kiilonbségfelbontashoz hasonlé médon végezziik el.

A részhatas-index:

| ZBSVI _zBsVo . (102)

2B 2B

Az osszetételhatas-index:

o 2BV 2BV (103)

2B 2B
A teljes hatas indexe:

I=—-L=1.1". (104)

SIS

Kérdés persze, hogy mit hasznaljunk standard sulyoknak a (99) és (102) képletben, és mit
hasznaljunk a részviszonyszdmok standard sorozatanak a (100) és (103) képletben. Ezek
megvalasztdsanal mindenképpen figyelembe kell venniink, hogy (101) illetve (104)

fennalljon. Gyakran hasznaljuk sulyoknak példaul a kovetkezd kombinacidkat:

By=B, é Vy=V,

illetve

By=B, ¢ Vi=V,.

Mivel kiilonb6z0 stilyozast hasznalva némileg kiilonboz6 eredményre juthatunk, a sulyozas

modjat K' és K", illetve 1" és 1" also indexében fogjuk jeldlni. Példaul:

K' = ZBon _ ZBOVO
COXB XB
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Megjegyzés: mind a kiilonbség-felbontas, mind a hanyados-felbontas sordn alkalmazott

képletekben a stlyként szereplé B adatok helyettesithetdek megoszlasi viszonyszdmaikkal.

Vigyazzunk arra, hogy a (100) és a (103) képletek az Osszetételvaltozas hatasat
szamszerusitik, nem pedig magat az Osszetétel valtozasat. Lehetséges ugyanis, hogy a
sokasag szerkezete jelentOsen atalakul, és ennek még sincs hatasa az dsszetett viszonyszam

valtozasara (példaul azért, mert minden részviszonyszam azonos értékil).

50. példa

Egy vallalat dolgozo6inak szdmarol és a béralaprol a 38. tablazat adatai ismertek.

A vallalat béralapja és dolgozoi 1étszama

38. tablazat

Allomany- 1998. januar 1999. januar

csoport Béralap (Ft) Létszam (o) Béralap (Ft) Létszam (o)
Szak- 4763 000 110 5112 900 117
munkdasok

Betanitott 1 522 000 40 2274 300 57
munkdasok

Segéd- 1 652 400 51 4788 800 146
munkdasok

Hasonlitsuk 0ssze az 1998. januari és 1999. januari atlagbéreket az egyes kategoriakban €s

a vallalatnal! Mutassuk ki az eltérést okozo tényezok szamszeri hatasat!

Az atlagbéreket és a dolgozoi 1étszdmot a 39. tablazat tartalmazza.
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A vallalat béralapja és dolgozoi 1étszama

39. tablazat

Allomany- 1998. januar 1999. januar

csoport Atlagbér (Ft) | Létszam (f6) | Atlagbér (Ft) | Létszam (f6)
Szak- 43 300 110 43 700 117
munkdasok

Betanitott 38 050 40 39 900 57
munkasok

Segéd- 32 400 51 32 800 146
munkdasok

Osszesen 39 490 201 38 050 320

Az Osszesen sorban szerepld atlagbéreket megkaphatjuk az Osszes béralap és a teljes

dolgozoi 1étszam hanyadosaként, vagy az atlagbérek sulyozott atlagaként. Lasd a (70)-(72)

képleteket.
— 4763000 + 1522000 + 1652400 7937400
1098 = = =39490
110+ 40+ 51 201
7o = 117-43700 + 57 - 39900 + 146 - 32800 38050

320

A téblazat els6 latasra meghokkentd eredményt tartalmaz. Minden kategoriaban néttek az
atlagbérek, a vallalat egészére nézve azonban csokkent az atlagos bérszinvonal. Az ok
nyilvanvaldan az, hogy a gyengébben fizetett segédmunkdsok aranya nétt és a legjobban
fizetett szakmunkasok aranya csokkent a vallaltnal, tehat megvaltozott a foglalkoztatottak

szerkezete.
Az atlagbér valtozasa:

I =V,500 Vy065 =38050:39490 = 0,9635.

Azt mondhatjuk, hogy 1998 januarjatol 1999 janudrjaig 3,65%-kal csokkent az atlagbér a

vallalatnal.
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Legyen B = B, gy .
A (102) képlet alapjan:

_ ZB1998I/1999 . 2819981/1998

oo =
o ZB1998 231998

=40178:39490=1,0174 .

Ez azt jelenti, hogy 1998 januarjatol 1999 janudrjdig az egyes kategéridk atlagbére
atlagosan 1,74%-kal nétt, ha az 1998. januari foglalkoztatdsi szerkezetet vessziik

standardnak (valtozatlannak).
Legyen Vi = V4.
A (103) képlet alapjan:

I = 2319991/1999 . ZB1998V1999

1999 — .
231999 231998

=38050:40178 =0,9470.

A foglalkoztatasi szerkezetben bekovetkezett valtozdsok miatt az atlagbér 5,30%-kal

csokkent a vallalatnal, mert n6tt a gyengébben fizetett kategdriaban dolgozok aranya.
A (104) szerint a két hatas ereddje:

I=1"-1"=1,0174-0,9470 =0,9635 .

Végezetiil, fontos szerepiik miatt, még egyszer felhivjuk a figyelmet az alabbiakra:
a K" illetve 1" nem csupan az Osszetételvaltozas tényét fejezi ki, hanem azt, hogy az

Osszetételvaltozas hogyan hatott a vizsgalt Osszetett viszonyszam valtozasara.
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5.2. Erték-, ar- és volumenindexek

Indexek

A 2.3. fejezetben emlitett viszonyszamok koziil most részletesebben foglalkozunk a
dinamikus viszonyszamokkal. Egy vizsgalt jelenség (példaul ar, mennyiség és érték) adott
idészakra vonatkozo relativ véltozdsa dinamikus viszonyszam. Ebben a fejezetben ezeket
indexeknek fogjuk nevezni. A viszonyitds targyat targyiddészaki, a viszonyitas alapjat

bazisiddszaki adatnak nevezzik.

Egyfajta termék esetén megkiilonboztetiink egyedi érték-, ar- és volumenindexeket. Ha
egyidejlileg tobbfajta terméket vizsgalunk, akkor egyiittes érték-, ar- ¢és

volumenindexekrél (vagy roviden érték-, ar- és volumenindexekrol) beszéliink.

Egyedi indexek

Egy egyedi index

— egy adott fajta joszag

— bazisidészakhoz viszonyitott,

— targyidészakban bekdvetkezd

— (rendszerint szdzalékban kifejezett)

— relativ valtozasat mutatja.

Az egyedi ar-, volumen- és értékindexeket a (105)-(107) képletekkel definialjuk.

i =2 (105)

g Py

i, =1 (106)
90

= (107)
Vo
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5. Standardizalas és indexszamitas

Az egyes szimbolumok jelentése a kdvetkezo:
q : a vizsgalt joszag természetes mértékegységben kifejezett nagysaga,

p . egységara,

v : értéke.

Mivel az érték a mennyiség €s az ar szorzataként is értelmezhetd:
vV=4q-p,

az egyedi indexek kozott fennall a (108) dsszefliggés.

Q=i -i (108)

Heterogén sokasag osszértékének meghatdrozasa

Statisztikai elemzések sordn gyakran kell Osszehasonlitast végezniink valamilyen
heterogén, mindségileg kiilonb6zd, de valamilyen szempontbol mégis Osszetartozo javak
Osszességei kozott. Az ilyen sokasdgokat aggregalt sokasagoknak nevezziik. Aggregalt
sokasag példaul a nemzeti Ossztermék, egy orszadg energiafelhasznalasa, allatallomanya,
stb. Ezek 0Osszevetése csak 1ugy lehetséges, ha nagysagukat valamilyen ko6zos
mértékegységben hatdrozzuk meg. Kézenfekvo a pénzértékben vald szambavétel (példaul a
nemzeti Osszterméknél), de egyes aggregalt sokasdgok nagysagat mas mértékegységben is
kifejezhetjiik. Egy orszag energiafelhasznalasat példaul kdolaj-egyenértékben, vagy az
allatdllomany nagysdgat meghatarozott tomegli allatban, Un. szamosallatban. A
tovabbiakban azt feltételezziik, hogy az 0Osszesitendd részsokasdgok mennyisége ¢&s

egységara adott, az aggregalt sokasag Osszértéke (az un. aggregatum) pedig:

N N
DY ap =)V, (109)
i=1 i=1

ahol:
q, : az i-edik joszagféleség természetes mértékegységben kifejezett nagysaga,
p,; : az i-edik joszagféleség egységara,

v, : az i-edik joszagféleség értéke.
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5.2. Erték-, ar- és volumenindexek

Nyilvanval6 tehat, hogy elemzéseinkben ezen harom tényezd fog szerepelni. Mivel a g;
mennyiségek altaldban iddszakra vonatkoznak, ezért ekkor a p; mennyiségekre, mint

iddészakra vonatkozo6 atlagarakra tekintiink, nem pedig idéponthoz k&t6dd arra.

(Megjegyzés: a gyakoribb idobeli 0sszehasonlitas mellett, az indexformuldk teriileti
Osszehasonlitdsra is alkalmasak, ekkor teriileti indexekrol beszélink. Ezekkel

részletesebben nem foglalkozunk.)

Az egylittes indexek definidldsa két modszer szerint torténhet. Ezek alapjan
megkiilonboztetiink
— aggregat-forma ¢és

— atlag-forma szerinti képleteket.
Indexek aggregat-formdi

A most kovetkezOkben arra keressiikk a valaszt, hogy egy adott joszadgkosar esetében
hogyan valtozott annak

— értéke,

— mennyisége (volumene),

— arszinvonala.

Heterogén termékek Osszességére vonatkozd értékvaltozast a (110) szerinti értékindex

segitségével lehet szamszerisiteni.

I, = %%pl _ %Vl (110)
qo0Po Vo

A (110) képletben az Osszegzésre utald indexeket (a képlet konnyebb attekinthetdsége
érdekében) elhagytuk. E szerint jarunk el a tovabbiakban is.

Ahhoz, hogy a volumen relativ valtozasa szamszertsithetd legyen, vagy az arakat, vagy az
értékeket valtozatlannak kell venniink. Az aggregat-forma az arakat veszi valtozatlannak.
Ha a targyidészakban is a bdazisidészakra vonatkoz6 arakkal szamolunk, akkor
bazisidoszaki sulyozasi vagy mds néven LASPEYRES-féle (kiejtése: laszpejl)

volumenindexet kapunk.
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5. Standardizalas és indexszamitas

]O_M (111)

. z%po

Ha a bazisidoszakban is a targyiddszakra vonatkoz6 arakkal szamolunk, akkor
targyidoszaki sulyozasu vagy mas néven PAASCHE-féle (kiejtése: pase) volumenindexet

kapunk.

XN (112)

“ Z%pl

Az arszinvonal relativ valtozasat hasonld6 modon, azonos mennyiségeket hasznald
aggregatumok hanyadosaibdl képzett index segitségével tudjuk kimutatni. Ebben az
esetben is hasznaljuk a bazisidészaki siulyozasu vagy mas néven LASPEYRES-féle

arindexet:

RN (113)

- zpo‘]o ’

valamint a targyidészaki sulyozasi vagy mas néven PAASCHE-féle arindexet:

I' = 2 P (114)

- zpo% '

A (111)-(114) képleteket az indexek aggregat-formainak nevezziik, mert aggregatumok

hanyadosai.

Megjegyzés: a (111) és (113) szamlalojaban, illetve a (112) és (114) képletek nevezdjében

szerepld Osszegek fiktiv aggregatumok, a tobbi valos aggregatum.

Az emlitett indexek kozott fenndll a (115) Osszefiiggés.
0 1 1 0
I,=1,-1,=1,-1, (115)

Megjegyzés: az empirikus elemzéseknél a (115) alkalmas arra, hogy (a mar ismert)

barmelyik két index segitségével a harmadikat is kiszamithassuk.
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5.2. Erték-, ar- és volumenindexek

Az indexek atlag-formdi

A (111)-(114) aggregat-formaban adott indexek felirhatok az egyedi indexek sulyozott

atlagaként a (116)-(119) mdédon. Ezeket nevezziik az indexek atlag-formainak.

q
70 z% Podo _ zquO

. zpo% - ZVO

(116)

I;: Zplql _ ZVI (117)

q \%
Ziopl% 71
q, l

q

P
p Zpo 490Po _ ZipVO

- Z%po ZVO

(118)

11 _ qupl — ZVI (119)
V) Vi
Zp1 q,pP, zip

Megjegyzés: mig az aggregat-forma szerinti képleteknél a sulyozoé tényezo az ar illetve a

volumen, az atlag-forma szerinti képleteknél mindig az érték a stilyozo tényezo.

A (116) és (118) képlet a megfeleld egyedi indexek sulyozott szdmtani atlaga, mig a (117)

¢s (119) a megfeleld egyedi indexek sulyozott harmonikus atlaga.

Az értékindex is kifejezhetd atlag-formaval:

4:2%”:2“. (120)
ZVO Vi

i

v

Az atlag-formaval kapcsolatosan, azaz a (116)-(120) képletek alkalmazasat érintGen,
felhivjuk a figyelmet a kovetkez6 (gyakorlati szempontbdl jelentds) tényre: a p g, = v, ,
illetve p,q, =v, nem csak valamilyen pénznemben kifejezett érték lehet, hanem a

bazisiddszaki vagy targyiddszaki forgalom (szazalékos vagy egylitthatés formaban adott)

szerkezetét is jelentheti.
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51. példa
Egy boltban haromféle terméket arusitanak. A forgalomrol a 40. tablazat adatai allnak

rendelkezésre.

A bolt forgalmanak adatai

40. tablazat

1998. januar 1999. januar 2000. januar
Termékek Ar Mennyiség Ar Mennyiség Ar Mennyiség
(Ft) (t) (Ft) (t) (Ft) (t)
A 53 110 65 96 68 94
B 81 175 96 176 105 162
C 159 23 176 34 180 35

Ezek alapjan szamitsuk ki a forgalom értékét 1999 januarjara (1998 januarjahoz
viszonyitva) az egyes termékekbdl kiilon-kiilon €és a harom termékre egyiittvéve!
Szamitsunk egyedi érték-, ar- és volumenindexeket! Allapitsuk meg az egyiittes érték-, ar-
és volumenindexet LASPEYRES- és PAASCHE-féle formulaval is! Irjuk fel az indexek kozotti

Osszefiiggéseket!

A forgalom értékét 1998 és 1999 januarjara a 41. tablazat tartalmazza.

A forgalom értéke 1998 janudrjaban (v, ) és 1999 januarjaban (v,)

41. tdblazat

Termékek Vo =4y Py Vi=4q, D
A 5830 6 240
B 14 175 16 896
C 3657 5984

Osszesen 23 662 29 120

A vizsgalt idOszakban a bolt forgalméanak értéke az adott termékcsoportbol 23 662 Ft-rol
29 120 Ft-ra novekedett.

Szamitsuk ki az egyes termékekre vonatkoz6 egyedi érték-, ar- és volumenindexeket!

Hasznaljuk a (105)-(107) képletek altal leirt Osszefiiggéseket! Az eredményeket a 42.
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5.2. Erték-, ar- és volumenindexek

tablazat tartalmazza.

Az egyedi indexek egyiitthatd formajaban kifejezve

42. tablazat

Termékek i, i, i,
A 1,070 1,226 0,873
B 1,192 1,185 1,006
C 1,636 1,107 1,478

A 42. tdblazat adatai a kovetkezOképpen értelmezhetdek: azt mondhatjuk, hogy az A
termék ara 1998 januarjatol 1999 januarjaig 22,6%-nétt, mig az eladott mennyisége 12,7%-
kal csokkent. Az A termék forgalmanak értéke igy 7,0%-kal nétt. A B és a C termékekre

vonatkozo6 adatok hasonldan értelmezhetdek.

A harom termék egyiittes forgalmara vonatkozo értékindex a (110) képlet és a 41. tablazat

0sszesen sora alapjan:

(=220 a1,
23662

Az adott boltban a vizsgalt termékcsoportra a vasarlok 23,1%-kal koltottek tobbet 1999

januarjaban, mint 1998 hasonl6 idészakaban.
Az egyiittes arindexeket kiszamithatjuk a (113)-(114) képletekkel:

_110-65+175-96 +23-176 27998

I° =
P
23662 23662

=1,183;

I 29120 _ 29120 1177
?96-53+176-81+34-159 24750
vagy a (118)-(119) atlag-forma szerinti képletekkel is:

1,226 -5830+1,185-14175 + 1,107 - 3657

=1,183;
23662

0
Ip

o 29120
P 6240 R 16896 .\ 5984
1,226 1,185 1,107

=1177.
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Ha a forgalom 1999 januarjaban ugyanolyan mennyiségli és szerkezetii lett volna, mint
1998 janudrjaban, akkor csak az arvaltozasok miatt 18,3%-kal koltottek volna tobbet a
vizsgalt termékcsoportra az adott boltban. Ha a fogyasztds mar 1998-ban olyan nagysag
¢és szerkezetl lett volna, mint 1999-ben, az atlagos arszinvonal novekedése 17,7%-os lett

volna 1998 januarjahoz viszonyitva.

Az egyiittes volumenindexek a (111)-(112) képletek alapjéan:

o J 24750 e
¢ 23662

1 =22120 040
7727998

Ha az 1998. janudri arakat tekintjiik 6sszehasonlité arnak, akkor 4,6%-kal novekedett a
forgalom mennyisége az adott termékcsoportbol, az 1999. januari arakkal szamolva pedig

4,0%-kal nétt a vizsgalt termékek eladott mennyisége.
Osszefiiggések:

I, =1]-1,=1,046-1177 =1,231;

%

I,=1)-1° =1,040-1183 = 1,230.

v

(Megjegyzés: kerekitési hiban beliil a két eredmény megegyezik.)

Deflalas

A gazdasagstatisztikaban nagy jelentdségii a kovetkez6 miivelet:

%. (121)

p

A fenti Osszefiiggés szamlalojaban levd targyidészakra vonatkozo értéket folyoaras
aggregatumnak nevezziik. Valamely aggregadtum arindexszel valo osztésa a deflalas. Egy
folyoaras adat deflator arindexszel vald osztasakor bazisiddszaki arszinvonalon kifejezett

aggregatumhoz jutunk, melyet a folydaras aggregatum realértékének neveziink.
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Ha a (121) Osszefiiggés szamlaldjaba 1-et irunk, vagyis képezziik az arindex reciprokat,
akkor azt kapjuk meg, hogy egy pénzegység a targyiddszakban mennyit ér bazisiddszaki

arszinvonalon szamitva. Ez az adott pénznem vasarlderejének valtozasat adja meg.
Arollok

A statisztikai elemzésekben el6fordul, hogy bizonyos indexek 6sszehasonlitasara kertil sor,
¢s ilyenkor ezt szintén hanyados-képzéssel tessziik meg. Két drindex hanyadosat arollonak

nevezzik. A két legfontosabb aroll6 az agrarollo és a kiilkereskedelmi csereardny-index.

Az agraroll6 a mezdgazdasagi termeléshez felhasznalt iparcikkek beszerzési arindexének

rrrrr

A kiilkereskedelmi cserearany-index az export arvaltozasanak az import arvaltozasdhoz

viszonyitott ardnyat mutatja.
Indexprobak

Mivel az ar- és volumenindexeket tobbféleképpen is kiszamithatjuk (attél fliggden, hogy
milyen mennyiséget, vagy milyen drat tekintiink Osszehasonlitonak), a kiilonb6zo
indexekkel szemben kiilonféle kovetelményeket fogalmazunk meg. Ezek eldsegithetik egy

jelenség tomor, szamszerl jellemzésére hasznalhatd indexek kdzotti valasztast.

A fontosabb indexprébak a kovetkezdek:

— 0Osszemérhetdségi préba: az index értéke legyen filiggetlen a mennyiségi adatok
mértékegységétol;

— idépréba: az idészakok felcserélésével kapott index és az eredeti index kdzott reciprok
Osszefiiggés alljon fenn;

— tényezoproba: az ugyanazon tipusu ar- és volumenindex szorzata legyen egyenld az
értékindexszel;

— atlagprdéba: az index az egyedi indexek valamilyen atlaga legyen;

— lancpréba: indexsorok esetében a lancindexek szorzata legyen egyenld az ugyanazon

formulaval szamitott bazisindexszel.

Az eddig megismert LASPEYRES-féle és PAASCHE-féle indexek nem tesznek eleget az

idéprobanak, a tényezdprobanak és a lancprobanak. A statisztikai irodalomban ismert

FISHER-féle index (jele: 17) eleget tesz a fenti kdvetelményeknek. A (122)-(123) képlettel
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definialt index a LASPEYRES-féle és PAASCHE-féle indexek mértani atlagaval szamol. Lasd
a (33) képletet.

FISHER-féle volumenindex

17 =I1°1 (122)

q q9°q °

FISHER-féle arindex

17 =11 . (123)

P PP

A két index szorzata az értékindexszel egyenld.

F F
1,=1"-1!

v

Megjegyzés: az emlitett indexfajtdk (LASPEYRES-, PAASCHE- és FISHER-féle) mellett a

statisztikai irodalomban még sok mas indexfajta is ismert, de ezekkel konyviinkben nem

foglalkozunk.

Indexsorok

A gyakorlatban gyakran keriil sor ketténél tobb aggregatum Osszevetésére. Indexek

kettonél tobb iddszakra vonatkozo Osszefliggd sorozatat indexsornak nevezziik. Az

indexsoroknak az alabbi fajtait kiilonboztetjiikk meg.

Attol fiiggden, hogy milyen jelenség véltozasat mutatjdk az indexek, beszéliink érték-,
ar- és volumen-indexsorokrol.

Az id6szakok Osszehasonlitasanak modja szerint most is megkiilonboztetjiik a bazis- és
lanc-indexsorokat. Ha mindig egy rogzitett aggregatumhoz viszonyitjuk a kiilonb6zd
iddszakokhoz tartoz6 aggregadtumokat, akkor bazis-indexsort kapunk. A lanc-
indexsorok szamitdsakor a viszonyitds alapja (altalaban) a megel6z6 idészakhoz
tartozd aggregatum.

Az indexsorok a stlyozas modja szerint is kiilsnbozhetnek egymastol. Allandé salyu
indexsorrodl beszéliink, ha a stlyok (volumenindexek esetén az arak, arindexek esetén
a mennyiségek) az egész indexsorban, tehat az Osszes aggregatumban azonosak. A
valtozé silyd indexsor tagjaiban a sulyok mdas-mas iddszakbol szarmaznak (az

indexeken beliil, a szdmlaloban és a nevezdben természetesen ekkor is azonosak).

Az elObbiek miatt az indexsorok tagjainak megkiilonboztetésére a kovetkezd Gsszetett
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jelolést hasznaljuk:
I/ (c/d) acd: 01,..t...T b:p, q, v; (124)

ahol

a:  aztjeloli, hogy a sulyok melyik ¢ iddszakbol szarmaznak,

b:  aztjeloli, hogy az indexek milyen jelenség relativ valtozasat mutatjak,
c,d: aztjeloli, hogy mely id0szakokhoz tartoznak az egymashoz viszonyitott

aggregatumok.

LASPEYRES-, PAASHE- ¢és FISHER-féle indexeknek egyértelmiien csak a valtozo sulyu lanc-

indexsorok tagjai nevezhetdek.
Viltozo6 sulya lanc-indexsorok:

Volumen Ar

D4.p, 4 D.4..p
WOLISEE 171 =&

Z%—lpz—l z%—lpz—l

. -1 _
LASPEYRES: I, (@t/t-1)=

PAASCHE: [;(t/t—l):m IL(t/,_l):M
D4..p X
FISCHER: 7 =I5 /=1 I e-1) 17 =15 @/ e=1) I/t =1)

Arra a kérdésre, hogy alland6 vagy valtozé sulyozédsu indexeket szamitsunk-e nem lehet
egyértelmii valaszt adni. Ha a valtozo6 stlyt bazisindexekbdl lancindexeket vagy a lanc-
indexsorbol bazisindexeket szarmaztatunk, akkor lehetséges, hogy a kapott index nem tesz
eleget az atlagprobanak, vagyis nem a megfeleld egyedi indexek atlaga, esetleg nincs is az
azok altal meghatarozott intervallumban. Az 4llando6 stlyu indexsoroknal ilyen probléma
nem fordul eld. Ezek alkalmazéasakor a gondot a stlyok elavuldsa okozza. Ez azt jelenti,
hogy egy hosszabb idészak esetén a rogzitett stlyaranyok egyre tavolabb keriilnek az
Osszehasonlitott idOszakokra jellemzd tényleges aranyoktdl, sét a termékek folyamatos
cser¢lodése miatt szlkiilhet az Osszehasonlithatdo termékek kore. Az emlitett problémak
miatt a gyakorlatban a szakaszosan allandé stlytl indexsorokat szoktuk alkalmazni. Ekkor

a sulyokat 5-10 évenként cseréljiik.

131



5. Standardizalas és indexszamitas

52. példa

Szamitsuk ki az 51. példa adataibol az 1998. januari bazisa 1998. és 1999. januari allando
sulyt ar-indexsort valamint a FISHER-féle valtoz6 sulyt volumen-indexsort.

Az 1998. januari bazisu alland6 sulya ar-indexsor 1998. januari allando stllyal:

qu998 * Proos

=100,0%
2%998 “ Proos

1998: 111)998(1998/1998) =

1999: 111)998(1999/1998) = M =118,3%

2%998 " Proos

2000: 111)998 (2000/1998) = M =126,8%

2%998 " Proos

Az 1998. januari bazisu alland6 sulyt ar-indexsor 1999. januari allando stllyal:

_ 2%999 " Proos

1998: [11,999(1998/1998) = =100,0%
2%999 " Proos

1999: [;999(1999/1998) =M= 117,7%
2‘11999 " Pioos

2000: [;999 (2000/1998) = M =125,8%

2‘11999 " P1oog

A FISHER-féle valtoz6 sulyt volumen-indexsor:

F 1998 1999
Iq7 (1999/1998)2\/1q (1999/1998)'1q (1999 /1998) =

1999:
_ 2%999 " P1oog 2%999 “Proge o
. =104,3%
2%998 " P1oog 2%998 " P199g

F 71999 2000 _
[q (2000/1999) = Iq (2000/1999)-1q (2000/1999) =

2000:
_ Z‘Izooo " Pro9g Z%ooo "Paooo o
= . =95,5%
2%999 " P1ogo 2%999 " P200o
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5.3. A BORTKIEWICZ-féle 0sszefliggés

5.3. A BORTKIEWICZ-féle dsszefiiggés

Az ugyanazon adatokbol kiilonbozd tipusu formuléval kiszamitott ar- és volumenindexek
altalaban eltéré eredményt adnak. A tovabbiakban a LASPEYRES-féle és PAASCHE-féle
indexek kozotti 0sszefiiggést vizsgaljuk részletesebben. Erre vonatkozik a BORTKIEWICZ-
tétel néven ismert (125) Osszefiiggés.

I, I

1
—_P _ . .
— = 0—1+Viq V., -7
q p

(125)

ahol:

v, és v, :azegyedi volumen- és arindexek relativ szorésa,
q P

r,. :az egyedi volumen- és arindexek kozotti lineéris korrelacids egyiitthato.

lglp

A (125) Osszefiiggés azonban csak akkor érvényes, ha a jobboldalan szereplé minden

mutatoszamot a v, sulyok segitségével szamitjuk ki!

Az egyedi indexek szordsa az (52) szorasképlet alapjan a (126) illetve a (127) mddon
irhato fel.

O-iq — \/Zvogqv_ I;)) (126)

o, = \/ZVong—fp) (127)

Ezeket felhasznalva, a relativ szords (54) képlete alapjan, az egyedi indexek relativ

szorasat a (128) és a (129) képlet tartalmazza.

= = 128
Viq ];) ( )
== 129
Vip 11()) ( )

Az egyedi indexek kozotti linearis korrelacids egylitthatd kiszdmitdsdhoz sziikség van a
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5. Standardizalas és indexszamitas

kovariancidra. A (92) képletnek megfeleléen

C = ZVO(iq _15)(ip _12).

y (130)
ar Z VO
A linedris korrelacios egyiitthatot (98) alapjan a (131) képlet definialja.
Ci i
r,, =—-— (131)
qpr O— O—

Vizsgaljuk most meg, hogy a BORTKIEWICZ-féle Osszefliggés baloldalan all6 hanyadosok
mikor lehetnek egynél kisebbek. Ez pontosan akkor all fenn, ha az egyedi indexek kozotti
linedris korrelacios egyiitthato értéke negativ, hiszen a relativ szordsok bizonyosan nem

negativak. Az T egyiitthatd negativ eldjele azt jelzi, hogy az egyedi ar- ¢és

volumenindexek (altalaban) ellentétes iranyban valtoznak. Ez pedig, a kozgazdasagtanbol
ismert helyettesitési hatas kovetkeztében, a valésdgban majdnem mindig igy is van. Emiatt
altalanos jelenség, hogy a bazisiddszaki sulyozast indexek nagyobbak a targyiddszaki

sulyozasu megfeleld indexeknél.

53. példa

Szamszerlsitsiik az 51. példaban szerepld egyedi indexek kozotti sztochasztikus kapcsolat

erdsségét, irjuk fel a BORTKIEWICZ-féle Osszefiiggést!

El6szor szamitsuk ki az egyedi ar- és volumenindexek szorasat a (126)-(127) képletek
segitségével. (Az egyedi indexeket, a bazisidoszaki forgalom értékét, valamint a

LASPEYRES-féle indexeket mar az 51. példaban kiszamitottuk.)

o _2J5830~(L226——L183)2+14175-(L185——L183)24—3657-(L107——L183)2

=0,037;
23662

- __J5830-(0373-L046Y +14175-(L006——L046)24—3657-(L478——L046)2__0193

W 23662 ST

Ezeket az eredményeket felhasznalva (128)-(129) szerint az egyedi indexek relativ szorasa

a kovetkez0:
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5.3. A BORTKIEWICZ-féle 0sszefliggés

v, =29 485,
1,046

v, =297 _ 4031,
» T LI83

Az egyedi indexek kozotti linearis korrelacids egyiitthatd kiszamitasdhoz sziikség van az

egyedi indexek kovariancidjara. Ezt a (130) képlet segitségével tudjuk kiszamitani.

5830 (0,873 —1,046) - (1,226 — 1,183) + ... + 3657 - (1,478 — 1,046) - (1,107 — 1,183) _
iy 23662 B

=-0,007

Az egyedi indexek kozotti kapcsolat szorossagat kifejezo linearis korrelacids egyiitthatot a

(131) képlet alkalmazasaval nyerjiik.

- 0,007

r,=——— = 0,980
" 0,037-0,193

A 42. tablazat alapjdn mar lathattuk, hogy az A termék éara emelkedett legnagyobb
mértékben, mig legkevésbé a C termék dragult. A mennyiségi valtozas ezzel ellentétes
iranyu volt, az A termékbdl vasarolt mennyiség 12,7%-kal csokkent, mig a relativ mdédon
leginkabb olcsobba valt (abszolit mértékben persze dragult) C termékbdl 47,8%-kal nétt a
kereslet. Ez a mar emlitett helyettesitési hatds. Annak mértékét, hogy milyen erds a
kapcsolat az egyedi ar- és volumenindexek kozott a linearis korreldcios egyiitthatdval

tudjuk kifejezni. Lathatjuk, hogy a kapcsolat igen erds, és természetesen negativ irdnyu.
A BORTKIEWICZ-féle 0sszefiiggés:

1040 _L177 0,185-0,031-(~0,980)=0,994 ;
1,046 1,183

azaz a PAASCHE- ¢és a LASPEYRES-féle indexek hanyadosa 1-nél kisebb.

Fontossdga miatt kiemeljilk a kovetkezé torvényszerliséget: az indexek gyakorlati

alkalmazasakor altaldban igaz, hogy a targyiddszaki sulyozasu indexek (/ ; VagyI;) a

bazisiddszaki sulyozasu indexeknél (/1 2 vagy I ; ) kisebbek.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

6.1. Linearis regresszio

A 4. fejezetben mar vizsgaltuk a kiilonb6z6 tipust ismérvek kozotti kapcsolatokat, igy a
mennyiségi ismérvek kozotti kapcsolatot is. Foglalkoztunk azzal, hogy miként lehet
megvizsgalni, hogy két ismérv kozott 1étezik-e kapcsolat, és (ha igen, akkor) ennek
erdsségét (€s iranyat) hogyan lehet szamszertisiteni. Nem foglalkoztunk viszont részletesen
azzal, hogy sztochasztikus kapcsolat esetén az egyik ismérv 4ltal hordozott
tobbletinforméciot hogyan tudndnk felhasznalni a masik ismérv  értékeinek
meghatarozasara. A korrelaciészamitds soran tehat, csak a kapcsolat erésségét vizsgaltuk,
¢és az egylittmozgast szimmetrikus mutatokkal szamszertsitettiikk. Az 6sszefiiggéseket ok-
okozati kapcsolattal leir6 modszert regressziészamitasnak nevezziik. Ennek megfeleld

illusztracid a 16. abran lathato.

A regresszidszamitas grafikus modellje

X

U

fx)

ﬂ

y

16. abra

Amint lathat6, a bemeneti (ok) és a kimeneti (okozat) adatok Osszefiiggése egyértelmdi,
azaz szerepik nem cserélhetd fel. Az ezeket 0sszekotd f(x) funkcionalis operdtor egy

fekete dobozként is felfoghato. A regresszidszamitas feladata ennek identifikéalésa.
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6.1. Linearis regresszio

A regresszios egyenes

Induljunk ki most is az adatok pontdiagramjabol, és tegyiik fel, hogy ezekre nagyjabol
rdilleszthetd egy egyenes. Célunk az lesz, hogy a pontokhoz legkdzelebbi egyenest
megtalaljuk. Azt, hogy melyik egyenes tekinthetd a legkozelebbinek tobbféleképpen is
meghatarozhatjuk. Mar a pontok és az egyenesek tavolsagat is tobbféleképpen mérhet;jiik.
Példaul, egy pont és egy egyenes tavolsagat megallapithatjuk az adott pontbol az illesztett
egyenesre (Un. regressziés egyenesre) bocsatott merdlegesen mérve (ahogy azt
geometriailag meghataroznank), vagy a pontbol a regresszidos egyenesig huzott
vizszintesen (vagyis az X tengellyel parhuzamosan), illetve fiiggélegesen (vagyis az Y

tengellyel parhuzamosan). A legegyszeriibben az utobbi mdédon tudjuk meghatarozni az

*

egyenes €s a pont tavolsagat, hiszen ez |y,— y,|, ha y,-vel jeloljik az x,-hez tartoz6 y,

empirikus érték (regresszids fiiggvény alapjan kiszamitott) elméleti megfeleldjét.

Még mindig kérdés azonban, hogy ezen tavolsdgokat hogyan Osszegezziik, €s ezt az
Osszeget hogyan minimalizaljuk. A statisztikai gyakorlat erre vonatkozdan legtobbszor az
un. legkisebb négyzetek médszerét (LNM) alkalmazza. E szerint a tavolsagok

négyzetosszegét kell minimalizalni, és ez alapjan meghatarozni a megfeleld egyenest.

Legyen a keresett egyenes y=f,+ B,x alaka. A B, és B, egyiitthatokat regressziés

paramétereknek nevezziik. A 3, a regresszids egyiitthaté vagy regresszios koefficiens.

Az y véltoz6t eredményvaltozonak, az x valtozot magyarazdévaltozonak hivjuk.

Amennyiben a kapcsolat a két valtoz6 kozott sztochasztikus, akkor a regresszids egyenes
altal meghatarozott értékek (altalaban) eltérnek a tényleges értékektdl. Ezt az eltérést

hibatagnak nevezziik, és e-nal jeloljiik.

A fentiek szerint felirhato a kovetkezd Osszefiiggés:

y=B,+PB,x+¢e.

A gyakorlatban gyakran ugy végezzik el a regresszids illesztést, hogy a sokasagbol csak
né¢hany (xi, y[) adatpar ismert (i=1,2,....,n < N), ezek alapjan (mintabeli informaciok)

hatdrozzuk meg a sokasagra vonatkozd regresszidfiiggveényt, illetve paramétereit. A
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

megfigyelések forrasaként rendszerint vagy idésort vagy un. Keresztmetszeti adatokat
hasznalunk. Ez utoébbi azonos idépontra ¢és kiilonb6zd helyszinekre vonatkozd

informdciokat jelent.

A tovabbiakban (terminologiankban) feltételezziik, hogy a kapcsolat vizsgélata soran csak
egy részmegfigyelés eredménye (minta) all rendelkezésiinkre. Ekkor a 6 regresszios
paraméterek a tényleges [ paraméterek becsiilt értékei. A hibatagok becsiilt értékeit

reziduumoknak nevezziik, és e-vel jeloljiik.

A fentiek szerint

y, =P, +Bx, +e, i=1,2,....n 2<n<N; (132)
illetve

)A/i:B0+B1x,'a (133)
azaz

=Y, =V

A legkisebb négyzetek modszere és a normdlegyenletek

Az LNM szerint minimalizalnunk kell a

Osszeget.

(Lasd a 17. abrat!)
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6.1. Linearis regresszio

Regresszios egyenes ( y = [§0 + [§1x)

Vi

€

€1

€n

17. abra

n

Olyan [§O és 61 konstansokat keresiink, amelyre Z(yl. - [§0 - [glxl. )2 minimalis. Ezt

i=1

konnyen megkaphatjuk, ha meghatdrozzuk a fenti 6sszeg o illetve P, szerinti parcialis

derivaltjat, és ezeket egyenlévé tessziik 0-val. Az igy kapott egyenleteket nevezziik majd

normalegyenleteknek.

A két normalegyenletbdl allo egyenletrendszer az alabbi.
ZJ’i =nP, + Blzxi
i=1 i=1

n ~ n ~ n

_ 2
inyi = Bozxi + Blzxi
i=1 i=1 i=1

A normalegyenletek megoldasaval a  regresszios

meghatarozhatdak.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A (134) egyenlet mindkét oldalat n-nel osztva:

Tehat az ()?, )7) pont rajta van a regresszids egyenesen.

y:BO—‘FBlf'

(136)

frjuk fel most azt a regresszids egyenest, amelyben y a magyarazovaltozo, és x az

eredményvaltozo!

Regresszids egyenes (X =y, +vY,»)

m;

Mn

Vi

18

. abra

Itt most az elézdekhez hasonléan Zml.z -et kell minimalizalni. (Lasd a 18. abrat!) A

keresett regresszios egyenes legyen a kovetkezo alaku:

A

v

i=1

A A~

X=Y,+7,y.

paraméterek  meghatarozasdhoz

most
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6.1. Linearis regresszio

normalegyenletekhez jutunk.

in =ny, +’Y’\12yi

i=1 i=1
Zyixi :'YAOZ)’[ +YA1Z)’52
i=1 i=1 =

Megjegyzés: a most meghatarozott és a (133) szerinti egyenes altalaban nem esik egybe,

azaz y(x) és x(y) rendszerint valamilyen szdget zar be. Lasd a 19. abrat!

Az y(x) ésaz x(y) regresszios egyenesek

Yi

19. abra

Az ()_c, )7) pont mindkét regresszids egyenesen rajta van.

A regresszios paraméterek meghatarozasa a kovariancia modszerével

A tovéabbiakban, az egyszerliség végett, a futdoindexek feltiintetésétdl eltekintiink.

Fejezziik most ki 61 -et a (134)-(135) norméalegyenletekbdl!
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A megfelelo miiveleteket elvégezve

S x? = (3 x) zx_{zxj 2%

A fenti egyenlet jobboldalan a szamlaldéban éppen a kovariancia, mig a nevezoben éppen x

szorasnégyzete all. Lasd az (51) és (97) képleteket.

. C
B, = (138)

(¢

X

&

[\S]

A regresszids egyiitthatd ismeretében, (136) segitségével, a 60 is konnyen kiszdmithato.

Standardizalt valtozok kozotti kapcsolat

Ha az y(x) és x(y) egyenleteit (bizonyos atalakitdsok utdn) a megfeleld szorasokkal

elosztjuk, akkor a standardizalt valtozok kozotti 0sszefiiggéshez jutunk.

A transzformalt valtozdkra vezessik be az

Y=Yy és az X _x
Gy Gx

jeloléseket. Ekkor a regresszids egyeneseket az alabbi moédon irhatjuk fel.

Megjegyzés: mint tudjuk ., =r, =r.
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6.1. Linearis regresszio

Egy diagramon abrazolva a két egyenest a 20. dbranak megfeleld képet kapjuk.

A standardizalt valtozok kozotti regresszios Osszefiiggések

20. abra
X=rY az Ytengellyel és Y =rX az X tengellyel ugyanakkora 0 szoget zar be. Tehat:
r =tanf.

Nyilvanval6é most mar, hogy a két egyenes csak akkor esik egybe, ha az ismérvek kozotti

kapcsolat determinisztikus, vagyis | r | =1.

Megjegyzés: konnyen belathatd, hogy a standardizalt véltozok és az eredeti valtozok

linearis korrelacios egyiitthatoja egyenlo.

xy
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

Osszefiiggés a regressziés egyiitthatok és a linearis korreldciés egyiitthatd kozott

Mivel

Xy r ~ Xy
Blz 2 s Y1: 2
G c,

ezek szorzatanak négyzetgyoke éppen a linedris korrelacios egyiitthatd abszolut értékével

egyenlo.

VB, =| ] (139)

Konnyen belathat6 az alabbi két 6sszefliggés:
ha [?;1 és v, pozitiv, akkor :\/BAlyAl ;

ha B, és ¥, negativ, akkor r=—p 7, .

Paraméterbecslés datlagtol vett eltérések segitségével

Vegyiik még egyszer szemiigyre a (134)-(135) normalegyenleteket és hajtsuk végre a

kovetkezd transzformdciot: helyettesitsiik az x, és y, értékeket az atlaguktol vett
eltéreseikkel d, -vel ¢s d, -vel, a (93)-(94) képletek jeloléseinek megfeleléen. A

transzformalt valtozokra az aldbbi normdlegyenletek vonatkoznak. (A tovabbiakban egy

rovid idore eltekintiink a futdéindexek feltiintetésétol.)

zdy :”60 + Slzd,v
dedy :BAozdx + glzdi

144



6.1. Linearis regresszio

Az alkalmazott lineéris transzformacioval az ()?,)7) pont kerlilt az origodba, de a regresszios
egyenes meredeksége nem valtozott. Az eléz6 egyenletrendszerbdl tehdt az eredeti,
keresett egyenes ﬁl paramétere meghatarozhatdo. A szamtani atlag tulajdonsagéabol

addddan

(Lasd a 3.2. fejezetet.) Ennek felhasznaldsédval a masodik normalegyenletbdl 61 konnyen

megkaphato:

f= (140)

A [§O paramétert (136) segitségével hatarozhatjuk meg:

A

Bo=y-Bx.
Paraméterbecslés matrixegyenletekkel

A most kovetkezd mddszer egy Gjabb lehetdséget kinal a regresszids egyenes egyenletének
felirasara. rjuk fel a normalegyenleteket matrixalgebrai jeloléssel. Alkalmazzuk az alabbi

vektorokat, illetve matrixot.

N 1 x €
N
: : B, :
yn 1 xn 8"

A regressziofiiggvény a fenti jelolésekkel:
y=Xp+e.

A mintabol kiszamitott regresszios egyenes egyenlete a kovetkezOképpen irhato fel:

~

y=Xp. (141)
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A paraméterek vektorat a normalegyenleteken alkalmazott matrixmiiveletek elvégzése utan

a (142) alakra hozhatjuk.
B=(X'X)"'X"y (142)
Megjegyzés: X'az X matrix transzponaltjat jelenti.

A most bevezetett jelolésrendszer azért fontos, mert altalanosithato tobbvaltozos esetre. A

tobbvaltozos regresszidoszamitassal a masodik kotetben foglalkozunk.

Az emlitett megoldasi modszerek (normalegyenletek, kovariancia, differencidk,

matrixegyenlet) mindegyikére fenndllnak az alabbi 6sszefiiggések.

Zyi = Zj}l
i=1 i=1

Megjegyzés: a fenti 0sszefliggések mind az alkalmazott LNM-nek a kdvetkezménye. A

szamitasaink pontossaganak ellendrzésére barmelyik 0sszefiiggés alkalmazhato.
A regresszioszamitas eredményeinek értelmezése

Elészor a regresszids egyenes paramétereinek statisztikai, kdzgazdasagi értelmezését kell

megadnunk. (A matematikai értelmezés természetesen nem elégséges.)

A [gl (regresszios egyiitthatd) azt mutatja meg, hogy az x magyarazovaltozod egységnyi
novekedése az eredményvaltozo atlagosan mekkora (abszolut) valtozasaval jar egyiitt.
Tehat az x valtozo értékét 1 egységgel ndvelve az y valtozo értéke atlagosan [§1 értekével

novekszik, vagy csokken. A regresszios egyiitthatd pozitiv vagy negativ eldjele a kapcsolat

iranyat fejezi ki.

A [§0 paraméter az x=0 esetre ad elméleti értéket. Természetesen csak akkor

értelmezhetd, ha a 0 érték beletartozik x ismérvvaltozatai koz¢é, vagy még inkabb azon x-ek
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6.1. Linearis regresszio

kozé, amelyekbdl a regresszids egyenes egyenletét szamitottuk. A [§0 értéknek tehat

gyakran nem tulajdonithato statisztikai, kozgazdasagi tartalom.

Az y fuggvényértékek a megfeleld x ismérvértékhez tartozo y értékek elméleti megfeleldi.

A tényleges y értékek ezért két tag 6sszegére bonthatoak:
V=Y te.

¥, nem mas, mint az y ismérvérték x,-vel magyarazhato része, mig e, az a rész, amelyet a

magyarazovaltozon kiviili 0sszes tobbi tényezd befolydsol. Ezeket a vizsgalat

szempontjabol véletlen tényezdknek tekintjiik.
Elaszticitds

Az el6z6 pontban azt vizsgaltuk, hogy az x valtozasa atlagosan mekkora abszolut valtozast
idéz eld y-ban. A kozgazdasagi elemzésekben azonban az eredményvaltozd relativ
valtozasanak van kiemelkedd szerepe. Ennek leggyakrabban alkalmazott mérészdma a

(143) képlettel definialt un. elaszticitasi vagy rugalmassagi egyiitthaté.

E=".2 (143)
y

Ez a mutatdoszdm arra ad valaszt, hogy az x magyarazovaltozo adott értékének 1%-os
novekedése megkozelitbleg és atlagosan milyen relativ valtozast eredményez az y

valtozoban.

A rugalmassag természetesen altaldban minden x értékre mas és mas. (A gyakorlatban
legtobbszor az x pontban szamitjuk.) A rugalmassagi egyiitthaté tehat arra ad valaszt,
hogy a vizsgélt jelenség y ismérvértéke hogyan reagal x adott értékrdl vald 1%-os

elmozduléasara. A (143) alapjan kapott eredmény mar szédzalé¢kos formaban adott.

Az elaszticitds meghatarozasa a (133) regressziofliiggvény alapjan torténhet, a (144) képlet

szerint.

e

I

=>
< | =%

(144)
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

54. példa

Eurdpa néhany allamanak egy fore jutd bruttd hazai termékét (folydaron), valamint az ezer

lakosra jutd személyi szamitogépek szamat a 43. tdblazat tartalmazza.

Az egy fore jutd GDP és az ezer lakosra jutd
PC-k szdma Eur6pa néhany allamaban 1995-ben

43. tablazat

Orszag Egy fore jut6 GDP Ezer lakosra juté PC-k
(ezer USD) szama (db)
Belgium 26,0 138
Csehorszag 5,2 53
Dania 32,4 271
Finnorszag 23,6 182
Franciaorszag 26,0 134
Hollandia 24,7 201
frorszag 17,9 145
Lengyelorszag 3,3 29
Magyarorszag 4,4 39
Neémetorszag 28,3 165
Norvégia 34,2 273
Portugéalia 10,1 61
Romania 1,5 5
Spanyolorszag 14,6 82
Svéjc 41,5 348
Svédorszag 27,9 193

Forras: Nemzetkdzi statisztikai zsebkonyv, KSH, Bp., 1999.
Magyar statisztikai évkonyv, KSH, Bp., 1997.

Szamitsuk ki és értelmezzilk a regresszios fiiggvény paramétereit! Szamitsunk

rugalmassagi egyiitthatot a magyarazdvaltozo atlagértékénél!

Mindenek el6tt abrazoljuk pontdiagramon az adatainkat. Az egy fore juto GDP-t fogjuk
magyarazdvaltozonak tekinteni (x), az ezer lakosra jutdé PC-k szdmat pedig
eredményvaltozonak (y). A 21. 4bra alapjan a két valtozo kozotti linearitas feltételezhetd,

azaz alkalmazhatjuk a (133) szerinti linearis modellt.
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6.1. Linearis regresszio

Az egy fore jutd GDP és az ezer lakosra jutd

PC-k szama Eur6pa néhany allamaban 1995-ben

400 -

N w w

N o (&)

() (@) o
I I I

150 - °

100 -

Ezer lakosra juté PC-k szama

50 - ®

200 - °

07. I I
0 10 20

Eqgy fére juté GDP (ezer USD)

40

50

21. abra

Eloészor irjuk fel a (134)-(135) normalegyenleteket.

mellékszamitasokat a 44. tablazat tartalmazza.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A normalegyenletek meghatarozasahoz sziikséges mellékszamitasok

44. tablazat

X, Vi X, -y, x;
26,0 138 3 588,0 676,00
5,2 53 275,6 27,04
32,4 271 8 780,4 1 049,76
23,6 182 4295,2 556,96
26,0 134 3484,0 676,00
24,7 201 4964,7 610,09
17,9 145 25955 320,41
3,3 29 95,7 10,89
4,4 39 171,6 19,36
28,3 165 4 669,5 800,89
34,2 273 9336,6 1 169,64
10,1 61 616,1 102,01
1,5 5 7,5 2,25
14,6 82 1197,2 213,16
41,5 348 14 4420 172225
27,9 193 5384,7 778,41
321,6 2319 63 904,3 8 735,12

A két normalegyenlet az alabbi.

2319=16B, +321,6B,
63904,3 =321,6B, +8735,120,

A fenti kétismeretlenes egyenletrendszerbdl matematikai atalakitasokkal a paraméterek

értékeire a kovetkezo eredményeket kapjuk:

B,=-81 é P, =76.

A regresszids egyenes egyenlete:

$=-81+7,6-x.
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6.1. Linearis regresszio

A paramétereket megkaphattuk volna az atlagoktol (x = 20,1 és y =144,9) vett eltérések

segitségével is a (140) és (136) képlet szerint. Az ehhez sziikséges mellékszamitdsokat a

45. tablazat tartalmazza.

A normalegyenletek meghatarozasahoz sziikséges mellékszamitasok

45. tdblazat

d, d, d. -d, df
59 -6,9 -40,93 34,81
-14,9 -91,9 1369,87 222,01
12,3 126,1 1 550,57 151,29
3,5 37,1 129,72 12,25
59 -10,9 -64,53 34,81
4,6 56,1 257,89 21,16
2,2 0,1 -0,14 4,84
-16,8 -115,9 1 947,75 282,24
-15,7 -105,9 1 663,22 246,49
8,2 20,1 164,51 67,24
14,1 128,1 1 805,68 198,81
-10,0 -83,9 839,38 100,00
-18,6 -139,9 2 602,84 345,96
-5,5 -62,9 346,16 30,25
21,4 203,1 4 345,54 457,96
7,8 48,1 374,89 60,84
0,0 0,0 17 292,40 2 270,96

A regresszids egyiitthat6 értéke:
B, = 72929 5 c146~76.
2270,96

A (136) 6sszefliggés alapjan:

A

B, =144,9375-7,6146-20,1 =-8,1155~ -8,1.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A regresszids egyiitthatot a kovariancia €s a magyarazdvaltozd szorasnégyzetének

segitségével is megkaphattuk volna:
C, =1080,75 ¢és o) =141,94.
A (138) képlet alapjan:

BAI _ 1080,75 _76
141,94

A

Végiil szamitsuk ki a paramétereket a matrixegyenlet megoldasaval is.

138 1 26,0
53 1 572 .~ | B
y = : X = : B:{EO:|
: : B,
193 1 279

A paraméterek vektorat a (142) képlet segitségével tudjuk kifejezni.

1 26,0
1 1 S | I 52 16,0 3216
X’X: . =
{26,0 52 27,9} : {321,6 8735,1}
1 279
o\ 0,24040 —0,00885
(XX)" =
—0,00885 0,00044
138
, 1 r - 1 53 2319,0
{26,0 52 27,9} : {63904,3}
193

. 0,24040 -0,00885] [ 2319,0] [-8.I
~1-0,00885  0,00044 | |639043| | 7.6

152



6.1. Linearis regresszio

Az y vektor és a (141) matrixegyenlet segitségével konnyen kiszdmithatd a reziduumok

e=y —y oszlopvektora.

-51,9

21,5
e= )

-113

Megjegyzés: a szamitasaink pontossagat mutatja, hogy

(Lasd a 23. abra MARADEK TABLA utols6 oszlopat.)
A paraméterek értelmezése:

— az egy fore jutd GDP egy egységnyivel (ezer USD-ral) valé novekedése (a 16 vizsgalt
orszagban) a PC-k szamanak atlagosan (megkozelitd pontossaggal) [§1 =7,6 egységnyi

(darab ezer lakosonként) ndvekedését eredményezi.

- A [§O paraméter kozgazdasagilag ebben az esetben nem értelmezhetd, mert ez a 0

dollarnyi GDP-vel rendelkezd orszagok PC allomanyat mutatja.

A regresszidanalizist az Excelben is elvégezhetjiik. Vigyilkk be az adatainkat egy
munkalapra az A1-B17 cellatartomanyba (a fejlécekkel egyiitt). Hivjuk meg az Eszk6zok
menii Adatelemzés... almentijét €s valasszuk ki a felkinalt lehetdségek koziil a Regresszio
meniipontot. Az ekkor megjelend parbeszédpanellel vigyiik be a Bemeneti Y tartoményba
¢s a Bemeneti X tartomanyba az adatainkat tartalmazd megfeleld cellahivatkozasokat.
Kapcsoljuk be a Feliratok jelolonégyzetet, mivel a cellatartomanyaink els6 sora fejlécet
tartalmaz. A grafikus dbrdhoz a Pontsorok a vonalhoz felirati jelolonégyzetet is be kell

kapcsolnunk. Az Excel outputja a 22.-23. dbran lathato.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

Az Excel outputja

Egy fére jutdo GDP Vonalhoz illesztett pontsor
400 +

G 350 f .
& 300 ¢ "
- Lod
3 © 250 + o + Ezer lakosra jutd PC-k
c £ 1 . szama
g ﬁ 200 f'f m Becslilt Ezer lakosra
E: ? 150 + o juto PCk szama
o 100 + =
) g’
o 50 + s

o= 1 1 1

0 20 40 60
Egy fére juté GDP

22. abra

Megjegyzés: a 22. dbra az Excel outputjanak elsé részét, mig a 23. dbra a masodik részét
tartalmazza. A 23. tablazatban levd szoveg nem hibas gépelés eredménye, hanem az Excel
szokasos megjelenitési formaja. Az itt szerepld fogalmak részletes ismertetésével a

masodik kotetben fogunk foglalkozni.
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6.1. Linearis regresszio

Az Excel outputja (folytatas)

OSSZESITO TABLA

Regresszibs statisztika
r érteke 0,954164
r-négyzet 0,910429
Korrigalt r- 0,904031
Standard h  30,41924

Megfigyelé 16
VARIANCIAANALIZIS

df SS MS F szignifikanciaja
Regress 1 131674,3 131674,3 142,2998 1,01E-08
Maradek 14 12954,62 925,3303
Osszese 15 144628,9

Koefficiens tandard hi t érték p-érték  Alsé 95% Fels6 95 Als6 95,0

Tengely -8,1155 14,91482 -0,54412 0,594917 -40,1046 23,87364 -40,1046
Egy fére 7,614577 0,638328 11,92895 1,01E-08 6,245499 8,983655 6,245499

MARADEK TABLA

Megfigyelé lakosra ju Maradéko

1 189,8635 -51,8635
31,4803 21,5197
238,5968 32,4032
171,5885 10,41148
189,8635 -55,8635
179,9646 21,03545
128,1854 16,81457
17,0126 11,9874
25,38864 13,61136
207,377 -42,377
11 252,303 20,69696
12 68,79173 -7,79173
13 3,306366 1,693634
14 103,0573 -21,0573
15 307,8894 40,11055
16 204,3312 -11,3312

—
QOWoONOOOPAWN

23. abra

Az OSSZESITO TABLA adataibol latszik, hogy a linearis korrelaciés egyiitthaté értéke
igen magas: r =0,95. A regresszios paramétercket a VARIANCIAANALIZIS tablajaban a
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

Koefficiens oszlopban talaljuk meg. A MARADEK TABLA maésodik oszlopaban az

eredményvaltozo elméleti értékeit ( p,) talaljuk, a harmadikban pedig a reziduumokat.

Végezetiill szamitsuk ki a magyardzovaltozd atlagértékéhez tartozd rugalmassagi

egylitthatot a (144) képlet segitségével.

E(x=%=20,1) = 7,6146- 20,1 = 1,06
—8,1155+7,6146-20,1

Az egy fore jut6 GDP 1%-os (20 100 dollarrél 20 301 dollarra vald) novekedése (a
megfigyelt orszdgokban) az ezer lakosra jutd PC-k szamanak atlagosan (megkozelitd

pontossaggal) 1,06%-0s ndvekedésével jar egyiitt.
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6.2. Nemlinearis regresszio

6.2. Nemlinearis regresszio

Az el6zd fejezetben abbol indultunk ki, hogy két mennyiségi ismérv kapcsolatat vizsgalva
adatparjainkat egy pontdiagramon abrazoltuk, és ebben a pontok elhelyezkedése,
stirisodési helye alapjan linearis modellt feltételeztiink. A pontdiagramon kirajzolodd
pontfelhd azonban nem feltétleniil utal egyenesre. A gazdasagi jelenségek kozott gyakran
eléfordul, hogy az eredményvaltozé a magyardzovaltozo 1 egységnyi valtozasara nem
allando valtozassal reagadl a kiilonbozé x pontokban. A statisztikai gyakorlatban ezért
(bizonyos jelenségek vizsgalatanal) gyakran nemlinedris fliiggvényt illesztiink. Ezek koziil,
valamilyen transzformacio segitségével, néhany visszavezethetd a linearis modellre, mig a
tobbi linedrisra nem transzformalhat6 modell. A nemlinedris (de linearizalhatd)
figgvények koziil leggyakrabban a hatvanykitevos, az exponencialis, a parabolikus és a

hiperbolikus fiiggvényeket hasznaljuk. Ezekkel foglalkozunk most részletesebben.
Exponencialis regresszio

Az exponencialis regressziofiiggvény az alabbi képlettel definialt:

A

P =BoB. (145)

E fliggvénytipus olyan esetekben alkalmazhatd, ha az y eredményvaltozé ndvekedési
liteme fiigg az x valtozotdl, vagyis egy jelenség valtozasanak iiteme fligg a jelenség mar
elért szinvonalatol. A (145) fiiggvény logaritmikus transzformacioval a kovetkezd

(transzformalt valtozoiban) linearis Gsszefiiggéssé alakithato:

logy = log 60 + xlog ﬁl.
Megjegyzés: a transzformaciodhoz tetszéleges alapu logaritmust hasznalhatunk.

Az exponencidlis regressziofiiggvény paramétereit tehat Ugy hatarozhatjuk meg, hogy
alkalmazzuk a linearis modellnél megismert modszerek valamelyikét a transzformalt

valtozokra, majd elvégezziik a kapott eredmények visszatranszformalasat.

A 61 paraméter értelmezése ebben az esetben a kovetkezd: a regresszios egyiitthatd azt
fejezi ki, hogy az x magyarazovaltozd egységnyi novekedése az y eredményvaltozo

atlagosan hanyszoros ( 61 -szeres) valtozasaval jar egyiitt.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

Az exponencialis regressziofiiggvény elaszticitasa a (143) altalanos képletbdl adoddan az

alabbi:
E=xIn [§1 .

55. példa

Egy arverésen azonos gyartotdl szarmazo keleti szOnyegeket értékesitettek, amelyek
hasonlé anyagbdl késziiltek, és az eldallitasuk idejében sem kiilonboztek jelentésen. A
koztiik levo legnagyobb eltérés az egy négyzetméterre jutd csomok szamaban mutatkozott,
mivel megkozelitéleg azonos nagysaguak voltak. Az arverésen kialakult értékesitési arakat

a 46. tablazat tartalmazza.

Az arverésen értékesitett szonyegek adatai

46. tdblazat

Mindség Eladési ar
(ezer csom6/m”) (ezer Ft/m?)

25 20

60 25
100 30
180 50
220 85
350 110
500 200
750 490

Hatarozzuk meg az exponencidlis regressziofiiggvényt (a mindség legyen a
magyarazovaltozo, az eladasi ar pedig az eredményvaltozo), és értelmezziik a regresszids

egylitthatot!

tartalmazza.
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6.2. Nemlinearis regresszio

Az exponencialis regressziofiiggvény meghatarozasdhoz sziikséges

mellékszamitasok
47. tablazat
lg y, X, x -lgy, x;
1,30 25 32,53 625
1,40 60 83,88 3 600
1,48 100 147,71 10 000
1,70 180 305,81 32 400
1,93 220 424,47 48 400
2,04 350 714,49 122 500
2,30 500 1 150,51 250 000
2,69 750 2017,65 562 500
14,84 2185 4 877,05 1 030 025

A részeredményeket példaul a normalegyenletekbe helyettesitve:
lgB, =1,334755 és Igf, =0,001903;

illetve

A

B, =21,6150 és B, =1,0043

paramétereket kaptuk.

A (145) szerinti exponencialis regressziofiiggvény a kdvetkezo:

5 =21,6-1,0043"

A [§ , regresszios egylitthato értelmezése: ha az egy négyzetméterre jutdé csomok szamat
(magyarazdvaltozd értékét) 1 egységnyivel noveljiik, akkor az értékesitett szonyegek
eladasi ara (eredményvaltozo értéke) atlagosan (megkozelitd pontossaggal) 1,0043-

szorosara novekszik.

Az arverésen kialakult eladési arak empirikus és elméleti adatait a 24. abra mutatja.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

Az exponencialis regressziofiiggvény illesztése

700
600 -
500 - °
400 -
300 -
200 -
100 - °

0 I I I 1
0 200 400 600 800

Minéség (ezer csomé/mz)

Eladasi ar (ezer Ft/nf)

24. abra

Hatvanykitevds regresszio

A hatvanykitevds regressziofiiggvény az alabbi képlettel definialt:
P=Pox". (146)

Ezt a fiiggvénytipust akkor hasznaljuk, ha az x és y valtozok logaritmusai kozott van
linearis Osszefliggés. A (146) ugyanis logaritmikus transzformdcioval szintén

visszavezethetd a linearis modellre:
log y =log [Efo + [il log x.

A transzformalt modell megoldasa utan [30 értekét kell a log [Efo megfeleld alapu

hatvanyozasaval kiszamitani, ugyanis [51 -et mar kozvetleniil megkaptuk.

A hatvanykitevés regressziofiiggvény specialis tulajdonsdga, hogy rugalmassagi

egylitthatdja nem fiigg x-t6l, azaz konstans, €és éppen a 61 paraméterrel egyenld.
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6.2. Nemlinearis regresszio

Ebbdl kovetkezik [§1 értelmezése: a regresszids egyiitthatd azt fejezi ki, hogy az x
magyarazovaltozd (nagysagtol fiiggetlen) 1%-os valtozédsa az y eredményvaltozo [§1

szazaléknyi valtozasaval jar egylitt.

56. példa

A budapesti mozik 1999. elsd félévi latogatoinak és eldaddsainak szdmat a 48. tiblazat

tartalmazza.

Hatarozzuk meg a hatvanykitevOs regressziofiiggvényt (az eldadasszam legyen a
magyarazovaltozd, a latogatok szama pedig az eredményvaltozd), és értelmezziik a

regresszios egyiitthatot!

A logaritmikus transzformacidval kapott részeredményeket a 49. tablazat tartalmazza.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A budapesti mozik mutatoi 1999 els6 félévében

48. tablazat

Mozi Létogaték El(’iardais—
szama szam

Hollywood Multiplex 292 558 10 725

(Duna Plaza)
Cor\{in Budapest 670 189 7985

Filmpalota
Hollywood Multiplex 555 468 9037

(Lurdy Haz)
Cineplex Odeon 312 015 5314

(Polus Center)
Kossuth 181 910 4334
Cinema City

(Csepel Plaza) 176 578 6 087
Puskin 155170 2 834
Miivész 112 811 3025
Metro 77 038 1935
Atrium 68 898 814
Horizont 49 786 1 164
Hunyadi 48 700 743
Toldi 41 080 1132
Duna 40014 992
Urénia’ 39 839 623
Vordsmarty 36 121 736
Szindbad 30812 1139
Olimpia 25418 550
Bem 23530 743
Alkotas 21541 997
Europa 17 485 1 549
Orékmozgd 17 424 426
Florian 17 330 790
Taban 16 625 534
Hunnia 13939 659
Ugocsa 11263 564
Ké&banya' 10 110 345
Blue Boksz 6721 502
Sport 512 89
Tatra 423 36
Osszesen 3716 566 65 703

forrés: Filmforgalmazok Egyesiilete
Idékbzben bezart
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6.2. Nemlinearis regresszio

A hatvanykitevos regressziofiiggvény meghatarozasahoz sziikséges mellékszamitasok

49, tablazat

lgyi lgxi lg'xi 'lgyi lgz'xi
5,9506364 4,0303973 23,9834291 16,2441024
5,8261973 3,8624296 22,5032766 14,9183621
5,7446590 3,9560243 22,7260107 15,6501281
5,4941755 3,7254216 20,4681197 13,8787657
5,2598566 3,6368889 19,1295140 13,2269609
5,2469366 3,7844033 19,8565242 14,3217084
5,1908078 3,4523998 17,9207439 11,9190647
5,0523514 3,4807254 17,5858479 12,1154492
4,8867050 3,2866810 16,0610403 10,8022718
4,8382066 2,9106244 14,0822023 8,4717344
4,6971072 3,0659530 14,4011099 9,4000677
4,6875290 2,8709888 13,4578432 8,2425768
4,6136304 3,0538464 14,0893188 9,3259780
4,6022120 2,9965117 13,7905819 8,9790822
4,6003084 2,7944880 12,8555069 7,8091634
4,5577598 2,8668778 13,0665404 8,2189884
4,4887199 3,0565237 13,7198788 9,3423373
4,4051414 2,7403627 12,0716851 7,5095877
4,3716219 2,8709888 12,5508777 8,2425768
4,3332659 2,9986952 12,9941434 8,9921727
4,2426656 3,1900514 13,5343215 10,1764280
4,2411479 2,6294096 11,1517149 6,9137948
4,2387986 2,8976271 12,2824575 8,3962428
4,2207617 2,7275413 11,5123015 7,4394813
4,1442316 2,8188854 11,6821141 7,9461150
4,0516541 2,7512791 11,1472312 7,5695367
4,0047512 2,5378191 10,1633340 6,4405258
3,8274339 2,7007037 10,3367649 7,2938006
2,7092700 1,9493900 5,2814238 3,8001214
2,6263404 1,5563025 4,0873801 2,4220775
137,1548829 91,2002408 428,4932383 286,0092024

Megjegyzés: hatvanykitevds modellnél fontos minél tobb tizedes szamjeggyel dolgozni,

mert kiilonben (a kerekités kovetkeztében) jelentdsen torzul a paraméterek értéke.

A részeredményeket példaul a normalegyenletekbe helyettesitve:

IgB, =0,5665015

és
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

paramétereket kaptuk.

A (146) szerinti hatvanykitevds regressziofiiggvény a kdvetkezd:

$=3,6855-x""7.

A [§1 regresszios egyiitthatd értelmezése: ha az eldaddsszamot (magyarazovaltozo értékét)
barmilyen szintrdl 1%-kal noveljiik, akkor a latogatok szama (eredményvaltozd értéke)

megkozelitd pontossaggal atlagosan 1,3%-kal ndvekszik.

A budapesti mozik latogatoinak empirikus és elméleti adatait a 25. dbra mutatja.

A hatvanykitevds regresszidfiiggvény illesztése
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6.2. Nemlinearis regresszio

Parabolikus regresszio

A (mésodfoku) parabola alaku regressziofiiggvény az aldbbi képlettel definialt:
JA}:BAO"'glx"'BAzxz' (147)

A LNM szerint ennek paramétereit az aldbbi hdrom normadlegyenlet alapjan tudjuk

meghatdrozni (az egyszertiség végett most is eltekintiink a futdindex feltiintetésétol).

Zy:ngo + 612x+ Szzxz
zxy: BAOZ‘,X‘F 612962 + 622963
szy = 602952 + glzx3 + 622364

A regresszios paraméterek értelmezésének ennél a modellnél nincsen gyakorlati

jelentdsége.

Hiperbolikus regresszio

A hiperbola alaku regressziofiiggvények koziil tobbfélét is alkalmazhatunk. A (148) és a
(149) képletekkel definialt regresszidfiiggvények visszavezethetéek a linearis modellre,

mig példaul a harmadik fliggvénytipusnal ez nem lehetséges.

(148)

JA/: [?;0"'&
X

=,
(=}

(149)

<>
I
F)
_I_
=
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A (148) esetében a magyarazovaltozo, mig (149) esetében az eredményvaltozd reciprok

transzformécidja vezet linearis modellre.

A (148) a kovetkezdképpen irhato:

NP |
=B +B -,
X
A 1 ‘o
amely példaul z =— helyettesitéssel
X
y= BAo + 612
alakra hozhato.
A (149) az alabbi modon irhato:
lA: 91 bt
Yo Bo Bo
11 1 B iy
amely példdul u=—, o, = [§ és d, = [§ helyettesitéssel:
0 0

alakra hozhato.

Megjegyzés: a regresszids paraméterek értelmezésének ennél a modellnél sincs gyakorlati

jelentdsége.

Foglaljuk most 0ssze egy tablazatban a legfontosabb tipusu regressziofiiggvényeket és

elaszticitasaikat.
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6.2. Nemlinearis regresszio

A lineéris és a legfontosabb nemlinearis (de linearizalhato) regresszidfiiggvények

és elaszticitasaik

50. tablazat

Tipus Egyenlete Elaszticitasa
Linearis =P, + B B
Bo+PBx
Exponencialis y= [§0[§I” xIn 61
r . rr A - B, A
Hatvanykitevds y=B,x B,
. A A A ) ) 2
Parabolikus 5=, +P,x+P,x AB1XA+2[32iC 2
Bo+PBix+Prx
Hiperbolikus = B‘ + ﬂ - B,
= B, _ _
X Box+B,

A fejezet végén a nem linedris regresszios elemzéssel kapcsolatosan a kovetkezd fontos

tényre hivjuk fel a figyelmet: a reziduumok 6sszege jellemzdéen nullatél kiilonb6z6, azaz

Zn:el. #0.
i=1

Ez annak a kovetkezménye, hogy a LNM —t nem az eredeti valtozokra

n

Z(yi _)A’i)z — min

i=1
alkalmazzuk, hanem a transzformaltakra. Példaul hatvanykitevds regresszid esetén

n

> (logy, —log $,)* — min,

i=1

aminek kovetkezményeként a transzformalt valtozok kozotti reziduumok Osszege lesz
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

nullaval egyenlo:

n

(logyi —logj/l.)=0.

i=1
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6.3. Linearis és nemlinearis korrelacio

6.3. Linearis és nemlinearis korrelacio

A 4. fejezetben mar targyaltuk a mennyiségi ismérvek kozotti kapcsolat szorossaganak
egyik mérészamat, a linearis korrelacios egyiitthatot. Errdl azt kell tudni, hogy kizardlag
linedris kapcsolatoknal alkalmazhatd. (A linearitast pontdiagram alapjan szoktuk
eldonteni.) Az empirikus elemzéseknél Kkitiintetett szerepe van a lineéris korrelacios

egylitthatd négyzetének, az Un. linedris determinacios egyiitthaténak.
Linearis determinacios egyiitthato
Ertékét a kovetkezé modon szamithatjuk ki:

— alinedris korrelacids egylitthato segitségével (» négyzetre emelésével),
— aregresszios paraméterek segitségével a (139) alapjan (7> = [_’;IY s

— az eredményvaltozé empirikus és elméleti értékeinek segitségével a (150) szerint:

(150)

Béarmelyik modszer szerint is szamitjuk ki, az eredmény a kdvetkezd zart intervallumba

esik:

A linearis korrelacios egyiitthatotol eltéréen, > értékét szazalékban is kifejezhetjiik.
A linearis determindcios egylitthatot kétféleképpen értelmezhetjiik:

— megoszlasi viszonyszamként is és

— aPRE-elv szerint is.

Az eldbbi esetben r° értelmezése a kovetkezd: az eredményvaltozd szorasnégyzetének

100-7* szazaléknyi része értelmezhetd a magyarazovaltozoval, mig a tobbi a véletlen

(illetve a figyelembe nem vett) tényezdk kovetkezménye.
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

A linearis determindcios egyiitthatdo PRE-elv szerinti értelmezése a kovetkezd: a

magyarazovaltozd egy adott értékének ismerete 100-7° szazalékkal csokkenti a hozza

tartoz6 eredményvaltozo6 elméleti értékének meghatarozasanal elkdvetett hibat.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy determinisztikus kapcsolat esetén a linearis

determinécids egyiitthato értéke

r? =1, illetve r* =100% .

Korrelacios index

Empirikus elemzéseknél gyakran eléfordul az az eset, amikor a valtozok kozotti kapcsolat
nem linedris. Az 55. és 56. példanal ilyen esettel talalkoztunk. Lasd a 24. és a 25. abrat. Ha
a két vizsgalt valtozo kozotti kapcsolat nem linedris, az r helyett az Un. korrelacids

indexet (I) kell alkalmazni. Ennek definicidja a (150) képlet altalanositasa:

(151)

A korrelacids index eléjelét nem tudjuk értelmezni, csak abszolit nagysagat, amelyre igaz:
0<7I<1.
Ennek nincs sem megoszlasi viszonyszam szerinti, ssm PRE-elv szerinti értelmezése.

57. példa

Az 56. példa adatai alapjan szamitsuk ki a korrelacios indexet és a transzformalt valtozok

kozotti linearis korrelacios egyiitthatot! Ertelmezziik a kapott eredményt.

A szamitasokhoz sziikséges részeredményeket az 51. tablazat tartalmazza.
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6.3. Linearis és nemlinearis korrelacio

A korrelacids index meghatarozasahoz sziikséges mellékszamitasok

51. tablazat

Vi .)’}i ei2 (yi - 3_})2
892 558 752 845,0 19 519 735 304,0 593 178 875 451,8
670 189 452 273.9 47 486 978 392,4 300 098 060 385,6
555 468 600 781,0 20532717473 187 567 872 026,5
312015 298 4614 183 699 278,6 35962 596 329,1
181 910 228 161,9 2139 234 049,0 3 544 186 026,7
176 578 356 943,1 32 531557 125,2 2937755 627,8
155170 130 368,2 615 130 676,9 10753852214
112 811 142 066,5 855 881 948.8 91 507 080,5
77 038 78 855,2 3302 360,0 2 055618 875,8
68 898 25197,7 1909 713 132,9 2 859996 310,5
49 786 40 365,7 88 741 319,8 5269 443 602,2
48 700 223429 694 695 239,5 5428 290 505,4
41 080 38 910,1 4708 579,7 6 609 191 369,4
40014 32 698.0 53523 732,9 6 783 652 787,3
39 839 17715,3 489 460 156,5 6 812 510 438,9
36 121 22 066,0 197 542 920,1 7 440 086 035,2
30812 392274 70 818 916,4 8384 137 016,3
25418 15032,6 107 855 797,7 9401 034 753,1
23 530 223429 1 409 139,7 9770 716 229,4
21 541 329153 129 375 236,3 10 167 885 451,2
17 485 58 819,0 1 708 496 796,2 11002 317 678.,4
17 424 10 736,2 44 726 817,6 11015118 215,3
17 330 24 2235 47 520 460,4 11 034 858 202,7
16 625 14 459,1 4 690 959,7 11 183 471 403,7
13939 19 076,2 26 390 814,9 11758 785 385,6
11263 15 538,8 18 282 601,9 12 346 306 180,8
10110 8 131,6 3914 058.4 12 603 864 320,1
6721 13 328,5 43 659 713,5 13376 294 915,2
512 1364,3 726 352,1 14 851 061 976,3
423 414,0 81,2 14 872 761 855,5
3671308 35156614 111 035 043 709,6 1 329 483 641 657.9

A (151) alapjan:

111035043 709,6

_\/ 1329483641657,9
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6. Kétvaltozos regresszio- és korrelacioszamitas

Mivel az I normalt mutatd, az eredmény nagyon erds nemlinedris (hatvanykitevos)

korrelacios kapcsolatra utal.

Ha az eredeti valtozok helyett azok logaritmusaival dolgozunk, akkor az eredeti

hatvanykitevds alaku kapcsolat linearissa valik.

A korrelacids kapcsolat linearitasa a 26. abra alapjan is lathato.

A transzformalt valtozok pontdiagramja

7,0
6,0 - .
50 - .
3,0 -

2,0 -

Latogatdk szamanak logaritmusai

1,0 -

0,0
0,0

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

El6adasszam logaritmusai

26. abra

A transzformalt valtozok kozotti linearis korrelacids kapcesolatot jellemzd mutatd a 49.

tablazat adatai alapjan a (98) képlet felhasznalasaval kiszamithato:

r=0,9567.
Ez azt jelenti, hogy a valtozok logaritmusai (Igx ¢és Igy) kozott nagyon erds, pozitiv

iranyu kapcsolat van.
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feltételes eloszlas
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felvétel

fiktiv aggregatum
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1. Altalaban a statisztikarol

1. Altalaban a statisztikarol

(1) AFa
) i= lgsz
3) a=%
4) &:%

2. Egyszerli elemzések

4

5 y="=

(5) 2

(6) b =0 i=12,...N
Xp

7 L= i=23,...N
X.

®) )

9) L B S —

m
X X X X
(10) Hll — b+l | b2 bim _ “bim :bm m<N
i=b+1 Xp o Xpu Xpsma— Xp
(11) bi+1 :bi 'li+1
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(12)

(13)

by=b,, 1,

A
B
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SSRRS

3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

21)

(22)

2> N, k—min

Sl = Z)Cj l=1923
x;€C;
Xi,O +Xl1
2
51 :]pi 'Xi
i P N
>
i=1
7, =0
S
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

(28)

(29)

(30)

€2))

(32)

Zi: kfiXi
ZﬁXl
i=1
5 g:X,
i T
ZgiXi
i=1
K =YK,
j=1
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N
in
i — i=1
¢ N
k k
DS DS
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i=1,2,...N
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(33) )_Cg = N ]ﬁxi

(34) X, =
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2
k
2/,
(37) x, ==
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(38)
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata
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i ,
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3. Sokasag egy ismérv szerinti vizsgalata
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(61) M (X)=h| 2 -3 5. L £2. 5
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k ) x . . 2
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata
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4. Sokasag tobb ismérv szerinti vizsgalata
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5. Standardizalas és indexszamitas

N
deidyi
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N N
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i=1 - =
(97) ny: N -X-y
C
(98) p=—2
0,0,

5. Standardizalas és indexszamitas

(99) K'= zBsVl _ZBSVO

2B 2B
B B
(100) K"= 2575 2BiVs
2B 2B
(101) K=V, -Vy=K'+K"

(102) I'= 2BV 2BV

2B 2B
(103) "= LBV 2BV
2.8 2B
v,
104 [== =11
(104) 7
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Képletgylijtemény

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

Ly

=

1
IP

0 gl 150
=1,-1,=1,-1
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5. Standardizalas és indexszamitas

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

70 = Po _
8 z%po ZVO
11 — qupl — ZVI

Po Vi

Z 3 q, P i
J = zvoiv _ ZVI
' ZVO Vi
iV
qupl
I,

F _ [y0q1
Iq o Iq]q
F _ [y0q1
Ip o Ip]p

Ii(c/d) acd: 0]1,..t..,T bip gV

1 1
1(1 _ Ip _
— =—=14v, -v, ‘71
]0 ]0 Iq Y
p
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Képletgylijtemény

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

O_i
v, = 15
Gi
i 12"
C. = ZVO(iq_I;])(ip_IE)

6. Kétvaltozos regresszio- €s korreldcioszamitas

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

V=B, + Bix; +e i=1,2,....n

JA/i :ﬁo +ﬂ1xi
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6. Kétvaltozos regresszio- €s korrelacioszdmitas

(137) xX= 7;04‘771)/

CX
(138) Bi=—

(139) VB =7

(140)  p=

(141)  §=Xp

(142) p=(X'X)"X'y
(143) =YX
dx y

(144)  E=4

(145) y=PBB

(146)  §=pxP

(147) 9=y + Bix+ pox’

(148) P =B+
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Képletgylijtemény

(150) rr=1-

(151) I=
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