Térgeometria

Térgeometria

,.JKarod er8s — szived emelkedett:
Végetlen a tér, mely munkdra hiv,

S ha jol iigyelsz, egy szdzat zeng feléd
Sziinetleniil, mely visszaint és emel,
Csak azt kdvesd.”

(Maddch Imre: Az ember tragédidja)

Holt-tenger.
A Kelet-afrikai-drok északi részén, Izrael és Jorddnia hatdrdn teriil el

kovetkezd képek arrdl tantskodnak, hogy az egyszerti mértani *
stekbdl kiindulva a miivészi fantdzia milyen csoddlatos alko- o
sokra képes. "

Parlament (Budapest) Sagrada Familia (Barcelona)

fantasztikus épitmények alkotdelemei hasdbokkal, hengerekkel, giilakkal, kipokkal és gombokkel
1odellezheték. Most ezeknek a mértani testeknek a tulajdonsdgaival ismerkediink meg.

. példa

'soportmunka

) Epitsetek sokszoglapokbdl kiilonboz6 mértani testeket!

) Rajzoljatok le, milyen lapok hatdroljdk a megépitett testet!

) Rajzoljatok le a test egyik hélgjat!

') Allapitsitok meg, hogy hény csicsa, lapja és €le van a testeknek!
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Térgeometria

Megoldas

1. test . : st ; 3. test

A hatérol6 lapok

A A OMA

aa bk

A test egyik hil6ja
Csucs Lap El Cstics Lap El Cstcs Lap El
6 i 9 8 6 12 i 7 12
L Osoeitreemadibk kot TR
6+5=9+2 8+6=12+2 T+7=12+2

Euler tétele (Kiegészitd tananyag)

A tablazat utols6 soraban leirt Osszefiiggések altaldban is igazak. A sokszoglapokkal hatérolt
egyszerl testek esetében a csicsok és lapok szdmanak Osszege 2-vel tobb, mint az élek szdma:

c+l=¢6+2.
Ezt az Osszefiiggést Leonard Euler [ejtsd: leondrd ajler] (1707-1783) svijci matematikus fedez-
te fel.
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Térgeometria

példa
ajzoljuk meg a testek eldl-, feliil- és oldalnézetét!

a) l felil b)

[egoldas
b) I

oOlnézet

liilnézet

dalnézet
eladatok

g a) Rajzold le, milyen hatdrold lapjai vannak az dbréan lathaté testeknek!
b) Rajzold le a testek egyik héléjat!
¢) Hany csicsuk, lapjuk és éliik van?
A) B)
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Térgeometria

2.| Melyik testnek melyik a hél6ja? Keresd meg a péarokat!
A) B)

L
)

Milyen siklapok hatéroljék a testeket?
a)

Az alabbi dbrdkon egy-egy test és annak harom kiilonb6z6 nézete lathatd. Parositsd a testek
a nézetekkel!
A)

B) G)

lfelﬁlnézet lfelﬁ]nézet

lfeh’ilnézet

oldalnézet
-«

oldalnézet

Aﬁlnézet /Jﬁlnézet A:élnézet
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A gula

Kisalféld épiiletei (Szentendrei Szabadtéri Miizeum) Kampra torndca, Visa (Erdély)

A gildt egy n oldald sokszog és n darab, egy csticsba
,,08szefut6” haromszog hatarolja. Az n oldald sokszog a gu-
la alaplapja, a hdromszogek az oldallapok. Az oldallapok
oldalélekben, az alaplap és az oldallapok az alapélekben
metszik egymést. A Q pontnak az alaplap sikjatol vald ta-
volsdga a gila magassaga, ami a Q) pontbdl az alaplap sik-
jdra bocsatott merdleges szakasz hossza.

SAODH DS

rdemes megjegyezni, hogy a gildnak csak lapétlja van, testdtléja nincs, mivel
irmely két csticsdt osszekotd szakasz mindig valamelyik lapon vagy annak hatérdn
alad.

a a gula alapja hdromszog, akkor a testet négy hdromszog hatarolja. Ezért az ilyen
ildkat tetraédernek is nevezik. Koziilik nevezetes az dbrén ldthaté szabélyos tet-
éder, amelynek minden hatdroldlapja szabalyos haromszdg.
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Térgeometria

1. példa

Csoportmunka

A) Epitsetek siklapokbdl négyzet alapii, egyenld oldaléld gilat!

B) Epftsctek siklapokbdl szabélyos tetraédert!

a) Hany darab négyzetlapra és haromszoglapra volt sziikség kiilon-kiilon az egyes testekhez?

b) Mérjétek meg a testek alapélének, oldalélének, lapmagassaginak és testmagassdgdnak hosszi
ségat!

Megoldas
a) Az A testhez 1 db négyzet és 4 db A)
egyenld szdrd hiaromszog kellett.

A B testhez 4 db szabdlyos hdromszog
kellett.

2. példa

Ha egy gilat sziviszdlakbdl, palcikdkbdl vagy drétbol készitiink el, akkor a te

élvazat kapjuk meg.

a) A szabalyos otszog alapu gila alapéleit piros drétbél, az egyenld oldal
leit pedig kék drétbol készitettik. Hany cm piros és hany cm kék drét
hasznéltunk fel, ha az alapél 5 cm, az oldalél pedig 8 cm hosszd?

b) Milyen hosszi drét sziikséges az olyan gila megépitéséhez, amelynek mi
den éle kétszer ilyen hosszu?

Megoldas

a) Az alapélek 0sszhossza: 5 -5 cm = 25 cm. Az oldalélek dsszhossza: 5 - 8 cm = 40 cm.
25 cm hosszi piros drétot és 40 cm hosszd kék drétot hasznaltunk fel.

b) Ha az oldalélek mindegyike kétszerese az eredetinek, akkor a piros drétbol (2-5 cm)-5 = 50 cr
a kék drotbdl (2 - 8 cm) - 5 = 80 cm hosszid drét sziikséges.

A nagyobb giila élvazanak o6sszhossza kétszer akkora, mint a kisebbiké.
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Térgeometria

eladatok
BKeress a kornyezetedben gila alaku tirgyakat, és jellemezd Sket!

aMﬁanyag elemekbdl épitettiik a testeket.
a) Milyen sikidomok hatdroljék a testet? Rajzold le a hatdrolélapokat!
b) Hany cgybevdgd sikidomot haszndltunk az egyes testek épitésénél?
A) ' B)

E Az aldbbi giildk minden éle 7 cm hosszui. A négyzet alapu giila zold drétbdl, a haromszog alapi
pedig kék drétbol késziilt. Milyen hosszd drétot haszndltak fel az elkészitésiik sordn?

A

jVaIaszd ki a testek kozul a guldkat!

| | é W
324 cm hosszi, vékony drétbél elkészitjiik egy szabélyos tetraéder élvdzas modelljét. Hanyszor

annyi drétra lenne sziikségiink, ha ennél hdromszor nagyobb élhosszi szabdlyos tetraédert sze-
retnénk késziteni? Mennyivel hosszabb ez a drét az eredetinél?
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@Az allitasok az aldbbi két guldra vonatkoznak. Ezeket a guildkat olyan szabdlyos haromszogl:
pokbdl épitettiik, amelyeknek egy oldala 6 cm hosszi. Dontsd el, melyik tulajdonsag igaz az ¢
giilara, melyik a B)-re és melyik mindkett&re!

a) A gila minden éle egyenld.

b) A gulét 4 db szabdlyos hdromszog hatérolja.

c) A gila egy lapjanak keriilete 18 cm.

d) Sarga haromszogbdl ugyanannyit hasznaltunk az épitésnél, mint z61dbal.
e) A gula egyik oldallapjdnak a teriilete négyszer akkora, mint a mésik gulaé.
f) A giila egy éle 12 cm hossza.

B)

Igazak-e az 4llitdsok? Vilaszaidat indokold!

A) A gila oldallapjai szabdlyos hdromszdgek.

B) A hiromszog alapu gila minden hatédrold lapja hdromszog.

C) Ha egy testet csak haromszogek hatdrolnak, akkor az gila.

D) Az egyenld oldaléld, négyzet alapi gildnak hosszabb az oldaléle, mint a testmagassiga.

E) Ha egy giila alaplapja négyzet, akkor nem lehet minden éle egyenld.
F) A guildknak nincs testatl6ja.

Csoportmunka

Készitsétek el olyan giila hél6jat, amelynek minden éle egyenld, alaplapja
a) szabdlyos hdromszog, b) négyzet,

c) szabdlyos 0tszog, d) szabélyos hatszog!

Vizsgéljatok meg, hogy lehet-e mindegyikbdl gulat késziteni!




Térgeometria

A giila haloja

. példa
) Készitsiik el egy négyzet alapi gila egyik halgjat!
) Szémitsuk ki a hdlé teriiletét az 4dbrdn feltiintetett adatokkal!

[egoldas
) Egy lehetséges hélo:

BE5IC

3 cm
3 cm

. Pedagoguery Software: Poly Pro internetes lapon sokféle test hdléjat lehet tanulményozni.

) A hal6 teriilete a négyzet és a négy hiaromszog teriiletének Osszege:

333 _ 30 (cm?)

Tossszes =t +4ta =3 -3 +4-

. példa
gyenld szari hdromszogekbdl készitettiik az dbran lathaté sokszogeket. Melyik lehet egy harom-
10g alapu gila haléja, és melyik nem?

) b) e)

o

c) g ;
Tegoldas
.b), a d) és az e) sokszogekbdl készithetd giila képe. @

.z a) és a c¢) sokszogek nem gilahaldk.
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Térgeometria

Feladatok

1.| Az dbran lathat6 4 darab szabélyos hdromszogbdl készits kiilonbozd gilahdlokat!

2.|Paros munka

— Készitsétek el az dbréan lathaté haromszdgeket, majd vagjatok ki!

Milyen fajta gula készithet6 az a), a b) és a ¢) hdromszogbdl, ha a pirossal rajzolt szakaszc
mentén a sarkokat folhajtogatjuk?

a)

3.|Szerkeszd meg annak a négyzet alapi, egyenls oldaléld gildnak a hélgjat, amelynek alapé
3 cm, oldallapjdnak magassiga pedig 4 cm!

Egy négyzetbdl és négy hdromszogbdl
sokszogeket raktunk ossze. Melyikbdl b)
lehet négyzet alapd gilat késziteni, és

- a)
melyikb&l nem?

Egy négyzet alapt, egyenld oldaléld gila alapéle 12,5 cm hosszi, oldallapjanak
magassdga az alapél 120%-a. Két ilyen gilat az alaplapjuknél egymdashoz ragasz-
tunk. Mennyivel véltozik a gila hatarold lapjainak Osszteriilete?

Egy légi bemutatdn négy repiil6gép szdll kitelékben gy, hogy mindegyik 100 m
tdvolsdgra van a hdrom masikt6l. Milyen az a test, amelynek csticsdban szdllnak
ezek a repiilok?

E 7. Hat darab egybevigé szabélyos haromszogb6l egy-egy oldallapjuk egyméshoz
illesztésével sokszogeket készitiink. Hany kiilonboz6 sokszog létezik? Ezek ko-
zill hdny olyan van, amely kettGs gila hdl6ja? (Azokat tekintjiik kiilonbdzd
sokszogeknek, amelyek semmilyen mozgatdssal nem hozhat6k fedésbe.) 4

8. Egy négyzet alapu, egyenld oldalélti tomor fabol késziilt guldt kékre festiink, majd az alaplap-
pal szemkozti csdcsén dthaladd, az oldalmagasségokat is tartalmaz6 sikkal elmetssziik. Hiny
festetlen lap keletkezik, ha
a) egy sik, b) két sik
mentén végezziik el a vigdst? Rajzold le a festetlen lapokat!

120
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Térgeometria

A giila felszine (Kiegészito tananyag)

Egy sokszoglapokkal hatdrolt test felszinét a hatdrolélapok teriiletének dsszege adja.
A gila felszine ezért:

(A= T, + T,), ahol T, az alaplap teriilete, T, pedig az oldallapok teriiletének sszege.
Ha a gula n oldald, szabdlyos sokszog alapt, egyenl oldaléld, akkor felszine:

, ahol a  egy oldalhdromszog teriiletét jeloli, vagy

K
[A =+ Lzmo—} ahol K, az alaplap keriilete, m, pedig az oldalhdromsz0g magassaga.

A felszin mértékegységei megegyeznek a teriilet mértékegységeivel.

1 mm?<1em?<1dm?<1m?<[l4r(la)] <[l hektir (1 ha)] < 1 km?
100 100 100 100 100 100

élda

[arci édesanyja a nydri sziinetben egy giila alakd, alul ~Szabdsminta:
irt sdtrat készit fidnak, az dbrdn lithaté szabdsminta

rerint. Mennyi anyagra van sziiksége, ha a megvasdrolt

1yagbdl 15% hulladékra kell szdmitani?

da
m, b
" b=18m
¢ a=1m
mis =15 1
mp= 1,3 m

Iegoldas

_sziikséges anyag mennyiségét a hdlé (a szabdsminta) teriiletének meghatdrozdsdval kaphatjuk meg.
. megadott hosszisigokat deciméterben fejezziik ki: b = 1,8 m = 18 dm, @ = 1 m = 10 dm,
el Si=10 dn =13 m= 13 dm

z alaplap téglalap, ennek teriilete T, = ab = 10 - 18 = 180 [dm?].

z oldallapokat alkoté haromszogek koziil kett6-kettd egybevago.

z a oldald és m, magassdgi hdromszog teriilete: 1 =a -m, : 2=10-15:2=75 [dm?]. Ebbél
attd van, ezek teriilete: 27; = 150 [dmZ].

. b oldald és my, magassdgi haromszog teriilete: t, = b -myp, : 2=18-13:2 =117 [dmz]. Ebbdl is
2ttd van, ezek teriilete: 2f, = 234 [dmz].

z oldallapok teriilete: T, = 2¢; + 2t = 150 + 234 = 384 [dm?].

. gila hélojanak teljes teriilete: T, + T, = 180 + 384 = 564 [dmz].

la a megvasirolt anyagmennyiség 15%-a hulladék, akkor a most kiszdmolt teriilet a teljes anyag
5%-a. Bzért az x - 0,85 = 564 egyenletet kell megoldanunk. Innen x =~ 663,5 ~ 664.

lindent figyelembe véve a sitor megvarrdsdhoz kb. 664 dm? ~ 6,64 m? anyagra van sziikség.
legjegyzés

. méterdruiizletekben 4ltaldban 1,4 m széles anyagokat drusitanak. Ha a satorhoz 6,64 m? anyagot
aszndlunk fel, akkor 6,64 m? : 1,4 m ~ 4,74 m-t kellene ebbdl az anyagbdl megvasdrolni, és iigyes
idaraboldssal lehetne kiszabni a sdtrat. A varréndk a biztonsdg kedvéért minden esetben folfelé
erekitenek. Ezért anyukdnak az 1,4 m szélességli sitoranyagbdl legaldbb 5 m-t kellene vennie.
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Feladatok

Egy haromszog alapi gildt egybevagd haromszogek hatarolnak. Egy odallap teriilete 6,5 c¢m
Mekkora a gila felszine?

Egy 10 cm €14 kocka egyik 5cm
lapjara az abrén lathaté moé- I | Sem
don, kétféleképpen helye-
ziink egy 5 cm magassa- 10 cm 10c
gu, egyenl6 oldaléld, négy-
zet alapu gildt. Hatdrozd
meg mindkét test felszinét!

Az dbran lathaté kardcsonyfadiszt két 25 cm? alapteriilet,
négyzet alapu, egyenld oldaléli gila Osszeillesztésével készi-

tettiik. Szdmitsd ki, hany cm? papirt haszn4ltunk el! m= 6,5 ci

Périzsban a Louvre udvardban 4ll6 iivegpiramis egy négyzet ala-
pu, egyenld oldald gila. A gila alapéle 35,4 m, magassdga pe-
dig 21,6 m. Mekkora az iivegfeliilet nagysdga?

m,=3,5c

(Az iivegpiramisrél a 125. oldalon taldlsz fot6t.)

Fedjiik be az 4brén lathato téglalap alapd, egyenld oldal
18, gula alaku tet6t paldval! Hany darab paldra van szii
ségiink, ha 1 m? teriiletre 9 darabot tudunk lerakni, és t
résekre, hulladékra plusz 8%-ot szdmolunk?

M. =52m
m,=6,7m

6. Az dbran ldthaté hatalmas siremlékek a gizai piramisok. Kozii-
lik az egyik négyzet alapu gila alapéle 232,4 m, testmagassiga
146,7 m. Mekkora a k6orias feliilete? ? ‘ i

X,
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Hasdbok és gulak

példa

> cm éld kockabdl egyik oldallapjandl kivdgunk
ry 6 cm magassagu, négyzet alapd gulat.

) Hany ilyen gilabdl all ez a kocka?

. [2 cm
) A kocka térfogatdnak héanyadrészét foglalja el W
egy ilyen gula? & o

) Mekkora egy kivédgott giila térfogata? 12 cm 1.6

[egoldas
) A kocka mind a hat lapjdnél elvégezhet ez a miivelet. Tehdt a kocka 6 db ilyen giilabol rakhat6 ki.

| Egy gila térfogata hatodrésze a kocka térfogaténak.
1232412
A kivéagott gila térfogata: V = — = 288 cm’.
példa
gy kockat felvagunk hdrom lapétlGja és egy testdtléja mentén, az dbrdn lathaté médon.
dnyadrésze egy ilyen gila térfogata a kocka térfogatdnak?

[egoldas

a a a
a a a

vdgdsok utdn hdrom olyan egybevagd, négyzet alapu gildt kapunk, amelynek alaplapja azonos a
cka lapjdval, magassdga pedig egyenls a kocka élével. Egy giila térfogata a kocka térfogatianak
wrmada.

eladatok

QAZ dbran lathaté szerszdmos
kamrat egy teherauto széllitja
le a vidéki telekre. A szdllit-
manynak az orszdgiton tobb- a
szor kell feliiljaré alatt atha-
ladni. A legalacsonyabb feliil-
jaré a vizszintes talajtdl 4 m
magassdgban halad. A teher-
auté 2,4 m x 4 m méretd, téglalap alaku rakodofeliilete 1,2 m magasan van. Add meg annak a
kamréanak a méreteit, amely a feliiljaré alatt dllitva vagy fektetve elfér a teherauton!

i
.
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Egy 10 cm éld kocka egyik lapjdra illesztiink egy 5 cm magassagu,
négyzet alapu gulét (jobb oldali 4bra). 5cm
A kapott test térfogata hany szdzaléka a kocka térfogatanak?

F

A hasédbot a szinezésnek megfelelden guildkra vagjuk szét (bal old:
¢ dbra). Csicsainak felsoroldsdval add meg a kék, a r6zsaszin és a pir
gulat!

A giila térfogata (Kiegészito tananyag)

A gulakbdl a hasdbba ontott folyadék mennyisége a testek térfogatdt méri. A tapasztalat szerint
haséb térfogata éppen hdromszorosa az ugyanolyan alapteriiletii és magassagi gilaénak.

A térfogat mértékegységei a hosszisdg egységeibdl eredden:
Ilmm*> < lem® < 1dm® < 1m® < 1km?
1000 1000 1000 1000000000

124




Térgeometria

térfogatot tirmértékegységekkel is mérhetjiik:
Iml<lcl<ldlcll<1hl
10 10 10 100

mert sszefiiggések: 1 cm® = 1 ml 1dm*=11 1 m* =10 hl=1000 1

A gila térfogata harmadrésze az ugyanakkora alapteriilet{i és magassdgu hasdbnak:

[Vg - %, tehit V, = T‘;ml

ahol T, a gula alapteriilete, m pedig a magassaga.

eladatok

gSzémitsd ki a négyzet alapd, egyenld oldaléld gila térfogatét, ha
a) alapéle 2 cm, magassdga 3,6 cm,
b) alapéle 4 cm, magassiga 3,6 cm,
c¢) alapéle 4 cm, magassdga 1,8 cm!

gSzéml’tsd ki annak a hdromszég alapd guildnak a térfogatat, amelynek
a) alapteriilete: T, = 20 cm?, magassiga: m = 15 cm,
b) alapteriilete: T, = 30 cm?, magassdga: m = 10 cm!

aPéﬁzsban a Louvre udvardn 4ll az dbrdn lathat6 hatal-
mas iivegpiramis. Ez egy olyan négyzet alapu, egyenld
oldaléld gila, amelynek alapéle a = 35,4 méter, ma-
gassaga m = 21,6 m.
Hatdrozd meg a piramis térfogatat!

@Nézz utdna az interneten, hogy az livegpiramison hiny =§ W‘
kiilonbozd sikidom l4thatd! .

Louvre (Pdrizs, Franciaorszdg)

4.4 KEt egybevagd, négyzet alapu gilat alapjukndl Osszeragasztunk. A gildk
minden éle 10 cm. Milyen lapok hatdroljdk a testet? Mekkora a térfogata?

aHény cm® az 4brén l4that6 ,haziké” térfogata, ha a =m = 13 mm? i \

b4 Mennyi a tomege annak az 6lomiivegbsl késziilt, négyzet alapd, gila ala-
ki disztargynak, melynek alapéle 9 cm, magassdga 12,6 cm, ha az liveg

k
sirtisége 2600 %?
m
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A laip

1. példa
Az abrén lathaté haszndlati targyak koziil valasszuk ki azokat, amelyeknek alakja altalunk ismi
mértani testre hasonlit, és soroljuk a megfeleld halmazba!

Megoldas

Hasab: C-vitamin, doboz

Henger: lila szinfi flakon, sétartd, gyertya
Gula:  csokigolyés doboz
Kip:  a tolesér alsé része

Gomb: labda, narancs

A kipot egy gorbe vonallal hatdrolt sikidom, az alaplap és egy feliilet, a paldst hatarolja. A palasi
azzal szemléltethetjiik, hogy az alaplap hatdrvonaldn végigvezetiink egy hurkapdlcikdt dgy, hogy
palca minden helyzetében dthaladjon egy, az alaplap sikjan kiviili ponton.
Az egyenes korkupnak van for-
gastengelye, ezért ezt forgaskip-
nak is nevezik.

A forgaskupot ugy is elképzel-
hetjiilk, hogy egy egyenld sza-

o [Mmagassag

ri hdromszodget szimmetriatenge- h

lye koriil megforgatunk. '
alap
forgastengely
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A kupnak nincs éle. A Q pont a kiip csticsa. A csticsnak az alap sikjat6l
valé tdvolsdga a kip magassaga. A feliilet a kip palastja. Az alaplap hatér-
vonaldnak egy tetszleges pontjat a kiip csticsdval osszekotd szakasz a kip

alkotoja.

A kip csicsdn 4dthaladd, alaplapjdra merdleges sik a kipot egyenld szard ha-
romszdgben metszi. Ez a hdromszog a kiip tengelymetszete.

. példa

soportmunka

ilonboz6 fajtdja, azonos sugard korcikkekbdl kippaldstokat dllitunk eld.

) Béarmelyik korcikkbdl készithetS kippaldst?

) Melyik kipnak legkisebb az alapkorsugara?

) Melyik kuppaldstnak legkisebb, és melyiknek legnagyobb a magassdga?

) Hogyan valtozik a kiip magassdga a korcikk kozépponti szogének novelésével?

A) A8 B) . C)
a a a
D) E)
m
o a
legoldas

Barmilyen a korcikkbdl lehet kiippaldstot késziteni, tehdt a fenti 6t kiilonb6zé korcikkbdl is.
Az A) kapnak legkisebb az alapkorsugara.

Az E) kipnak legkisebb a magassdga és az A)-nak a legnagyobb.

Ha kdrcikk kdzépponti szoge nagyobb, akkor a keletkezd kip magassdga kisebb.
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3. példa

Az dbran az m a kip magassdgat, a az alkot6jat, r pedig az alapkorének sugar
jeldli.

Az dbran lathat6 kip adatainak véltoztatdsdval mds-mas kipot kapunk. Az 4l
tasok ezekre a kiipokra vonatkoznak. Dontsiik el, hogy hény 4llitds igaz és ha
hamis.

A) Ha két kiip alapkorének sugara egyenld, akkor annak nagyobb a magassag

amelyiknek hosszabb az alkot6ja.

B) Ha két kiipnak egyenls az alkotdja, akkor a kisebb magassdgunak kisebb
sugara.

C) Ha két kuapnak egyenld a magassaga, akkor a kisebb alapkorsugarihoz nagyobb alkoté tartozi

D) Ha két kiip koziil az egyiknek feleakkora az alkot6ja és a magassdga, mint a masiknak, akkor
kisebb kiipnak feleakkora az alapkorsugara is.

Megoldas
A) Igaz. B) Hamis.

C) Hamis. D) 1gaz.

a
2

Az éllitasok igaz vagy hamis voltidnak eldontésénél a kipok tengelymetszetén megjelend derékszo,
haromszogben a Pitagorasz-tételt alkalmaztuk.

Az éllitdsok kozott két igaz és két hamis szerepelt.

Feladatok

1.} Vagjunk el egy kipot a

a) forgastengelyére illeszkedd sikkal,
b) forgéstengelyére merdleges sikkal!
Rajzold le, milyen sikidomok a sikmetszetek!
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2 a) Mekkora egy 4,2 cm alapkor sugard kip magassiga, ha alkotéja 60 mm?
b) Rajzold le a kip tengelymetszetét!
c¢) Mekkora a tengelymetszet teriilete?

3. Rajzold le, milyen sikbeli alakzatot kell a szimmetriatengelye koriil megforgatni,
hogy a homokoérat szemléltetd mértani testet kapjuk!

4. Egy tomor fabol késziilt kup feliiletét kékre festjiik, majd a tengelyére illeszkedd
két, egymdsra merSleges sikkal négy részre vagjuk. Rajzold le a vagas utan lathatd
festetlen lapokat!

A varizsl6 kiip alaki kalapjat és a kinai kalapot
a sugaru korcikkekbdl készitették. Melyik korcikk-
nek nagyobb a kézépponti szége? Rajzold le a kor-
cikkeket!

ﬁEgy satortdbor kozepén all6 ridra egy elemmel
miikods, nagy fényl ledes ldmpat akasztanak fel.
A lampa fénykipjdnak a kup csticsndl 1évo szoge
90°. A gyerekek az esti jaték utdn a rad 2,5 mé-
ter sugard kornyezetében elhagytak néhédny ping-
ponglabdat. Milyen magasra kell akasztani a 1am-
pat, hogy az a labddkat megvildgitsa? Készits raj-
zot!

A kup felszine és térfogata (Kiegészito tananyag)

kup felszinének meghatirozasahoz elGallitjuk a kidp haléjat.

kiteritett
palast

2rm

hédlé egy korbdl és a kiteritett paldstbol dll. A Kkiteritett palast egy korcikk. A kip felszinét ennek
két sikidomnak a teriiletdsszege adja.

:A = Tior + Tpaast = Ta + T = rlm + m:aj, ahol r a kiip alapkorének sugara, a pedig az alkotdja.
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A kip terfogatat az ugyanolyan alapkorsugard és magassdgu henger térfogatdhoz viszonyitjuk.

rzﬂ.'m

Tehat a kap térfogata: | V = , ahol r a kip alapkorének a sugara, m pedig a magassaga.

Példa
A kett6s kip formdji homokéra magassaga 12 cm, az alapkordk sugara 1,6 cm.
Hény cm® homok fér bele dgy, hogy miikodtetni tudjuk?

Megoldas
A homokéra akkor indithaté el, ha egyik kdp alaku tartalya éppen tele van. Egy
ilyen kip magassdga a homokéra magassdgédnak a fele, tehat 6 cm.
A kip térfogatinak kiszamitasdval kapjuk meg a benne 1év6 homok mennyiségét.
2 2
1,6°T - 6
vel ’3”"" ;’ ~ 16,0849 (cm®) ~ 16,1 (cm®)
A homokérdban kb. 16 cm? térfogatd homok van.

Feladatok

” Egy kiip alakd pezsg&spohar 9 cm magas, fed6korének dtmérdje 6,6 cm. Hany deciliter pezs;
~ fér bele?

Az abran lathaté henger alaku és kiip alaki poharakat sziniiltig toltjiik vizzel. Kevesebb va,
tobb viz fér a kip alaki poharakba, mint a henger alakiba?

Valaszodat indokold!

d

<> d=5cm =
d=5cm d=10cm v) m=16 cm
m=8cm m=8 cm
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A bugaci pdsztormizeum kidp alaki tet6szerkezetének
magassdga 5,6 m, alapkorének dtmérGje: 13 m. Hany m°-
es a tet6tér? Ennek a kdpnak milyen sikidom a tengely-
metszete?

Pdsztormiizeum (Bugac)
Foté: Varga Mihdly

EAZ 4bran l4thaté kiszombori templom kupoldja olyan kiip, amely-
nek alkot6ja 8 m. A kip tengelymetszete szabdlyos hdromszog.
Hény méter hosszi az a csatorna, amely a kupola alapjdt korbe-
fogja?

iEgy 6,4 cm magas kipot helyeziink el egy olyan négyzet alapu,
egyenl6 oldalélii gildba, amelybe éppen belefér. A gila alaplapéle Srid-bord Brtempton
6 cm. Hényszor nagyobb a gila térfogata, mint a kip térfogata? (Kiszombor)

A gomb

Gomb alakd targyak igen gyakran
megjelennek az ember életében. Mar
a csecsemdkord gyermek is jatszik a
labddval; az 6vodds mar azt is tud-
ja, hogy gombnek hivjdk. Geometriai
tulajdonségait részletesen viszont csak
magasabb matematikai ismeretek se-
gitségével irhatjuk le.

Otodik osztlyban tanultuk, hogy a gombfeliilet olyan térbeli pontok halmaza, amelyek egy adott
ponttSl egyenls tdvolsigra vannak. Az adott pont a gomb kdzéppontja, az adott tédvolsdg a gémb

sugara.
ﬂ )
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A gomb kozéppontjat a gombfeliilettel 6sszekotd szakasz a gomb sugara. A gombfeliilet két
tetsz6leges pontjat Osszekotd szakasz a gomb hiirja. A gomb minden sikmetszete kir. A legna-
gyobb ilyen kor a gomb fokore, amelyet a kozéppontjan 4thaladé sik metsz ki a gombbdl; ezt a
gomb tengelymetszetének is nevezik. Ennek a kornek az dtmérGje egyben a gomb atméraje is.

Ha egy kort valamelyik dtmérGjének egyenese koriil megforgatunk, a forga-
tds kozben gombot latunk. Ezért a gomb, hasonléan a hengerhez és a kiphoz,
forgastest.

A gdmb nagyon kiilonleges test. A mindennapi életiinkben, ha valami tokéletes,
akkor arra azt is szoktdk mondani, hogy ,,gomboly(i”. Valéban a ,,legszabdlyo-
sabb” test a gomb. Ilyen elnevezés persze nincs a geometridban, de szabdlyos
testek léteznek. A szabalyos test minden hatdroldlapja egymadssal egybevagd Q_ B
szabdlyos sokszdg, ezenkiviil a test gombbe irhaté gy, hogy minden csicsa
a gomb feliiletén van. Erdekes, hogy mig a sikidomok kozétt végtelen sok szabélyos sokszdg van,

addig a szabdlyos testekbdl csak otféle 1étezik. Koziiliik az els6é harommal mar megismerkedtiink.

A szabélyos tetraédert 4 szabdlyos hdromszog,

a szabdlyos hexaédert (a kockat) 6 négyzet,

a szabdlyos oktaédert 8 szabdlyos haromszdg,

a szabdlyos dodekaédert 12 szabdlyos 0tszog,

a szabdlyos ikozaédert 20 szabdlyos hdromszog hatédrolja.

tetraéder hexaéder (kocka) oktaéder dodekaéder ikozaéder

1. példa
Néhany fokore mentén szines szalagokkal diszitett a gombot latunk az

abran. A gomb sugara 4 cm. Milyen hosszi szalagot haszndltak az elké-
szitésénél?

Megoldas

A f6kor sugara ugyanakkora, mint a gomb sugara. Egy fokoron haladé
szalag hossza egyenld a fokor keriiletével.

Egy piros, egy narancssarga, egy kék, egy vildgoskék, egy lila és egy zold
szalag hatdrolja a gombot. Ez dsszesen hat f6kor.

1 fékor keriilete: K =2-r - ~ 8 cm- 3,14 =25,12 cm ~ 25 cm.
6 fokor keriilete: 6 - 25 cm = 150 cm.
Osszesen 150 cm hossziisagd szalagot haszndltak fel a gomb diszitésére.
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2. példa

Egy ajandékboltban kaphat6 az aldbbi asztali disztdrgy: egy 15 cm dtmérdj,
4tlatsz6 miianyagbdl késziilt gobmbbe 1,5 cm sugard csillogé kis gomboket he-
lyeztek el gy, hogy a kis gémbok kozéppontjai a nagy gdmb hdrom, egymasra
paronként merSleges dtmérdjén sorakoznak. A kis gombok érintik egymdst €s
atmér6ik egybeesnek a nagy gombével. Osszesen hdny gombbdl 4ll ez a disz-
targy?

Megoldas

Az 4brdn a disztirgy egyik tengelymetszetét latjuk. Ebben a sikban két irdny-
ban sorakozik a 9 db kis gomb képe. Erre a sikra merSleges 4tmérén tovdbbi
4 db gdomb helyezhet6 el.

fgy a nagy gombbel egyiitt 6sszesen 14 db gémb van a disztdrgyban.

3. példa
Paros munka

Hogyan lehet elkésziteni a focilabda modelljét
az egyik szabdlyos testb6l, az ikozaéderb6l?
20 db szabdlyos haromszogbdl készitsiink egy
ikozaédert!
3)
_> g

Megoldas
(1) (2)

Megjeloljiik az ikozaéder minden élének harmadol6 pontjait és ezeket a (2)-es dbrdn lathaté médon
dsszekotjiik. A csicsokhoz kozelebbi fekete szakasz mentén levagjuk az ikozaéder csicsat. Egy
csticsndl példdul a (2)-es dbran lathaté zold, otszog alapd gilat vagjuk le. Ha a hatszdget minden
lapon kijeldljiik, és a levagédst minden csicsndl elvégezziik, akkor a (3)-as dbrédn lathat6 focilabda-
modellt kapjuk.

Bzt a testet annyi 6tszog hatdrolja, ahdny csidcsa, és annyi hatszog hatdrolja, ahdny lapja van az
ikozaédernek, vagyis 12 6tszdg és 20 hatszog. A focilabda tehdt ezekbdl a sokszogekbol késziil.
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Feladatok

1.]Léna egy labdat ajandékoz testvérének. A labdédt a fokorénél
egy 85 cm hosszi szalaggal atkoti digy, hogy a masnira 20 cm
hosszi szalagot hagy. Mekkora az ajandéklabda sugara?

2.| Az abran lathaté 14 cm atmérdjli gomb vazét szines milanyag
— csovekbdl készitették. A csovek a fokorok mentén haladnak.
Milyen hosszu kiilon-kiilon egy miianyag cs6? Mennyi a csovek
hossza Osszesen? (A gomb tetején és aljan 1év6 Osszeillesztd
idomok méretét figyelmen kiviil hagyjuk.)

12 db marcipangolyd van a téglatest alaki dobozban. Egy goly6 |
atmérdje 3,2 cm. _ b
Mekkora a doboz térfogata?

a
Becsiild meg, hdany 2,5 cm sugari diszgomb fér el a 20 cm magas, henger alaku térol6é dobozban,
ha egy rétegbe maximum hetet lehet elhelyezni!

Mekkora a henger alapkorének armérsje, ha a gombok érintik egymdst €s a henger falat?

Egy alul nyitott kipot nyitott felével felfelé tartunk. A kiipba
egy érintd gombot helyeziink. Rajzold le az alakzat elol-, oldal-
és feliilnézetét!

: A pingponglabddkat négyzetes hasdb alakd doboz-

ban 4ruljak.

A doboz mérete olyan, hogy a labddk pontosan

egymds folott éppen beleférnek. Hany labdit te-

hetiink ebbe a dobozba, ha a doboz alapja 2,8 cm
oldald négyzet, magassaga 14 cm?

A gomb felszine és térfogata (Kiegészitd tananyag)

A gomb felszinének meghatirozasakor az okozza a nehézsé-
get, hogy mig az eddig tanult mértani testek mindegyikének
el tudtuk késziteni a sikbeli hdléjat, addig a gdbmb esetében ez
lehetetlen. Barmilyen pardnyi gombfeliiletet vigunk is ki pél-
déaul egy jatéklabdabdl, annak is van gorbiilete, igy nem tudjuk
azt sikba kiteriteni, ezért a gdbmbnek nincs héléja.

A gomb felszine: , ahol r a gomb sugara.
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Celicg

kiteritett hengerpaldst
10 cm 10 cm

2rm
25
Erdemes megfigyelni, hogy példdul egy 5 cm sugard gémb felszine egy 5 cm sugard és 10 cm magas-
sdgl hengerpalést teriiletével egyenld, ugyanis a gdomb felszine: A, = 4-5%7 = 1007, a hengerpalést
felszine: Ay, =2- 57 - 10 = 1007

Az ilyen henger tengelymetszete négyzet. Ebbe a hengerbe ez a gomb éppen ,,belefér”; azt mondjuk,
hogy ez a henger beirt gombje.

r=5cm

A gomb térfogatdnak meghatdrozasdra sincsenek elemi mdédszerek.

Arkhimédész a gomb térfogatit dgy hatdrozta meg, hogy ugyanolyan anyagti vékony korleme-
zekbdl készitett egy r sugard gombot, egy r sugard, 2r magassagi hengert és egy szintén r
sugari, 2r magassdgi kidpot. Ezeket egy kétkard mérleg segitségével megmérte, €s azt tallta,
hogy a kiip és a gomb tomegének dsszege megegyezik a henger tomegével. Felhasznélva, hogy
az ugyanolyan siirliség( testek térfogata egyenesen ardnyos a tomegiikkel, eddig ismert testek (a
henger és a kip) térfogatdnak segitségével kapta meg a gomb térfogatdt. J6val kés6bb Cavalie-
ri [ejtsd: kavalieri] (1598-1647) olasz matematikus ezeket a korlemezeket siklapvékonysagtinak
képzelve be is bizonyitotta Arkhimédész képleteit.

e 4r’m s
A gomb térfogata: |V = g ahol r a gdmb sugara.

Feladatok

1.|Szédmitsd ki a gomb felszinét és térfogatat, ha sugara
T a) 1,2m,
b) 12 cm,
c) 120 dm,
d) 1,2-10* mm!
Van-e kozéttiik olyan, amelynél a felszin és a térfogat mérGszdma megegyezik?

Két 4 cm sugard félgdmb felszinének Gsszege mennyivel nagyobb, mint egy 4 cm sugarti gombé?
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5

b
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.1Egy gyermeknapi, goémb alakid 1éggébmb atmérdje 24 cm.

. Helyezd a targyakat a megfeleld halmazba!

Hany cm?® levegdt fajtak a l€éggdémbbe?

Egy gombnek tekinthetd gordgdinnye fékorének Kkeriilete
60 cm, héjinak vastagsdga mindeniitt 0,8 cm. Mekkora tér-
fogati a dinnye ehetd része?

A szemcseppentd egyszeri megnyomasaval 3 mm atmérd-
ji, gbmb alaki cseppeket tudunk képezni. Egy alkalommal
4 cseppet kell a gy6gyszerbdl a szemiinkbe csopogtetni.

Hany milliliter gyégyszert haszndlunk el, ha naponta 6tszor
kell kezelni a szemiinket?

Egy iivegbdl késziilt gyongysor kézépsd gombjének atmérdje 12 mm.

A hérom kiilonboz6 méretli, gobmb alaki gyongy sugardnak ardnya
3:2: 1. Mekkora a gyéngysorban 1év6 5 db gyongy egyiittes tomege,

ha az iiveg siirlisége 2,2 i'7 (Az atfurds miatti térfogatcsokkenést
cm?

ne vegyiik figyelembe!)

A gybgyszeres kapszulit egy 10 mm magassdgu hengerpaldst és két 2,5 mm
sugard félgomb hatédrolja. Becsiild meg, mekkora lehet egy kapszula térfoga-
ta, mekkora lehet a felszine! Becslésedet szamoldassal ellenGrizd!

a ) Egy 9 cm éli kockébél esztergéléssal a Icheto legnagyobb gombot készitették el Mekkora
A gomb fclszme és térfogata?
b) Egy 9 cm étmerﬁjﬁ fagoly6bol esztergél{issal a lehetd legnagyobb kockit készitették el.
Mekkora a kocka felszine és térfogata?

: Egyetlen nagy gomb alakii cseppé alakul 8 db 1 mm 4tmérdji, gomb alaki esGesepp. Mekkora

a nagy csepp és egy kls csepp felszmének arénya‘?

Tuddsproba

Hasédbok:
Hengerek:
Gulak:
Kipok:
GOmbok:
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2. a) Nevezd meg és rajzold le a testek oldallapjait!

b) Hatdrozd meg a B) alakzat hdl6jdnak teriiletét, ha a kocka éle 4 cm a hdromsz6g oldallapja-
nak magassiaga 3,5 cm!

A) B)

3. Egy tomor f4bol késziilt, négyzet alapu, egyenld oldaléll gila alapéle 7 cm, oldaléle 9 cm
hosszi. A gilét pirosra festjiik, majd kettévdgjuk egy olyan sik mentén, amely az alaplapra
merdleges és annak egyik 4tl6jan dthalad.

a) Milyen festetlen lapjai lesznek a kettévigott gildnak?

b) Mekkordk a festetlen sikidom(ok) oldalai?

4. a) Milyen testek alkotjak az dbran lathaté kortemplomot?
b) Rajzold le a tengelymetszetét!

¢) Mekkora a tengelymetszet teriilete, ha a templom alapko-
rének atmérdje 8 m, oldalfaldnak magassdga 6 m, a kip
alakd tet6tér magassdga 5 m?

Egy 6 cm &tmérdjli kardcsonyi gombét az
abrdn lathaté moédon szalaggal feldiszitiink.
A szalag, amivel a fira felakaszthatjuk,
14 cm hosszd. Osszesen hdny cm szalagra
van sziikségiink 8 ilyen gomb feldiszitésére?

6. A keljfeljancsi fejét alkoté6 gomb sugara 2,5 cm. A hasait
és a fejét alkoté gomb atmérdinek ardnya 11 : 5. Milyen
magas dobozban fér el 4ll6 helyzetben?
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Alapfogalmak,elnevezések

Statisztika

A 6. osztidlyban meghatdroztuk a statisztikai adatok atlagat, az adatokat tdbldzatba rendeztiik, é:
grafikonon dbrizoltuk. Megismertiik a pontdiagramot, a vonaldiagramot, az oszlopdiagramot és ¢

kordiagramot.

1. Pontdiagramon szemléltetjiik a Fold 6t legnagyobb barlangjdnak hosszét:

Barlang neve Orszdg | Hosszisag km/ben hossz [?61(])
Mammoth Cave System | USA 568,27 400
Optimiszticsna Ukrajna 191,4 300
Jewel Cave USA 174 200
Holloch Sviéjc 168 100
Lechuguilla Cave USA 143,85

MCS O

& H LE

2. Vonaldiagramon szemléltetjiik egy 60 éves férfi vérnyomads-ingadozasat, egy héten at mért adatok

alapjén:

Junius 6.
Junius 7.

vérmyomads [Hgmm]

140 ‘
] .
G | ___./ ¥ .
) A ECE
Phpi —"‘-\-mmiw s i
50 -Firps it spiscoics

jin. 1. jdn. 2. jdn. 3. jdn. 4. jdn. 5. jin. 6. jun. 7.

3. Testnevelésoran a magasugrast gyakoroljak a fitk. A 8. osztdlyban Aladar, Barna, Csanid, Dévic
€s Elek éltaldban atugrottdk a 130 cm-es magassagra tett lécet. Az 4j kihivds szdmukra az, hogy ¢
tanar 5 cm-rel magasabbra emelte a lécet. Mindegyik gyerek tizszer probélkozott. Az eredményeke:
tabldzatba foglaltuk. Az adatokat kettds oszlopdiagramon dbrazoljuk.

Aladar | Barna

s

Divid

Atugrotta a lécet

Elek

Leverte a lécet

ugrisok szdma 4

10

8

61
41
2
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4. A kordiagramon a foldrészek teriiletének szdza- Ausztralia és Ocednia 6%
lékos eloszlasat dbrazoljuk: B Amerika 28%
[J Afrika 20%
[ Azsia 30%
B Eurépa 7%
[] Antarktisz 9%

A statisztikai kutatdsok adatok gytijtésére épiilnek. A statisztikusok gyfjthetnek adatokat targyakrol,
§161ényekrdl, hagyomdnyokrdl, egészségi dllapotrdl, étkezési szokdsokrdl, emberi kapcsolatokrol,
gondolkodasmédrél stb., majd az dsszegyfijtott adatokat (adatsokasdgokat) rendezik, tdblazatba fog-
laljak, grafikusan dbrdzoljak, és kiilonbozd statisztikai mutaték segitségével elemzik azokat. Tobb
adatsokasdg esetén Gsszehasonlité elemzéseket végeznek. Kutatdsaik kozzétett eredményeit a mai
viligban az élet minden teriiletén haszndljék: a tudomdnyokban, a kultirdban, a sportvildgban, a
politikdban stb.

Mig a valészin(iség-szamitds a XVIL szdzad 6ta szerves része a matematika tudoménydnak, addig a
statisztika, ezen beliil a matematikai statisztika csak a XX. szdzadban érte el tudoményos rangjat.

Vannak statisztikai adatok, amelyek pontosan nyomon kévethetdk, mert megtaldlhaték valamilyen
adatnyilvantartdsban. Gyakori azonban, hogy egy nagy létszami sokasidg minden tagjdt nem lehet
elérni.

Ilyenkor a felmérésben megjeldlt tulajdonsdg vizsgdlata céljabél a sokasdgbdl mintat vesznek.

A sokasag:
L

R &4

Az adatok gy(ijtésének tobbféle médja van. A négy alapvetd modszer:

1. Kérdsiv: szakszertien osszeallitott kérdések sorozata, megadott vélaszlehetSségekkel.

2. Interji: személyes beszélgetés, tematikusan felépitett kérdésekkel.

3. Megfigyelés.

4. Kisérlet.

Az utébbi kettSre mutatunk példat:

Megfigyelés

Népi hagyomény, hogy december 13-dn, Luca napjén egy kis tdlkdba biizdt tesznek, abban csirdz-
tatjdk. A biza, ha jél gondozzak, kardcsonyra felndvekszik. A novény fejlodésébdl kivetkeztetnek
az eljovendd esztendS buzatermésére és a csaldd, valamint a joszagdllomany egészségére. Erede-

te visszavezethet§ az egyiptomi gabonacsirdztatds ritusdra, amely a Kr. e. XVII. szdzadi Ozirisz-
kultuszban jatszott fontos szerepet.
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Megfigyeltiik a biza gyarapoddsat az tiltetést kovets 11 napban, naponként megmértiik a névekedést,
és az adatokat a tdbldzatban rogzitettiik:

Nap 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Hossz [mm)] 1 5 20 60 90 100700130 | 150 170 0 180 i 190

A megfigyelés a statisztikai vizsgédlatok egyik leghasznosabb mddja. Alkalmazzak is gyakran a min-
dennapokban. Példdul:

— Az aut6palya egy adott pontjdn a gyorshajtok megfigyelése, szdmlalasa.
— Utasszamlalas egy-egy tomegkozlekedési eszkozon.
— Kereskeddk drurendelése a kordbban megfigyelt kereslet alapjan.

Kisérlet

Francis Galton [ejtsd: franszisz galton] (1822-1911) angol iré és utazé volt, aki orvosi ta-
nulmdnyait felhaszndlva a sziiletendé gyermekek nemét vizsgélta. Kutatdsainak eredményét az
un. sziiletési tablaban foglalta Gssze. Statisztikai megfigyelésen alapulé feljegyzései segitették
a val6szinliség-szamitas fejlédését is. A réla elnevezett Galton-deszkaval végzett kisérletekkel
modellezni lehet azt a statisztikai torvényt, hogy egy adatsokasdgban nagy valdsziniiséggel az
atlagos tulajdonsagu elembdl van a legtobb. Az eszkoz egyszerisitett véltozata az dbran lathato.

Az dbran lithaté eszkoz tetején és oldaldn nyildsok vannak. Barmelyik

80 nyildson bedobott goly6t az eldgazdsoknal levs ékek egyenld valdszin-
@ @ g séggel terelik a két irdny valamelyikébe.
@ % @ @ A Galton-deszka szdmitogépes modelljével eldszor 50, majd 500 kisérle-
tet végeztiink dgy, hogy a golydt a f61s6 nyildson dobtuk be. Lejegyeztiik
@ @ @ @ @ az egyes folyosokba érkezé golydk szdmat.

@ @ @ @ @ @ Az adatok alapjan készitsiink oszlopdiagramot!

00000080

g

Folyoso

Leérkezd
golydk szama
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50 kisérlet 500 kisérlet

0
o © o e 6 6 @ @ @
Ha n kisérletbGl az A esemény k-szor kovetkezik be, akkor k szdm az A esemény bekovetkezé-
k
sének gyakorisdgat, a — hdnyados pedig a relativ gyakorisagat jelenti.
n

A kisérleti eredmények alapjan meghatdrozzuk az egyes folyosokba valé megérkezés gyakorisagat
és relativ gyakorisdgat.

1 2 3 4 5 6 7l

gyakorisdg 0 5 18 12 9 5 1
2t relativ gyakorisag 2 i E E £ i i
50 50 50 50 50 50 50

500 kisérlet
Példa

Megkérdeztiik a 8. osztilyos tanuldkat, hogy a maximum 50 pontos térgeometriai témazard dolgo-
zatra ki hany pontot kapott. A huszonhdrom vélaszt a tdbldzat tartalmazza:

a2 3 a5 b6 70| 809 I L (12018, 14 1516, | 17.] 18. | 19. 1 20,{21.1 22,123,
37 (50|16 |41|22|37|46|43|38|49|10(29|25|24|45|26|18|12|40|50|40|27 |20

Allapitsuk meg, hogy ebben a mintiban

a) mi a statisztikai sokasag, b) mik az egyedek, ¢) mi az ismérv,
d) mi az adat, e) mi az adatsokasig!
Megoldas

a) A 8. osztdlyos tanuldk alkotjdk a statisztikai sokasagot.

b) A koziiliik megkérdezett tanuldk az egyedek: ket a tdbldzat elsG sordban sorszdmmal jeloltiik.
c) A vizsgélt tulajdonsag az ismérv: itt a dolgozat pontszdma.

d) Az ismérv egy-egy konkrét értéke az adat: példankban a tablazat masodik sordban egy-egy szam.
e) Ezek Osszessége az adatsokasag: a tdbldzat masodik sordban szerepld szamok.
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Feladatok

1.} Keress az interneten, a napilapokban, a katalégusokban statisztikai adatok alapjan késziil
— vonal-, kor- és oszlopdiagramokat! Elemezd azokat! Allapitsd meg, hogy az éltalad vélasztot
diagramokon
a) mi a sokasag, b) mik az egyedek, ¢) mi az ismérv,  d) mik az adatok!

| 2.|Paros munka

Készits legalabb 10 kérdésbdl all6 kérdbivet a kovetkezd témdk valamelyikérdl, majd a péroc
vélaszoljon a kérdésekre!

A) zenehallgatis, B) olvasas, C) sportolds, D) szamit6gép-hasznalat,
E) éltalad vdlasztott téma.

Adjatok meg, hogy az altalatok Osszedllitott kérdéivben,
a) mi a sokasag, b) mik az egyedek, ¢) mi az ismérv, d) mik az adatok!

Adatgyiijtés, beszamolé

A didkonkormdanyzat vezetGjeként a kovetkezd Osszejovetelen be kell szdmolnod arrdl, hogy
a mostani nyolcadikosok koéziil ki hogyan folytatja tanulmanyait a kovetkez6 tanévben, vagy he
nem tanul tovdbb, mivel foglalkozik majd. Készitsd el ezt a statisztikat!

A kapott adatokat foglald tdbldzatba az aldbbiak szerint!

Gimnézium, Szakkozépiskola, Szakiskola, Egyéb

Egy kis falu most megnyilt vegyesboltjanak vagy az iizletvezetSje. Készits olyan felmérést (kér-
dbivvel, interjival vagy az éltalad vilasztott tetszOleges modszerrel), amely alapjan le tudoc
adni az drurendelést!

EEgy 36 f6s nyolcadikos osztly egész évi hi- A mulasztott
dnyzdsdnak Osszesitését tartalmazza a tdbla- napok szdma

zat. Ha.té’ro’zd meg a mulasztott napo}k Eelativ L 2 (3761 al13]1
gyakorisdgit, és add meg ezeket az értékeket
szdzalékalakban is!
16, Vilassz egyet a szabdlyos dobotestek koziil!
Dobd fel 40-szer! Készitsd el az egyes szdmok
dobdsénak relativgyakorisidg-grafikonjat!

011|5|8|9]|10|15

Figyeld meg egy héten keresztiil, hogy a nap
legforgalmasabb idGszakdban, negyedora alatt
hédny ember halad el az ablakotok vagy a ka-
putok el6tt! Megfigyeléseid eredményét fog-
lald tabldzatba!

Magyardazd meg, hogy a Galton- 3'_{@ 200
deszka kisérletnél L 250
a) miért érkeznek a goly6k nagyobb @%g:f. 200 |
eséllyel a kozépsé folyosdkba, 000000 -
; . 1 6000000
mint a szélsdkbe, YYYYYYY
b) milyen kapcsolat van a két dbra @aesaeﬂaﬁgﬂ:e@@% 100
5 3
L 00000000000 50
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A statisztikai adatok szemlélteté€sére az oszlopdiagramnak sokféle véltozatit hasznaljak.

1. példa

Statisztika, valésziniiség-szamitas

Diagramok

A tdblazatban a 2002. évi Zrinyi Ilona-matematikaverseny orszdgos dont6jében az elsé 20 helyen
végzett tanuldk lakdhely szerinti megoszldsat olvashatjuk évfolyamonként. Az adatok alapjan ké-
szitstink kiilonb6z$ oszlopdiagramokat!

Tanulok 3. évfolyam | 4. évfolyam | 5. évfolyam | 6. évfolyam | 7. évfolyam | 8. évfolyam
Budapesti 6 2 6 7 # 6
Vidéki 14 18 14 13 13 14
Megoldas
0 ) P ——— SR
5 15 3516/ 7|8
0 10 5
5 s3I0 I T 10

I L e e

3. 4 5 6. T & 3.4.5.6.7. 38 L
20

A grafikonokon a téglalapok egy-egy oldalhossza egyenld, ezért a masik oldaluk hosszdnak ardnya

és igy a teriiletiik ardnya is megegyezik a tabldzatban adott megfeleld értékek ardnyaval.

Az adatsokasdg jellegétdl fiigg, hogy mikor melyik fajta oszlopdiagram alkalmas az adatok szem-
[éltetésére. Ha kétféle adat tartozik egy-egy helyhez, akkor barmelyik tipus haszndlhat6. Ha kettOnél
tobb olyan adatunk van, ami ugyanahhoz a helyhez tartozik, akkor az elsd, illetve a masodik java-
solhatd. Ha egy helyhez sok adat tartozik, akkor az egymadsra helyezett téglalapok attekinthetetleniil
magas Uj téglalapot hoznak létre, ezért ilyenkor kis szélességli, egymds mellé illesztett téglalapok
alkalmasabbak az adatok dbrdzoldsdra.

2. példa

a) Joco naponta 2 drat tolt kosarlabdaedzésen. EdzGje mindennap feljegyzi, hogy a lejatszott
meccsek alatt a paldnkra dobott labddk koziil hany taldlt a kosdrba — ezzel jellemzi Jocé he-
ti teljesitményét. Készitsiik el az adatok alapjin a naponkénti taldlatok relativ gyakorisdgdnak

grafikonjat!
Hétto Kedd Szerda | Csiitortok | Péntek
Dobasok szama 12 8 16 11 9
Talalatok szama 5 4 13 10 7

») Az edz§ arra is kivancsi, hogy milyen Jocé kosardobédsainak napok szerinti eloszldsa. Ehhez a
heti 6sszes taldlat egy-egy napra ess részaranyat kell kiszdmitani. Adjuk meg ezeket az ardnyokat
szazalékalakban, és készitsiink az adatokbdl kordiagramot!
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Megoldas
a) Hétf6 | Kedd | Szerda |Csiitortok| Péntek
Dobasok szama 12 8 16 11 9
Tal4dlatok szdma 5 4 13 10 7
4 i3 10
A taldlatok relativ gyakorisdga % 3 16 11 ;
A taldlatok relativ gyakorisiga %-ban | 42% 50% 81% 91% 78%

Az

13 10 7

12°8° 16" 11" 9

szamok a megfigyelés adatainak naponként kiszdmitott relativ gyakorisag

sorat alkotjak. A 42%, 50%, 81%, 91%, 78% ardnyszamok a sikeres dobasok szazalékos eloszlasar
adjak hétfotdl péntekig.

talalatok rel. gyak. taldlatok rel. gyak.

1 100%

05— 50%

1]
11
111
L]
RARANN
T
11
17
L]
RN
T

T

Sz

T T T T T T

H K Cs P napok H K Sz Gs P napok
Lathatjuk, hogy a két grafikon majdnem azonos. A relativ gyakorisdg dbrazoldsakor mindegy, hogy
az ardnyban vagy a szdzalékban megadott adatokat haszndljuk. A grafikonrél leolvashatjuk, hogy

Joco a naponkénti értékelés szerint csiitortokon volt a legeredményesebb.
b) A fenti tablazat adatai szerint Jocé hétf6t6]l péntekig 6sszesen 39-szer dobott kosarat.

A keresett ardnyok: A kordiagram:

HBE s; | Ccs | P A kordiagram egyes részeinek
Taldlatok szdma | 5 | 4 |13 [ 10| 7 k(’i_zépponti ls{zégeii/ia 3§O°~qs
Rel. gyak. =ARA AP l :Ielziesszsjr(;igearé?l}/tgsaozt;tés;wzlz
39 1391|3939 |39 kapjuk.
Rel. gyak. %-ban| 13 [ 10 | 33 | 26 | 18

Ezeket az adatokat egyszer(ibb formédban szalagdiagram segitségével is dbrdzolhatjuk. A szalagdi-
agramot gy készitjiik el, hogy felvesziink egy adott hossziisdgu téglalapot, melyet 100%-nak tekin-
tiink, majd elkészitjiik ennek a téglalapnak az adatokkal ardnyos felosztdsét dgy, hogy a ,résztégla-
lapok™ egyik oldala 4lland6, a mésik pedig ardnyos a megfelel$ adattal.

Tgy az egyes téglalapok teriilete aranyos a megfelel§ adattal. Ez a diagram hasonlit a kérdiagramhoz
hiszen azt is hasonldan készitjiik el, csak anndl téglalap helyett kort osztunk fel az adatokkal aranyos
teriiletd korcikkekre.

A szalagdiagram:
H K
13% 10%

Sz
33%

Cs
26%

18%

T T

% 23 56 82 100 %
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3. példa
Rendkiviil szemléletes €s ,,beszédes” az adatok dbrdzoldsandl alkalmazott piktogram. Ezt a format

féleg a napilapok, folyéiratok és egyes szakkonyvek haszndljak. Az adatok értékét ebben az esetben
a figurdk vagy szimbdélumok szdma, illetve mérete szemlélteti.

a) 2014-ben Magyarorszig él6fakészlete 369,6 millié m® volt. Ennek szdzalékos eloszlsét olvas-

Statisztika, valoszintiség-szamitas

hatjuk le a grafikonrél. Adjuk meg, hogy kozelitSleg hany m> volt a fenyGfadllomany ebben az

évben!

tolgy

bilikk akac cser

fenyd

nyar

egyéb fak

Tolgy

Biikk

Akdc

Cser

Feny®

Nyér

Egyéb fa

90-0s arany

23

11

14

13

15

12

12

Allapitsuk meg, hogy a diagram melyik varosok adatit szemlélteti!

Magyar varosok egy fore jutd zoldteriilete
®

Sorrend | Véros Zoldteriilet (m?/£65)
1 Szolnok 118
2 Pécs 78
3 Zalaegerszeg 73
4. Gyor 63
9. Nyiregyhdza 51
6. Székesfehérvar 44
74! Tatabanya 43
8. Miskolc 41
9. Eger 35

10. Békéscsaba 33
) i Szeged 25
12 Kaposvar 24
13 Salgétarjan 22
14. Szekszard 21
1. Szombathely 19
16. Debrecen 18
17, Kecskemét 15
18. Veszprém 14

b) A téblazatban az egy f6re jutd zoldteriilet nagysdgét lathatjuk a felsorolt magyar varosokban.

(KSH)
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Megoldas
a) A fenyddllomény a teljes él6fakészlet 15%-a. 369,6 millié m® - 0,15 ~ 55 millié m>.
b) Szolnokon az egy fore jut6 zoldteriilet 118 m?.

A mdsodik diagramon kb. 1,8-szer annyi embernek jut ugyanakkora zéldteriilet, mint Szolnokon. Ez
azt jelenti, hogy az egy fore juté zoldteriilet 118 m? : 1,8 ~ 65 m°. Ez GyGr véros adatét kozeliti
meg. A harmadikon egy f6re kb. 4,7-szer annyi embernek jut ugyanakkora zoldteriilet, mint Szol-
nokon. 118 m? : 4,7 ~ 25 m”. Ez Szeged. A negyediken 7,8-szer annyi embernek jut ugyanakkora
zOldteriilet, mint Szolnokon. 118 m? : 7.8 =~ 15 mz, akkor ez Kecskemét.

Keress érdekes diagramokat a KSH honlapjén, az interaktiv diagramok cim alatt!
Feladatok

1.| a) Olvasd le a grafikonrdl, hogy az egyes megyékben hany telepiilés taldlhatd!

Telepiilések szdma megyénként
telepiilések szdma

350 7

(Dr. Tokodiné Ujhdzi Andrea: Foldrajz a szdmok tiikrében. Téth Konyvkiadd,
b) Foglald tablazatba a grafikonrdl leolvasott adatokat!
¢) Hény megyében van 100-nél tébb telepiilés?
d) Sorold fel azokat a megyéket, amelyekben legfeljebb 100 telepiilés van!

2.1 A tdblazat adatai alapjan készits harmas oszlopdiagramot a tanulékrél és sziileikr6]!

Testmagassag [cm] 1 2 3 4 5 6 7 8 3
14 éves gyermek 165 135 186 160 164 172 165 172 165
Apa 170 167 187 185 186 181 115 189 173
Anya 160 158 171 162 176 171 160 173 161

A grafikon elkészitésénél hasznalhatod az Excel programot.

A haziallatok percenkénti 4tlagos 1ég- tydk
"~ zésszamdt olvashatjuk le az oszlopdiag- micska
7 utya

ramrol. certa
Foglald tdblazatba a kovetkezd adato- kecske

kat: hdnyat 1élegzik 12 mésodperc alatt jub

h p . 16 ?
a tyuk, a sertés, a kutya, a kecske, a juh borjd percenkénts
€s a szarvasmarha! szarvasmarha 1égzésszdm
0 5 10 15 20 25 30
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W a) Olvasd le a grafikonrél egész szamra kerekit- Keletkezett ves%élyes hulladéqu mennyiségének
ve, hogy évenként hény tonna veszélyes hul- (k] valtozasa 2004-2008 evekban
ladék keletkezett! Az adatok felhaszndlasdval 350 §00 )

készits tabldzatot! 300 000 A
b) Hany tonna hulladék keletkezett Osszesen az 550 g -
ot év alatt? (A tdbldzatod adataival szdmolj!) 200 000 -

¢) Add meg a hulladék mennyiségének évenkénti 150 000 -

sz4zalékos eloszldsat ebben az 6t esztenddben! 100 000 -
50 000 -

d) A szazalékardnyok segitségével készits az 0 : : : dl___
adatokbdl szalagdiagramot! 2004 2005 2006 2007 2008
(KSH)

. A didkonkorményzat tanulméanyi versenyt hirdetett az osztdlyok szdmdra matematikdb6l. A ver-
senyen valé részvételhez minden osztdlynak le kellett adnia az év végi matematikaosztlyzato-
kat. Az A osztily oszlopdiagramon, a B osztly kordiagramon adta le az eredményeket.

A osztaly eredményei B osztaly eredményei (30 tanulo)
g 18 Elégtelen _ =
E 0%  Elégséges
N 12 Jeles 10%
2 20%
5 10
=
ié 8
g8 6
Ao
;E 4
S am .: Kozepes
0 5 16 40%
Elegtelen Elegseges Kozepes Jeles 500
Osztalyzat v

A diagramok alapjdn dontsd el, melyik igaz, illetve melyik hamis a kovetkez$ allitasok koziil!
A) Mindkét osztilyban kozepes osztdlyzatot értek el a legtobben.

B) Az A osztilyban kevesebben értek el jeles eredményt, mint a B-ben.

C) A két osztdlyban ugyanannyi az osztélylétszam.

D) A két osztdlyban Osszesen 17 tanuld kapott elégséges osztélyzatot.
(Orszdgos kompetenciamérés, 2010)

ﬁA magyarorszégi a foldteriilet miivelési dgak szerinti megoszldsat mutatja a szalagdiagram.
Készits a szalagdiagrambdl kordiagramot!

ndadas,
mezdgazdaségi teriilet halast6
0% L G 25% 1% 14%
' mezdgazdasdgi miivelés
erd6 aldl kivont teriilet
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A kordiagram a Fold lakossdganak szdzalékos eloszlisa

148

alapjdn késziilt.

a) Mérd meg az egyes részek kozépponti szogét!

b) Add meg kozelitd értékekkel az egyes foldrészeken
€16 emberek szdmdanak szdzalékos eloszlasat! Figyelj
arra, hogy a kozelit értékek ellenére a szdzalékos

aranyszamok osszege 100 legyen!
.I Pfiros munka
Az A és a B falut 6sszekot6 1t mellé szemétégetSt szeretnének telepiteni. A szemétégetd felé-
pitéséhez azonban a két falu beleegyezésére van sziikség, ezért szavazast irtak ki.

Akkor épitik meg a szemétégetst, ha azt a két falu szavazdinak egyiittesen tobb mint 50%-a
timogatja. A kovetkezd diagramok mutatjdk a szavazds végeredményét:

A falu — 1250 szavazo

64%

[] Tamogatja

B Nem tamogatja

[] Mindegy neki

B falu — 2800 szavazo

[] Tamogatja

[ Nem tamogatja

(] Mindegy neki

A rendelkezésedre 4ll6 adatok alapjan dontsd el, hogy megépiilhet-e a szemétéget6 vagy sem!
(Orszdgos kompetenciamérés, 2012)

Csendesvar varosanak lakoit ze-

nehallgatési szokdsairdl kérdez-
ték a statisztikusok. A legfi-
atalabb megkérdezett 14 éves
volt. A grafikonon dbrazolt sza-
lagdiagramok a vdlaszok kor-
osztidlyonkénti szdzalékos ara-
nya alapjan késziiltek.

Az alabbi dllitdsok koziil melyek
biztosan igazak, melyek lehetsé-
ges, hogy igazak, és melyek biz-
tosan hamisak?

A) A 14-17 éves korosztalyban majdnem mindenki naponta hallgat zenét.

Milyen gyakorisaggal hallgat zenét?

(A valaszok megoszlasa az egyes életkori csoportokban)

100

-
L] 17 -
o 30 A
49
70 4— 55 ]
60~ 46 7y |
50 + 38 |
40 1 75 .
30 + 58 34 i
20— 37 o}
i 32 ” 166 Gl
0 417 & 1829 &v 3039 6v' 40—49 &v 50—50 v 60-nal
[] Naponta  [] Ritkébban [] Soha idGsebb

B) A 30-39 éves korti emberek kozott tobben hallgatnak naponta zenét, mint a 18-29 év ko-

zottiek.

C) Minden korcsoportban van olyan ember, aki soha nem hallgat zenét.
D) Az 50-59 éves emberek majdnem fele sohasem hallgat zenét.

E) A 40-49 éves emberek harmada naponta hallgat zenét.

F) Tobben vannak azok a 60 évesnél idGsebb emberek, akik sohasem hallgatnak zenét, mint
azok a legfiatalabb megkérdezett varoslakok, akik naponta hallgatnak zenét.
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10,1 Csoportmunka

ESZAK- ES N DELKELET- | AUSZTRA-
EUROPA | b e | DEL-AZSIA FELTY

LIA

we sy g

{7

¢

¥

(Dr. Nddai Magda: Foldanyai gondok. Mdéra, 1995)
A) A diagram alapjan vilaszoljatok a kérdésekre!
a) Délkelet-Azsia teriiletének hany szdzaléka szant$?
b) Afrika teriiletének hany szdzaléka legels?
¢) Ausztrilia teriiletének hany szédzaléka erds?
d) Dél-Amerikdban vagy Afrikdban nagyobb a legelk dsszteriilete?
e) Eurépédban a szdntdk vagy az erdSk osszteriilete kisebb?

B) A diagram alapjdn a csoport minden tagja fogalmazzon meg egy-egy allitdst, a tobbiek dont-
s€k el az éllitdsok igaz vagy hamis voltdt!

Kozépértékek

1. példa

A Krumplihdmozé Kft. hét dolgozéjdnak havi fizetése:
Ugyvezetd igazgaté: 2 000 000 Ft
UgyvezetSigazgaté-helyettes: 600 000 Ft
Konyvels: 320 000 Ft
Menedzser: 250 000 Ft

Oktato: 97 000 Ft
Krumplihdmozé szakmunkas: 75 000 Ft
Takarito: 43 000 Ft

Jellemezziik a hét kiilonbdzG beosztdst dolgozo fizetéseibdl 4llé halmazt!

Megoldas
A cégnél dolgozd emberek atlagfizetése:
2000 000 + 600 000 + 320 000 + 250 000 + 97 000 + 75 000 + 43 000) Ft : 7 ~ 483571 Ft

Az ligyvezet$ igazgaté kiugrd fizetése miatt az atlagfizetés nem j6l jellemzi ezt az adatsokasd-
zot, hiszen a kft. beosztottjainak fizetése dtlag alatti, csak az igazgaté és a helyettese keres az
itlagndl tobbet. Gondoljunk arra, hogy ha valaki egy hirdetésben azt olvassa, hogy ennél a cég-
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nél milyen magas az dtlagfizetés, azonnal el kivin szeg6dni ide, példdul oktaténak, aztin kideriil,
hogy nem j6l dontott. Az dtlag ebben az esetben félrevezet. Meg kell adni egyéb statisztikai mu-
tatét is. Ilyen példdul a minta terjedelme, ami a legnagyobb és a legkisebb adat kiilonbsége. Itt
2000000 Ft — 43000 Ft = 1957000 Ft. Tovdbbi informéaciét ad a sokasdgrol a benne szerepld bé-
rek nagysdg szerinti sorrendjében a kozépsd. Jelen esetben ez 250000 Ft. Ez alatt és e folott is
harom-hdrom érték van.

2. példa

Egy matematikadolgozat osztdlyzatait foglalja Ossze a
tablazat. Az értékelést tobbféleképpen is elmondjuk. Mi-
lyen statisztikai jellemz&kre tdmaszkodnak az egyes sze-
replok?

Otos | Négyes | Hirmas | Kettes | Egyes
5 6 10 8 2

A tandrnd beszdmoldja:
Az osztilyzatok édtlaga 3 egész. Sajnos sokan gyengén produkdltak. A 29 tanulobdl csak
9-en irtak szdmomra elfogadhaté dolgozatot.”
Lili beszamoladja otthon, aki 3-as dolgozatot irt:
,.Nekem jol sikeriilt a dolim, hisz az osztdlybdl legtobben 3-ast irtak, és én koztiik vagyok.”
Béci beszdmoldja otthon, aki szintén 3-ast irt:
»Szerintem az én dolim j6 lett, mert tébben irtak ndlam rosszabbat, mint jobbat.”

Megoldas

— A tan4rnd az adatsokasdg szamtani kozepét, vagyis az osztilyzatok 4tlagit adta meg a tanuloknak.
A 3-as 4tlag 6nmagédban semmit nem arul el a kiilonboz6 osztilyzatok szdmérdl. Mivel § a tobbi
dolgozatjegyet is ismerte, beszdmoldja helyes volt.

— Lili a szdméra legkedvezdbb jellemzést vélasztotta. Az osztdlyzatok kozdtt a leggyakoribb a 3-
as, és 6 valéban ebben a csoportban van. Lehet, hogy anyukédnak a 3-as dolgozat nem j6, de Lili
statisztikailag helyesen, egy mdsik kozépértékkel: az adatok méduszaval jellemezte dolgozatdnak
eredményét.

— Béci, Lilihez hasonléan, magit mentegetve az adatok medidnjaval magyardzta otthon 3-as 0sz-
talyzatat. Ha ndla tobben irtak rosszabbat, mint jobbat, akkor & j6 helyen 4ll a sorban. Béci a 29
darab osztlyzatot nagysag szerint sorba dllitotta, és ennek a sornak a kozéps6 eleme 3-as. Tovabb:
az is igaz, hogy tizen irtak ndla rosszabbat, és csak kilencen jobbat.

Az adatok 6sszegének és az adatok szdménak a hanyadosa az adatsokasdg atlaga (szdmtani ko-
aytast...+a

Zepe): s =
n

Az adatsokasdgban leggyakrabban el6forduld elem a sokasidg médusza. Ha tobb ilyen van, akkor
azok mindegyike médusz. A méduszt m-mel jeloljiik.

Egy adatsokasdg elemeit (ha ez lehetséges) nagysdg szerint sorba rendezziik. Ha az paratlan
szamd elembédl 4ll, akkor a sorban a k6zépsd elem a sokasidg medianja. Ha paros szimi elembdl
4ll, akkor a sorban a két kzéps6 elem szamtani kozepe a sokasdg medidnja. A medidnt M -mel
jeloljiik. A medidn a sokasdgot két azonos elemszdmui részre osztja.

Az adatsokasagok ismérvei mennyiségi vagy mindségi jellegtiek. A mennyiségi ismérvek adatai 4l
taldban szdmsokasdgot alkotnak. Az ilyen adatsokasdgnak van dtlaga, mddusza és medidnja. A mi
nbséget jellemz6 adatok rendszerint valamilyen tulajdonsdgot hordoznak, példdul: fajta, szin, ezér
az ilyen adatsokasdgnak csak médusza van, dtlaga, medidnja nincs.
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A medidn a szomszédos adatok tavolsdgat, illetve kiilonbségét figyelmen kiviil hagyja. Ezért olyan
adatok esetén is alkalmazhat6, ahol nem mérhetS az egyes adatok kozotti tavolsdg. Ilyen példaul a
kiilonbozd sportversenyek eredménylistdja, az egyes drucikkek minGség szerinti osztdlyozdsa vagy
az iskoldban hasznalt érdemjegyek sorozata.

3. példa
A 8. b osztélyba jar6 26 tanulé cipSinek méretei:

36, 36, 37, 37, 37, 37, 38, 38, 38, 38, 38, 38, 39, 39, 40, 40, 40, 41, 41, 41, 41, 41, 42, 42, 43, 43
Adjuk meg az adatok szdmtani kozepét, méduszat és medidnjat!

Megoldas
Az adatok étlaga: s /= 39,27 Ez az 4tlagos laibméret.
médusza: m =38  Ez fordul el6 a legtobbszor (6-szor).
medianja: M =39 A 13. és a 14. elem is 39, és azok szamtani kozepe
39.

Az adatsokasdgok jellemzésekor feltétleniil sziikség van a kozépértékekre. Kiilondsen akkor, ha
nagyszami, esetenként t6bb millié adat gyakran éttekinthetetlen listdjét kell Osszehasonlitani mas,
ugyanilyen méretd listaval.

A kozépértékek meghatérozdsandl haszndlhatjuk az Excel programot is.

Feladatok

1.|Hatdrozd megaz 1, 3, 3,3, 3,4, 7, 8,12, 12, 15, 19, 20 adatsokasdg szdmtani kozepét, moduszat
és medidnjat!

2.|Egy nyolcadikos tanulé tankdnyveinek oldalszdmai a tdbldzatban olvashatok.
Szamitsd ki, hogy dsszesen hany oldalnyi tananyagot kellene egy év alatt egy nyolcadikosnak
megtanulni! Mennyi a kényvek 4tlagos oldalszdma? Hogyan alakul ez az dtlag abban az isko-
l4ban, ahol nem tanulnak nyolcadikban szamitdstechnikat?

Magyar | Magyar | Torté- | Angol | Mate- | Fizika | Kémia Biolégia | Foldrajz Enek [Szdmitds-
irodalom| nyelvtan | nelem matika technika

345 152 230 144 219 151 136 173 193 126 70

A matematikatandr megbetegedett, ezért a kijavitott dolgozatokat nem tudta kiosztani. Telefo-

non lediktalta a tdbl4zatban olvashaté adatokat. A tanuléknak meg kell hatdrozni a dolgozat

osztalyzatainak 4tlagat, méduszit és medidnjat.

e 5 E Add meg ezeket a kozépértékeket! Szamitsd ki a

Otds |Négyes |Harmas| Kettes | Egyes | yiijonboz6 osztdlyzatok relativ gyakorisdgat! Ké-
4 v 6 3 1 szitsd el a relativ gyakorisdgok grafikonjat!

@Laci {gy szdmolt be egy mésik osztdlyba jdré bardtjdnak torténelemdolgozata értékelésérdl.
A 21 f6s csoportb6l ugyanannyian irtak ndlam rosszabb dolgozatot, mint ahdnyan jobbat.”
Lehet-e Laci dolgozata 5-6s, 4-es, 3-as, 2-es vagy 1-es?

@Készﬂs olyan 10 elembdl all6 adatsort, amelynek
a) nincs szamtani kozepe, b) szdmtani kozepe nincs, de modusza van,
c¢) szdmtani kozepe 4, médusza 5, d) szamtani kdzepe is, médusza is 6!
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E 6] Keészits olyan 15 elembdl all6 adatsort, amelynek
a) atlaga, modusza és medidnja egyardnt 7,  b) medidnja és szdmtani kizepe egyenld,
c) médusza van, de medidnja nincs, d) harom kiilonboz6 médusza van!

Az Gjkori nydri olimpiai jatékokon a magyar versenyzdk éltal megszerzett érmek szdmét foglalja

T Ossze a tablazat 1896 és 1996 kozott, az 1920-as és az 1984-es év kihagydsdval. Hatdrozd meg
az érmek szdm4bal 4116 adatsokasdg atlagat, moduszat és medidnjit! Vajon miért tobb az érmek
szdma a tablazat mésodik részében?

Ev | Hely Ermek szdma Ev | Hely Ermek szdma
1896 | Athén 5 1952 | Helsinki 42
1900 | Parizs 6 1956 | Melbourne 26
1904 | St. Louis 4 1960 | Réma 21
1908 | London 8 1964 | Tokio 22
1912 | Stockholm 8 1968 | Mexiko 32
1920 | Antwerpen nem vettiink részt 1972 | Miinchen 33
1924 | Parizs 10 1976 | Montreal 22
1928 | Amszterdam 10 1980 | Moszkva 32
1932 | Los Angeles 16 1984 | Los Angeles | nem vettiink részt
1936 | Berlin 16 1988 | Szoul 23
1948 | London 28 1992 | Barcelona 30

1996 | Atlanta 21

Téborozés eldtt az osztilyfonok megkéri a 26 tiaborozoét, hogy soroljak fel, milyen ételeket
~ esznek szivesen. Ennek alapjin illitja 6ssze az étrendet. A begyiijtott adatokat figyelembe véve
mi lesz az ebéd a hatnapos tdborozis egyes napjain, ha mindennap mast rendel az osztalyfénok?

Etelek Rantott | Rakott | Mildn6i | Sajt- | Rakott | Pala- | Csirke- | Spendt | Bors6- | Rizses
pulyka- | burgo- |makard-| felfigjt | kel- csinta | porkolt fézelék | hus
mell nya ni kaposzta
Gyakorisdg | 10 4 8 8 2 18 12 0 6 3

9.4 Jenci mdrciusig 6 osztdlyzatot szerzett matematikdbol. Ekkor érdemjegyeinek atlaga 3,5 volt.
Ev végéig még egy dolgozatot imak. Jenci szeretne év végén 4-est kapni, aminek az a feltétele,
hogy a 7 osztilyzat dtlaga elérje a 3,6-et. Hinyasra kell megirnia a hdtralévé dolgozatot, hogy
megkapja a 4-est év végén? Potdolgozatra és javitdfelelésre nincs lehet&ség.

@ Az Er6s Leszel SE kosdrlabda-szakosztalydba jar6 10 tag életkordnak atlaga 28 év. Egy jdtékos
tdvozott koziiliik, igy az ott maradt 9 jatékos atlagéletkora 29 év lett. Hany éves volt, aki elment
a szakosztalybol?
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Valoszintiség-szamitas
A relativ gyakorisdg és a valosziniiség

Az emberiség torténete sordn a hazérdjatékok nyerési esélyének, a fogada-
sok kimenetelének taldlgatdsa minden embert élénken foglalkoztatott (a mai
napig is foglalkoztat). A kockajitékok szenvedélyét mér az dkori romai biro-
dalomban is ismerték (pl. Claudius, Augustus, Nero, Caligula, Commodus,
Domitianus csdszarok a kockajaték rabjai voltak).

Sokdig tigy képzelték, hogy egy-egy ilyen szerencsejatékban mindent a vé-
letlenre kell bizni. Elgszor az 1477-ben kiadott ,,Dante-kommentdr” emliti
meg a harom kocka feldobdsa sorén elGfordulé pontdsszegek matematikai
leirésat.

KésGbb, az 1600-as években de Méré lovag a kovetkezd kérdés-
sel fordult Pascalhoz, a hires matematikushoz: ha egy kockaval
négyszer dobunk, annak nagyobb az esé€lye, hogy egyszer sem
dobunk hatost, vagy annak, hogy legaldbb egyszer azt dobunk?

Pascal ennek a probléménak a helyes megfejtésén kiviil ma-
tematikus baritjival, Fermat-val még szdmtalan val6szintiség-
szamitdsi tételt allitott fel.

A matematikatorténet a valészinliség-szamitds megsziiletését
Pascalnak a Francia Akadémia szdméra 1654-ben frt levelétol
szamitja.

1. példa
Egy 10 Ft-os érmét 1000-szer feldobtunk, és feljegyeztiik a tabldzatban feltiintetett dobdsszdmok
esetén az addig eléfordult fejek szamat. Allapitsuk meg, hogy az addigi dobdsok szdménak hanyad-
része fej, azaz adjuk meg a fejek és a dobdsok szdmdnak ardnydt!

Dobisok szdma () | 50 [100| 150 |200| 250 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500 | 600 | 700 | 800 900 | 1000
Fejek szdma (f) 26 | 44 | 67 | 94 | 118 | 139 | 164 | 191 | 217 | 241 | 289 | 340 | 399 450 507

fésnaréna(_) 26|44 | 67 | 94| 118 | 139 | 164 | 191 | 217 | 241 | 289 | 340 | 399 | 450) 07
¥a\% ) | 50 |100| 150 |200| 250 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000

J e 0,52|0,44|0,447|0,47]0,472|0,463]0,469|0,478|0,4820,482|0,482|0,486|0,499| 0,5 |0,507
tizedes tortben

Megoldas

Az érme feldobését a valészintiség-szdmitdsban kisérletnek nevezziik, a kisérlet kimenetele pedig
ebben az esetben kétféle lehet: fej, illetve rds. A fej dobdsa legyen az A esemény, az irds¢ a B
esemény. A tdbldzat misodik sordban az A esemény el6forduldsdnak gyakorisaga all, a harmadik
és a negyedik sordban kapott ardnyszdmok pedig az A esemény relativ (viszonylagos) gyakorisagat
fejezik ki. Ez a hanyados — melyet megadhatunk szézalékalakban is — megmutatja, hogy az addig
el6fordult dobasok mekkora része volt fej.
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Hasonldé médon hatdrozhatjuk meg a B eseménynek, az irdsok elgforduldsdnak gyakorisdgdt, illetve
relativ gyakorisdgat. A grafikont a kisérletek kimeneteleit tartalmazé tdbldzat alapjdn készitettiik.

"1 (%)

54—

Relativ gyakorisdgi grafikon

#*

x * % * * * N

* ¥ * ¥
P - ;
il dobdsok szdma (n)

7100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0.4

A grafikonon megfigyelhetjiik, hogy a relativ gyakorisdg értéke egy bizonyos allandé koriil inga-

* P z Pl r e rd Pl i) b4 Pl rd e e ' 1
dozik. A pénzérme dobdsakor a két, egyenld esélyii kimenetel miatt ez az édllandé érték éppen 5

Ilyenkor azt mondjuk, hogy

1
a fej dobasanak valésziniisége 5> vagy

az iras dobasanak valdsziniisége 5

Az a p szdm, amely koriil egy esemény relativ gyakorisaga ingadozik, az esemény valosziniisége.
Az A esemény bekovetkezésének val6szintiségét P(A) =p (0 < p < 1) valds szdm jeldli. (P betd
a latin probabilis, ’valészint’ sz6 kezdGbettije.)

2. példa
Mindannyiunk szdmdra ismert, hogy ha egy szabélyos dobdkockdval végziink dobas-

e "
sorozatot, a kisérlet kimenetele az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok valamelyike lehet. Ezek az !’

események egyenld valosziniiséggel kovetkeznek be, tehdt mindegyik esemény val6-

1
szinfisége p = <.

Végezziink most kisérletsorozatot egy négyzet alapi egyenes hasdbbal, amelynek ma- Q
gassdga feleakkora, mint az alapéle. A dobdtest hat lapjdra ugyanolyan rendben vannak h’
a pottyok elhelyezve, mint a szabalyos dobdkockédn. Hatdrozzuk meg az egyes kimene-

telek relativ gyakorisagat!

Megoldas

A négyzetes oszlop oldallapjai nem egyenld méretiiek, ezért azt sejtjiik, hogy a kisérlet 1, 2, 3, 4, 3,
6 kimenetelei nem egyenld eséllyel kovetkeznek be.

Egy kisérletsorozat eredményét tabldzatba foglaltuk:

1.12.13.|4.|5.|6.|7.|8.]9.10./11.|12.]13.|14.|15.|16.|17.|18.|19.|20.|21.|22.|23.|24.|25.|26.|27.|28./29.|30.
il 2l le Sl Lle sl a6l 16|26 %63 (6|66 |13|(4]L12]1

Az egyes kimenetelek relativ gyakorisdga:

Dobottszam| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | Sejtésiinket megerSsitette a kisérlet eredménye. Mar
Relativ e AN AR 30 dobds esetén is jol lathatd, hogy ebben a kisérlet-

gyakorisig | 30 | 30 | 30 | 30 | 30 | 30 bf,n az eg’gye’s t’a’semények bekovetkezése nem egyen-
16en valodszinii.
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Egy kisérlet kimeneteleit eseményeknek nevezziik. A kisérlet sordn bekovetkezhet6 kimenetelek
halmaza az Osszes esemény, a megfigyelt kimenetelek halmaza pedig a kedvez6 esemény. Ha az
események bekovetkezése egyenlGen valédszinii, akkor a megfigyelt A esemény val6szintiségét

K :
a P(A) = N(: p) hinyados adja, ahol K a kedvezs esetek, N pedig az Osszes eset szdma.

Feladatok

1.| Csoportfeladat

Dobjatok fel egy szabalyos dob6kockat 100-szor! A dobdsok eredményeit foglaljatok tédblazatba,
majd egyesitsétek a csoporttagok dobdsi eredményeit és toltsétek ki a fiizetetekben az aldbbi
tablazatot!

| 2 3 4 3 6

Gyakorisag

Relativ gyakorisag

1
Eltérés az G ~ 0,17 értéktdl

2; Egy kocka lapjait igy festjilk be: 1 lap sdrga, 1 lap zold, 1 lap piros, 1 lap barna és 2 lap kék.
Mekkora annak a valdszinlisége, hogy egy dobds utdn

a) kék, b) séarga, c¢) zold szinti lap lesz f6liil?

3.| Végezd el a kovetkez§ kisérletet! Egy dobozban 3 piros és 2 kék szivészal van. Ezekbdl hizz
véletlenszeriien egyet, majd ird le, milyen szinfi a kihizott szivészal. A hizast ismételd meg 20-
szor Ugy, hogy a szivészdlat a kihizds utdn mindig visszateszed a dobozba! A kisérlet elvégzése
utdn szamitsd ki

a) a piros hizdsdnak gyakorisagat és relativ gyakorisdgat,

b) a kék hiizdsanak gyakorisdgit és relativ gyakorisdgét!

Jéték 3 fos csoportoknak

A jaték elbtt a dobdsok lehetséges kimenetelei koziil az aldbbi harmat kiilon-kiilon céduléra
folirjuk. Minden jatékos hiz egy cédulat.

( I. A dobott szdm primszdm. J

( II. A dobott szam 2-vel oszthato. ]

( III. A dobott szdm 2 pozitiv hatvanya. J

A jatékosok szabdlyos dobdkockdval dobnak egyet-egyet, korbe haladva.

Az a jatékos kap pontot, aki a céduldjan 1évG szamnak megfelel6t dobott. 10 kor utdn nézzétek
meg az eredményeket! A jaték tobb forduléban lejatszhaté. A jaték utdn dontsétek el, hogy
igazak-e az allitdsok!

A) Az L. és II. cédulakon szerepld kimenetelek egyenlen valdszintiek.

B) A TII. cédulan szerepl6 kimenetelnek nagyobb a valdsziniisége, mint a II-esen 1évének.

C) Mindhidrom jatékos szdmdra igazsdgos a jaték.
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i_ SIJ Egy dobozban hdrom betiikartydt helyeztiink el, egyiken A, mésikon K, harmadikon R beti
van. Egymas utdn kihdzzuk a kértyakat, és a kihtizas sorrendjében az asztalra tessziik. Mekkora
annak a valoszinfisége, hogy értelmes sz6t kapunk?

[ 6|J Elhelyeziink a egy dobozban 20 szamkadrtyat, amelyekre a pozitiv egész szdmok vannak felirva
1-20-ig. Mekkora annak a valészinlisége, hogy az éltalunk kihiizott egy szdmkértyédn

a) 3-mal, b) 5-tel, c) 4-gyel oszthat6é szam lesz?
Anyuka ebédre 20 szilvds és 10 lekvaros gombdcot készitett. A gombdeok kiilseje teljesen
— egyforma. Béci jobban szereti a szilvds gombécot, mint a lekvarost.
a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy az els§ gombdc, amit vélaszt, éppen szilvds lesz?

b) Bécinek sikeriilt els6re szivds gombdcot valasztani. Mekkora az esélye, hogy mdsodszorra
lekvérosat vesz ki?

Egy pénzérmével, egy tetraéderrel és egy kockdval végeztiink dobassorozatokat. A pénzérme
egyik oldala fej (F), a mdsik oldala irds (I), a tetraéder egy lapjara fej (F), harom lapjara irds
(I), a kocka egy lapjéra fej (F), ot lapjdra pedig irds (I) van irva. Mit gondolsz, hogy a hdrom
dobdssorozat koziil melyik tartozik az érméhez, melyik a tetraéderhez, és melyik a kockdhoz?

A)) FFIIIFFEFFI]IFIIIIFFIIIFFFIIIIFII
B) FFIITFFFIIFIIIIFFFFIFFIIFFIIIFF
CC FEIII1IIIIFII1IFFFIIIIFIFIIIIIIFII
Mennyi az irds relativ gyakorisaga az A), a B) és a C) dobdssorozatban?

@ Paros feladat

Végezzétek el a kovetkezd kisérletet! Tegyetek egy dobozba 5 sdrga és 3 zold golyét. Ezekbdl
hizzatok egymds utdn két golydt, és a két kihtizott golyot tegyétek vissza a dobozba! 20 hizés
eredményét jegyezzétek le, és minden hiizds utdn szamitsatok ki a felsorolt események relativ
gyakorisdgat!

a) Séarga—sdrga hizis, b) sérga—zold hizds ebben a sorrendben,

c¢) sarga—zold hizas tetszbleges sorrendben.

W A) Egy kocka két lapjdra 1-est, hdrom lapjdra 2-est, egy lapjara pedig 3-ast {runk.

Milyen eséllyel dobhatunk ezzel a kockaval
a) 1-est, b) 2-est, c) 2-est vagy 3-ast, d) nem 1-est é€s nem 2-est?

B) Hat szines lapunk van, két piros, hdrom sédrga és egy kék. A lapokat sszekeverjiik, és vé-
letlenszerien hizunk koziiliik egyet.

Milyen eséllyel hizhatunk
e) piros, f) sdrga, g) sdrga vagy kék, /) nem piros €s nem sdrga szinfi lapot?
Milyen kapcsolat van az A) és a B) feladat kozott?
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Elemi és osszetett események (Kiegészitd tananyag)

1. példa

A) Feldobunk egy olyan korongot, amelynek egyik oldala piros, masik pedig kék. A leesett korong
lathat6 oldalat figyeljiik.

B) Két kiilonbdz6 méretli piros-kék korongunk van. Ezeket egyszerre feldobjuk, majd a leesett ko-
rongok lathat6 oldalat figyel;jiik.

Hatdrozzuk meg a lehetséges kimeneteleket!

Megoldas
A) A kimenetel kétféle lehet:

Ezek a kimenetelek elemi események.
B) Négyféle kimenetel lehet:

Pk Pp Kp Kk

Két korong esetén négyféle elemi esemény van.

Az osszes elemi esemény alkotja az eseményteret. Ha az eseménytérben minden elemi esemény
bekovetkezése egyenlGen valdszinii, akkor az egyes események bekovetkezésének valdszinGségét
a K/N hédnyadossal hatdrozhatjuk meg. K a kedvez6 elemi események szdma, N az Osszes elemi
esemény szama.
Példéankban:
1 .
5

| 1 1
PFk) =7 PlPp =7 PKp)=7;  P(Kk)=Z.

2. példa
Két kiilonbozd szini szabalyos dobékockaval dobunk. A dobott pontok dsszegét figyeljiik.

Mekkora a valdsziniisége annak, hogy

A) két egyforma szamot dobunk, B) a dobott két szdm Osszege 3,
C) a dobott két szdm Osszege 12, D) a dobott szdmok dsszege 14,
E) a dobott szdmok Osszege legaldbb 2 és legfeljebb 127
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Megoldas
Két kocka esetén az eseménytér elemi eseményeit ez a 6 x 6-os tdbldzat tartalmazza:

1 2 3 4 5 6
I (LD 1;2) | ;3 ||| 105 | (1;6)

(21D |22 [[|2:3)]] (2:4) | (2:5) | (2:6)

&1 |[3:2)]][3:3)]] G | B:5 | (3:6)

AW N

&D|| 42 | &3) |[@9]]| @5 | &6)

S| 51 | 5:2) | 53 | 54 [[(5;5)]| (5:6)

6| (6:1) | (6:2) | (6:3) | (6;4) | (6;5) [|(656)

Az aldbbi valésziniiségeket a tdblazatban szereplé szdmpdrok segitségével hatarozzuk meg.
Az Osszes elemi események szdma 36.

A kedvezd elemi esmények | A valOsziniiség
; ; (1 1) (2; 2)1(3.:3) a8l
A) Két egyforma szdmot dobunk :4) (5:5) (6 6) P(A) = s
B) A dobott két sz4m sszege 5 (1:4) (2:3) (3:2) (4: 1) P(B) = 3% = %
C) A dobott szamok Osszege 12 (6;6) PE) = %
D) A dobott szimok Osszege 14 Ilyen eset nem fordulhat el6. |P(D) =0
Ez barmelyik dobds sordn
E) A dobott szdmok &sszege legalabb 2 bekovetkezik. Az elemi ese- P(E) = 30 |
és legfeljebb 12 mények szdma egyenld az B =ge=
Osszes események szdmaval.

A D eseményt lehetetlen eseménynek, az E eseményt pedig biztos eseménynek nevezziik.

3. példa
Kovics apuka hdrom gyermeke, Akos, Dezs6 és Jutka koziil szeretné valamelyik kett6t elkiildeni

véasdrolni. Mivel a gyerekek vonakodnak, apuka mind a hdrom nevet felirja egy-egy céduldra, és
kihiiz koziilikk két nevet. Mekkora a valészintisége annak, hogy

a) két fid,
b) egy fil és egy lany,
¢) Jutka és Akos megy vdsdrolni?

Megoldas
A feladat a) részének egy hibds megolddsa: harom gyerek kozott két fid van. Ezek kivélasztdsdnak

2
valoszinlisége 3
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Helyes megoldds:

El6szor meghatarozzuk az elemi eseményeket. A gyerekeket parba kell allitani. Itt mindegyik ese-
mény Osszetett, hiszen barmelyik paros kétféleképpen fordulhat el6. Az elemi események tablazata
alapjan a kérdezett valészintiségek:

2 1 Akos Dezs6 | Jutka
a) P(két fid) = — = =. z P ”

6 3 Akos - A-D A-J
b) P(egy lany és egy fid) = % = % Dezs6 DA - 59

. 7 1 Jutka T J-D -
c) P(Jutka és Akos) = G = 3

Feladatok

1.} Sorold fel a dobds utdn bekovetkezd elemi eseményeket, ha

a) két kiilénbozd pénzérmét egyszer feldobunk,
b) hirom kiilonbozd pénzérmét egyszer feldobunk!

2. | Két kiilonboz86 pénzérmét egyszer feldobunk. Mekkora annak a valésziniisége, hogy a dobds

utdn
a) LE b) I, F; c) F, F lathat6 az érméken?
3.|Egy szabdlyos dobokockdval egyszer dobunk. Mekkora annak a valészinlisége, hogy a dobott
szam
a) péros, b) paratlan, c) prim, d) 3-mal oszthato, e) 7-tel oszthaté?
Egy szabalyos dobdkockdval egyszer dobva mekkora annak a valdszinlisége, hogy a dobott
szam

a) legalabb 3, b) legfeljebb 27?

1 2 1
Milyen esemény valdszinlisége lehet az 3 a 3 illetve az 3 érték, ha egy szabdlyos dobdkoc-

kaval egyszer dobunk?

Az A, U, K, P betiikbGl véletlenszeriien négybetiis betiisorokat készitiink gy, hogy mindegyik
"~ betlit egyszer haszndljuk fel. Mekkora valdsziniiséggel kapunk értelmes magyar sz6t?

Két szabalyos dobodkockdval egyszerre dobunk. Foglald tidbldzatba a lehetséges elemi esemé-

nyeket, majd koziiliik valaszd ki azokat a parokat, ahol
a) a dobott szdmok Osszege 3, b) a dobott szdmok osszege 10,
c) a dobott szamok Osszege 9!

Ezek koziil melyiknek legnagyobb a valészintisége?

Két szabdlyos dobdkockdval egyszerre dobunk. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a dobott
szamok Osszege

a) legalabb 10,
c) legalabb 3 és legfeljebb 10,
(Hasznald a 6 x 6-0s tablazatot!)

b) legfeljebb 3,
d) legaldbb 10 és legfeljebb 3?
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Ryl 9- Az dbrén lithat6 4 lapt, 6 lap, 8 lapd, 12 lapii és
20 lapt szabélyos testek lapjaira réirtdk sorban, 1-
tol kezdve a természetes szamokat. Melyik testet
dobjuk fel, hogy legnagyobb legyen a val6szinG-
sége
a) a 2-es, b) legfeljebb 3-as,

c) legaldbb 11-es, d) primszdm dobésinak?

10. Karesz pénztarcdjdban 5 db 20 Ft-os van. Edesanyja betett a hiiszasok mellé néhany 10 Ft-ost
is. Hany db tizest kapott Karesz, ha ezek utdn a pénztircijabdl taldlomra kivélasztott érme
0,8 valoszintséggel 10 Ft-os?

Valosziniiségi jatékok (Kiegészité tananyag)

1. jaték

Donci matematikus sziilei az dbran lathaté diagram alapjdn dontik el, hogy 14. sziiletésnapjara mi-
lyen ajandékot adnak fiuknak. A nyilakra irt utasitdsok alapjin szadmitjak ki az ot kiilonb6z6 kimene-
tel valdszintiségét, majd azt az ajandékot adjidk Doncinek, amelyiknek legnagyobb a valészintisége.
a) Melyik ajandékot kapja Donci?

b) Jatsszdtok el a jatékot tobbszor egymds utdn kockadobdssal, és a kapott relativ gyakorisdgokat
hasonlitsatok Ossze a szdmoldssal kapott valoszinliségekkel!

Okostelefon I

Kerékpar |

Tablet

Gorkorcsolya I

Egy hétvége a Balatonon |

|
1. dobds 2. dobés 3. dobds !
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Megoldas
12
7
2_12 4 _16
6" 72 72 72
1. 0%.-
&
Pk 2 8 . 6 14
L - O < i =i Wi o 2 g O 09
B 6 12 12" T2
40.9},‘?‘!7

2 12 6 18

6 12 T2 i

| nem oszthatg 3
1. dobas 2. dobis 3. dobis
A legval6sziniibb kimenetel a gordeszkahoz vezet.

Az ellendrzés megmutatja, hogy a valdszinliség-értékek Osszege 1, ami azt jelenti, hogy Donci va-
lamelyik ajandékot biztosan megkapja.

Ellenorzés:
12+16+14+18+12_B_1
272 "R "7
2. jaték

Galton-deszka

A statisztikai fejezetben megismert Galton-deszkdn barmelyik nyilasbdl (f6liil vagy valamelyik ol-
dalon) inditott golydkat az ékek egyenld valdszinfiséggel terelik két irdnyba. Inditsuk a golydkat a
felsd nyilason 4t! Figyeljiik meg a golydk lehetséges ttjat, és hatdrozzuk meg az egyes folyosdkba
valé ,,megérkezés” valdszinliségét!

Megoldas
A Galton-deszka rajza A goly6 utja

O O <«— (). éksor

OAOBO <«—— 1. éksor

OCODOEO “— 3 &ksor

OFOGOHOIO < 3, éksor
AN

<«4. éksor

1 2 3 4 5
folyosé
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A goly6k minden eldgazasnal % valGszintiséggel viltoztatnak irdnyt: balra (b) vagy jobbra (j) gu-

rulhatnak.

Az 1-es folyoséba: b, b, b, b irdnyban haladva, egyféle titvonalon érkezhetnek.

A 2-es folyos6ba: b, b,b,j;, b,b,j,b; b,j,b,b; j,b,b,b irdnyokban haladva, négyféle iit-
vonalon érkezhetnek.

A 3-as folyos6éba: b, b,j,j; b,j,b,j; b,j,j,b; j,b,b,j; j,b,j.b; j,j,b,b irdnyok-
ban haladva, hatféle dtvonalon érkezhetnek.

A 4-es folyoséba:  b,j,j,j; Jj.bsj.j; Jjsjsb.ji Jj.Jj,Jj,b irdnyokban haladva, négyféle t-
vonalon érkezhetnek.

Az 5-6s folyoséba: j,j,j,j irdnyban haladva, egyféle dtvonalon érkezhetnek.

A Galton-deszkdn a feliil bedobott goly6 Osszesen 16-féleképpen érkezhet meg az 6t folyoséba,

mivel minden eldgazdsndl megdupldzédik a lehetGségek szdma, az F, G, H, I-nél, kétféle (b,j)

valasztasi lehetdsége van. Ez 2% = 16 eset.

Igy a keresett valészintiségek:

1 1

- 6 4
P = ¢ P(2) = 6 PQ)= ¢ Py = ¢ PG)=1¢

Megfigyelhetjiik a valészinliségek értékeinek szimmetridjat: P(1) = P(5), P(2) = P(3), valamint
1 4 6 4 1

hOgy1—6+1—6+B+E+E=1.

Feladatok, jatékok

1.} Inci egér vacsordzni indul az dbrdn berajzolt titon. Az el-
dgazasnal dontenie kell, hogy az ot lehetséges ut koziil
melyiken folytatja Gtjat. A jaratokban mindeniitt egyen-
letes sajtszag kering, de csak a megjeldlt helyeken ta-
lalhat sajtot. Mekkora az esélye annak, hogy Inci sajtot
vacsorazik?

Blanka az ebéd utdni desszertet kétszeri kockadobdssal vélasztotta ki.
A dobdsok utdn az dbrén lathaté modon vdlaszt dtvonalat. Szadmitsd
ki, mekkora valdszinliséggel vélaszthatja

a) a siiteményt,

b) a mandarint,

c) a csokoladét!
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SUTEMENY

Msz4m 'CSOKOLADE |

1
1
1
1
1
1
1
1
I
I
1
1
|

bés

T SR

1. dobas 2.d

@Egy nyolcadikos osztily hétvégére bulit tervez. Mivel az 6sszejovetel programjdban nem tudnak
megegyezni, a dontést az aldbbi dbra alapjan hozzdk meg. Ezen egy szabédlyos dodekaéderrel
végzett dobdssorozat feltételeinek modellje 14thatd.

A dodekaéder minden lapjéra irtak egy-egy egész szamot 1-12-ig. Minden dobds utdn a nyilakra
irt utasitdsok szerint haladnak tovdbb a programok felé, végiil azt a programot fogadjik el,
amelyhez a legnagyobb val6szintiséggel lehet eljutni. Hatdrozd meg, melyik ez a program!

DOBAS
5

5-tel
oszthatd

Videdzas Teadélutan Jaték Diszkd

EA 7 folyosés Galton-deszka folsé nyildsat jeldlje O,
a jobb oldali bemeneteleket rendre: B, E, I, N, V,
a bal oldaliakat: A, C, F, J, Q. Igazak-e az aldbbi
allitdsok?
a) Az O nyildson bedobott goly6 3. és 5. folyosdba
érkezésének valdszinfisége egyenld.

b) Az O nyilason bedobott goly6 2. és 3. folyosdba
érkezésének valdszinlisége egyenld.

¢) Az E nyildson bedobott golyé legnagyobb valé-
szinfiséggel az 5. folyoséba érkezhet.

d) A 4. folyoséba mindig érkezhet golyd, barmelyik
nyildsndl is inditjuk el.
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Tuddasproba

. Az osztdly farsangi rendezvényére a nyolcadikosok 80 db fankot

stitottek. A vetélkedd végén a négy csapat a kordiagramon abrézolt
aranyban ehetett a fankokbdl.
10%

a) Mekkorik a kordiagramban az egyes részek kozépponti szdgei? S 15%
b) Hany darab fiankot kapott egy-egy csapat? B 35%
c) Foglald tdbldzatba a kapott adatokat! e
d) Készits oszlopdiagramot a kapott adatokkal!

Az iskolai kosarlabdacsapat részt vesz a régidban miikodd iskoldk kozotti bajnoksagon. Az eld-
z0 idényben az edz6-tanar minden meccsen feljegyezte, hogy Osszesen hany egypontos kosarat
dobtak a jatékosok. A tdblazat adatai alapjan vélaszolj a kérdésekre!

Meccsek Il 2. 3. 4. 5. 6. i 8.
Kosarak 41 37 36 41 52 60 50 43

a) Mennyi az adatok dtlaga, médusza, medidnja?
b) Ird fel az adatok relativ gyakorisdgi sorit!

. Készits olyan 20 elembdl 4llé adatsokasagot, amelynek dtlaga 15, médusza 14, medidnja 13!

. 12 db céduldra felirtuk a hénapok nevét, minden céduldra egyet. Ezekb6l véletlenszertien hi-

zunk egy cédulat. Melyik kimenetelnek nagyobb a valdsziniisége?
A: a kihiizott hénap nevében szerepel r betd.
B: a kihizott hénap nevében nem szerepel r betd.

. Egy szabdlyos oktaéder minden lapjara rairtuk az egész szdmokat 1-8-ig. Mekkora a valdszi-

niisége annak, hogy az oktaédert egyszer feldobva
a) 4-gyel oszthaté szamot, b) 6-tal oszthatdé szamot, c) primszamot kapunk?

. Két dobozban szamkartyakat helyeztiink el. Az egyikben 3 darabot, ezekre 1-t6] 3-ig, a masik-

ban 4 darabot, ezekre 4-t6l 7-ig irtunk szdmokat. Mindkét dobozbdl egy-egy kartydt huzunk,
és belGliik a hizds sorrendjében egy kétjegyli szdmot készitiink. Ird fel az elemi eseményeket!
Allapitsd meg a kivetkez3 események valészintiségét!

a) A szamjegyek Osszege 8, b) a szdmjegyek Osszege 0,
¢) a szam oszthat6 9-cel, d) a szam nem oszthaté 3-mal.
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Geometriai transzformaciok
Eltolds

1. példa

Adott a sikon egy irdnyitott szakasz. Az dbran pirossal rajzoltuk és v-vel jeloltiik. Megadtunk néhdny
pontot, és némelyiknek a pérjt is.

Mi lehet a hozzéarendelés szabdlya?

Amelyik pontnak nem adtuk meg a képét, annak keressiik meg! Amelyiknek pedig csak a képét
adtuk meg, annak keressiik meg az eredetijét!

A & . F

Megoldas
Barmely pont parjat megkaphatjuk gy, hogy a ponton keresztiil a megadott irdnyitott szakasszal
parhuzamost hiizunk, és arra az adott irdnyban a pontbdl kiindulva felmérjiik a v hosszusigot.

A ¢ E F
/ o / H'
& G’
A ’
? %: F/
D
B

Ezt a transzformaciot eltolasnak nevezziik.

Az eltolds mozgatds; megadhatjuk zaszl6s mutatokkal is. Ilyenkor atlatszo papir segitségével éllitjuk
el6 az alakzat képét.

Maisold 4t a megadott dbrit a fehér zdszI16ji mutatéval egyiitt az atlatszé papirra! Ezutdn emeld fel
a masolatot, majd tedd le gy, hogy a fehér zdszI6jd mutaté pontosan fedje a fekete zdszl6jit! Ha
ezutdn az atlatsz6 papirra Ujra dtmdsolod az eredeti dbrdt is, akkor a masolépapiron egyiitt lesz az
elmozgatdssal kapott kép és az eredeti rajz.

A A

=S

(o) (o] Q

Ugyanezt a mozgdast tobbszor egymds utdn elvégezve szEép mintiakat rajzolhatsz.
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Most az 1j fehér zaszl6t teszed

rd a fekete zaszlora, és ujra le-

A fehér z4szI6t a feketére moz- mdsolod az eredeti rajzot a fehér

El6szor lemésolod a rajzot a fe- gatod, majd tdjra lemdsolod a zészléval egyiitt. Es igy tovabb,
hér zéaszl6val egyiitt. rajzot a fehér zdszl6val egylitt. ameddig akarod.

P Végezziik el az eltoldst, és rajzoljuk meg az eltoldst jel-
lemz§ irdnyitott szakaszt is!

Megoldas
Az eltoldsra kétféle meghatdrozast adhatunk.

1. Pontrdl pontra.

Adott egy v irdnyitott szakasz. Barmely P pont P’ képét megkapjuk, ha a ponton 4t félegyenest
inditunk a v irdnyitott szakasszal pdrhuzamosan €és egyez0 irdnyban, majd a P pontbdl kiindul6
félegyenesre felmérjiik a v irdnyitott szakasz hosszit.

2. Mozgatés

Ha két z4sz16 olyan, hogy hosszisaguk egyenld, ridjaik parhuzamosak és egyiranydak, valamint a
z4szl6k hiromszogei is ugyanarra az oldalra néznek, akkor a két z4szl6 eltoldst hatdroz meg. Az
eltolds egy irdnyitott szakaszdt megkaphatod, ha a fehér zdszl6 kezdpontjit (vagy barmely mads
pontjat) dsszekotod a parja kezdGpontjaval.

Vektorok

Az 4brédn lathaté irdnyitott szakaszok parhuzamosak, egyirdnyudak és
egyforma hossziak.

Ilyen szakaszt a sik barmelyik pontjabol indithatunk. Barhol is le-
gyen az ilyen tulajdonsdgi irdnyitott szakaszoknak a kezdGpontja,
mindegyikkel ugyanazt az eltoldst adjuk meg. Az eltolds szempont-
j&bol ezek a szakaszok egyenértékiiek (ekvivalensek), egyetlen vek-
tort hatdroznak meg.
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Ez két Kkiilonb6zd iranyitott
szakasz és két Kiilonbo6zo vek-
tor.

Ezek parhuzamosak, egyenl6
hossztiak, de nem egyirdnyudak.

Geometriai transzformaciok

A vektort irdnyitott szakasszal adjuk meg. Két vektor egyenld,
ha parhuzamos, egyirdnyud és egyenl6 hosszisagu iranyitott sza-
kasszal adjuk meg Gket.

Ez sok kiilonb6z6 iranyitott szakasz, de egyetlen vektor.

Mindegyik ugyanazt az eltoldst hatdrozza meg.

Ez két Kkiilonbozé iranyitott Ez két kiilonbozo iranyitott
szakasz és két kiilonbozd vek- szakasz és két kiilonbozo vek-
tor. tor.

/

Ezek parhuzamosak, egyirdnyi- Ezek egyenld hossziak, de nem
ak, de nem egyenld hossziiak.  pdrhuzamosak.

a
A vektort gy jeloljiik: , va E , vagy a, vagy a, vagy 7.
gy Jelol) gy gy g

Eltolasrdl térben is beszélhetiink. A tér-
beli transzforméaciot, a sikbelihez ha-
sonl6an, egy vektorral adhatjuk meg.




Geometriai transzformaciok

A hasédbok és hengerek éppen olyan testek, amelyekben az alaplap és a fedSlap egymadsba eltoldssal
vihetd at.

Feladatok

1.|Egyetlen mdsoldpapir segitségével végezd el a zdszlokkal megadott eltoldst! Add meg mind-
egyik esetben az eltolds vektorat! A képet a megfelel zdszloval azonos sziniire szinezd!

2.|Rajzolj az adott irdnyitott sza-

— kasszal egyenl§ vektorokat gy, i

hogy éppen a megadott pontok- A H

bél induljanak ki! Hova viszi az
eltolds a sdrga négyzetet?

(&
G B
D F
3.|Rajzolj a fiizetedbe egy derékszogli ha-
romszoget! Told el sorra a megadott ird- N
nyitott szakaszoknak megfelelGen! Vi- \‘\
laszd ki azokat az irdnyitott szakaszokat, ™

amelyek ugyanazt az eltoldst adjak meg!

Y

A
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Geometriai transzformaciok

betiikkel jelolt alakzatoknak? Ahol igen, ott rajzold meg az eltolas vektorat is!

4.] A kovetkez6 dbrdkon a vesszGs betlikkel jelolt alakzat lehet-e eltoldssal kapott képe a sima

i .
41O \\\\
i b
= b
/, N e’ J
— {61
p d' 4
= C!
d e /t
N
. 5. .Adottak az a, b, ¢, d és e vektorok. '
a) Add meg annak a vektornak a betiije- j‘
1ét, amelyik a K pontot a K’ pontba /[
viszi! ay o
// s e
K 1
b d
K

b) Add meg annak a vektornak a betiijelét, amelyik az f egyenest az f' egyenesbe viszi!

f' D
7 E '
P B’
F //
D v
# A’
¢) Ird ide annak a vektornak a betiijelét, amelyik az E ¢
ABCDEF hatszoget az A'B'C'D'E'F' hatszog- - ® albi
be viszi! 4
A

Egy ABC hiromszog csicsainak a koordindtdi: A(2;3), B(6;3), C(6;7). Rajzold meg a ha-

romszoget!

a) Told el a hiromszdget Ugy, hogy az A csticsa az A((8; 1) pontba keriiljon!

b) Végezd el azt az eltolast, amelynek eredményeképpen az ABC haromszog A csicsa az

A2(14; —1) pontba keriil!

c) Told el az ABC haromszoget tgy, hogy az A csiicsa az A3(—4; 1) pontba menjen 4t!
d) Melyik eltolds vektora a leghosszabb?
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Geometriai transzformaciok

7.|Misolopapir segitségével told el a kék dbrat a megadott vektorral! Ekkor megkapod, mit dbra-
T zoltak eredetileg az itt 1athat6 széttoredezett abrak!

b 1 —
m m
rf\ =
E 8] Az aldbbi vektorok koziil melyek azok, amelyek ugyanazt az eltoldst hatdrozzak meg?
a) Az A(2;5) pontbdl a B(6;8) pontba mutaté vektor,
b) a C(1;3) pontbél a D(7;5) pontba mutaté vektor,

c) az E(—3;5) pontbdl az F(3; —3) pontba mutatd vektor,
d) a G(—3; —2) pontb6l a H(1; 1) pontba mutaté vektor.

v Készits mintdt a megadott elembdl csupa eltoldssal!

=8 A

Melyik elemmel tudod hézagmentesen és egyréteglien lefedni az egész sikot csupa eltolast vé-
gezve?

Az eltolds tulajdonsdagai

Az eltolds mozgatds, tehit egybevagodsagi transzformdacié. Ebbdl kovetkezik:

— Bérmely alakzat egybevago az eltolt képével.
— Minden szakasz hossza egyenl$ az eltolt képének a hosszdval.
— Minden szdg nagysdga egyenld az eltolt képének a nagysdgdval.

Az eltolds megfordithaté transzformdacié. Minden pontnak egyetlen képe van, és minden képpontnak
van egyetlen &se.

Egyenes, félegyenes, szakasz és szog képe

Ha az eltoldst megadd vektorral parhuzamos Ha az eltoldst megad6 vektorral nem parhuza-
egyenest tolunk el, akkor az egyenes képe sajit mos egyenest tolunk el, akkor parhuzamos lesz
maga lesz, bar egyetlen pontja sem marad a he- az egyenes a képével
lyén. = P




