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Ne vdgd el azt, amit kibogozhatsz!
(Joubert, XIX. szdzadi filoz6fus)

Kedves Gyerekek!

Ezt a kdnyvet és a hozz4 tartoz6 feladatgy(ijteményt Nektek irtuk. Szeretnénk, ha gondolkodva hasz-
nalnatok, és magatok fedeznétek fel a matematika djabb és djabb rejtelmeit a kitlizott feladatok meg-
old4sédn keresztiil. Természetesen egy felfedezdnek is el kell sajatitania bizonyos ismereteket, ezeket

igy jeloltiik: TUDNI KELL!
A tankonyvben a kovetkezd jelolésekkel fogtok még taldlkozni:
i Most még nem tanulhatunk meg mindent, a joviben szdba keriilé ismeretekre utal.

I Amit kordbban tanultatok, és mar tudnotok kellene.
i Igy jeloltiik azokat a feladatokat, amelyeket elkészithettek, kivdghattok, modellezhettek.
A matematika torténetér6l is olvashattok a konyvben.

Minden tananyagot egy-egy feladatsor kovet. A feladatok sorszdmat megkiilonboztetd jellel lattuk el.

BAZ tj ismeretek elsajatitdsdt, megértését igényld alapfeladat, ezt meg kell tudnotok oldani a
tovdbbhaladéashoz.
.Az 1ij ismeret alkalmazdsat, tuddsotok rogzitését, elmélyitését segit6 feladat.

E Tobbféle ismeret €s képesség alkalmazasat igényld feladat.

é 4. Fejtorok, versenyfeladatok azoknak, akik tovabbi érdekes feladatokat szeretnének megoldani.

I Internettel tdmogatott feladatok.

A tankonyvben taldlhat6é Kiegészits tananyagokat a matematikdt magasabb 6raszdmban tanuld
csoportoknak frtuk.

A hozzdjuk kapcsol6dé feladatokat is a fentebb leirt szintekbe soroltuk, de mdas szinnel jeldltiik,

példaul:

A fentieken kiviil, ha egy-egy részfeladat nehezebb, gondolkodtatébb a tobbinél, igy jeldljiik: €123,
Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a ,,pétold” tipusu feladatokndl a fiizetetekbe dolgozzatok!

A tankonyvben szerepld megoldott bevezetd példak segitséget nydjtanak a tananyag megértéséhez,
és a tankonyvi feladatok megoldasahoz is otleteket adnak.

Ha szabadid6tokben is szivesen foglalkoztok matematikafeladatokkal, akkor figyelmetekbe ajanljuk
az aldbbi kiadvinyokat:

Abacus Matematikai Lapok 10—14 éveseknek (a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és a Matemati-
kédban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany folyoirata)

Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny (Zalai Matematikai Tehetségekért Alapitvany)
Roéka Séandor: Egypercesek — Feladatok matematikdabol (Téth Konyvkeresked€s)
Imreczené-Reiman—Urbdn: Fejtird feladatok felsdsiknek (Szalay Konyvkiadé és KereskedOhaz Kit.)

Eredményes tanuldst kivanunk: a szerzék és a kiado
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Gondolkodjunk egyiitt!

Gondolkodjunk egytitt!
Logikai feladatok

Gy6z6, Piroska, Lajos és Zoli koziil vala}ki elrontotta kisoccsiik
kardcsonyra kapott tdvirdnyitos autéjit. Edesapjuk megprébalta
kideriteni az igazsdgot. A gyerekek ezeket mondtak:

Gy6z6: Lajos volt.

Piroska: En hozz4 se nyiltam az aut6hoz.

Lajos: Zoli volt.

Zoli: Lajos hazudik.

Ki rontotta el az aut6t, ha a négy gyerek koziil egy hazudott,
a masik hdrom pedig igazat mondott?

Megoldas

Gy6z6 és Lajos nem mondhattak egyszerre igazat, hiszen egymdasnak ellentmond az allitasuk. Ugyan-
ez igaz Lajos és Zoli allitasdra is. Ezért Lajos hazudott, a tobbiek igazat mondtak.

Lajos rontotta el az aut6t.

Feladatok

1.|Julinak, Marinak, Norbinak és Ferinek is van egy-egy allatkdja: egy cica, egy kutya, egy arany-
hal és egy kanéri.

Mari 4llata szo6ros, Ferié pedig négyldbi. Norbi madarat tart. Juli és Mari nem tart cicat.
Az alabbi éllitdsok koziil melyik nem igaz?

A) Ferié a kutya. B) Norbié a kandri. C) Julié az aranyhal.

D) Ferié a cica. E) Marié a kutya.

2.|Egy csalddi nyaraldson a gyerekek ugyanazzal a bankkartyaval vasdrolhattak. Az 6todik na-
— . pon édesapjuk érdekl&dott, hogy mennyi pénz van még a bankkartydn. A gyerekek ezeket a
véalaszokat adtak:

Andris: Még legaldbb 5000 Ft.
Bea: Ugy emlékszem, hogy 5000 Ft-nal kevesebb van mdr rajta.

Csilla: En csak azt tudom, hogy van még rajta pénz.
Hany forint van a bankkartydn, ha csak az egyik gyerek 4llitdsa igaz?

Négy testvér koziil az egyik édesapjuk laptopjan jatszott, és véletleniil raboritotta az lidit6italat
a gépre. Edesanyjuk megprébalta kideriteni, melyik fid tette. A gyerekek ezeket a vilaszokat

adtak:
Andras: Nem én voltam. Béla: En sem.
Csaba: Dani boritotta ra. Dani: Béla volt.

Kideriilt, hogy az egyikiik fiillentett, a tobbiek igazat mondtak. Ki volt a tettes?

—



Gondolkodjunk egyiitt!

Ot gyerek a kovetkezét 4llitja egymésrol:

Andrés: A fittestvérem focizik.

Bea: Pontosan két fittestvérem van.

Csaba: Csak lanytestvérem van.

Déra: A fititestvérem szereti az informatikat.
Endre: A lanytestvérem a varosi korusban énekel.
Ki lehet Csaba testvére, ha mindenki igazat mond?

Egy nemzetkozi futéverseny eldtt 6t ndi versenyzd igy nyilatkozott az Gjsagiroknak:

Eurépéban az egyik legnépszer(ibb futéverseny a périzsi

Anna: Az els6 harom kozott leszek.

Barbara: En nyerek.

Cecilia: Legy6zdm Annat.

Daniella: Nem tudom Barbarét legydzni.

Edit: Cecilia vagy Daniella fog nyerni.

Hogyan alakult a sorrend, ha a verseny végére egyikiiknek sem lett igaza?

Schneider maraton. A 2015-6s évben a férfiak versenyé-
ben harom kenyai és két etiop versenyz6 végzett az elsd 6t
helyen. Wilson Chebet (ejtsd: Vilszon Csebet) kenyai ver-
senyzd ért el6szor célba. Tippeld meg, majd nézz utina az
interneten, hogy mennyi id6 alatt futotta le a 42,195 km-
es maratoni tavot!

A) 4:05:27 B) 3:05:27

C) 2:05:27 D} 1:053:27

Feri, Gyula, Jancsi és Karcsi meglatogattdk egy bardtjukat. A négy fiti csalddi neve valamilyen

. Tizenot f6s tarsasdg il egy kerek asztalndl, és mindenki azt 4llit-

sorrendben: Kiss, Nagy, Szabé és Molndr. Elsének Molndr érkezett, masodiknak Jancsi, ezutan
Kiss és végiil Gyula.
Mindenki hozott egy ajandékot: Molnar biivos kockdt, Feri golydstollat, Gyula csokit, Szab6
pedig konyvet.
Mi a négy fit teljes neve?

(Imrecze Zoltdnné, Reiman Istvdn, Urbdn Jdnos: Fejtird feladatok felsdsdknek, Pannon-Literatira Kft., 2014)

ja, hogy mindkét szomszédja hazud6s. Azt is tudjuk, hogy a ha-
zudosok mindig hazudnak, az igazmonddk mindig igazat monda-
nak. A tdrsasdg minden tagja tudja mindkét szomszédjarol, hogy
igazmondo vagy hazudos.

Legalabb hany igazmond6 iil az asztal koriil?




Gondolkodjunk egyiitt!

m 8. Seholsincs-szigeten kétféle ember él: igazmondok, akik mindig igazat mondanak, és hazu-
désok, akik mindig hazudnak. Egy alkalommal meglitogattam ezt a szigetet. A tengerparton
alldogdlt két szigetlaké: Alfa és Béta. ,,Te igazmond6 vagy?” — kérdeztem Alfat.

Alfa vélaszit sajnos nem értettem az erGs tengerziigds miatt. Megkérdeztem Bétat, hogy mit
vélaszolt Alfa. O igy vélaszolt: Alfa azt mondta, hogy 6 hazudés.

Mi lehet Alfa, illetve Béta?

Logika, halmazok

Az és kbtdszot a hétkoznapi széhaszndlatban és a matematikdban ugyantgy haszndljuk. Nézziink
erre példakat!

Eber Bence csak akkor tud elaludni, ha teljes sotétség és siri csend van a szobdjdban.

15-tel csak akkor oszthatok a szamok, ha 3-mal és 5-tel oszthatok.
Az ilyen Osszetett dllitdsok csak akkor igazak, amikor a benniik szerepld két allitds mindegyike igaz.
A vagy kotdsz6 sokféle értelemben haszndlatos a magyar nyelvben. Ezek koziil kett6re nézziink
példat!

Kacér Vica vasdrnap 9-kor vagy Deltds Bécivel megy evezni, vagy Sebes Gyuszival motorozik.

Ebben a mondatban a ,,vagy-vagy” kot6szo helyett a ,legfeljebb az egyik”, illetve a ,,pontosan az
egyik” kifejezés irhatd, mivel Vica egyszerre, ugyanabban az id6ben nem lehet két kiilonb6zd he-
lyen.

Két szam szorzata nulla, ha az egyik vagy a masik tényez6 nulla.

Ebben a mondatban a ,,vagy” kot6szo helyett a ,,legaldbb az egyik (a kett6 koziil)” kifejezés irha-
t0. Megallapodhatunk abban, hogy az egyszer irt, illetve mondott ,,vagy” kotdszot — a hétkdznapi
hasznélattol eltérGen — a matematikdban a ,legaldbb az egyik (a kett6 koziil)” kifejezés helyett hasz-
naljuk.

Az ilyen Gsszetett allitds csak akkor hamis, amikor a két allitds mindegyike hamis.

1. példa
Az allitdsokat ezekrdl a logikai lapokrdl irtuk.

A,

e
ety
e

Melyik 4llitds hamis?

a) A lapok lyukasak és zoldek.

b) A lapok nem kékek és nem sargak.
c) A lapok lyukasak vagy zoldek.

d) A lapok lyukasak vagy nagyok.



Gondolkodjunk egyiitt!

Megoldas

a) Hamis, mert van olyan lap, amelyikre nem teljesiil egyszerre mindkét tulajdonsdg. Példdul: nagy
z61ld négyzet.

b) Igaz, mert mindkét tulajdonsdg igaz a lapokra.
c¢) Igaz, mert minden lapra legaldbb az egyik tulajdonsag igaz.
d) Hamis, mert van olyan lap, amelyikre egyik tulajdonsdg sem igaz. Példdul: kicsi z6ld hdromszog.

2. példa
Egy osztaly fele németiil tanul, 90%-a angolul. 16 gyerek mindkét nyelvet tanulja. Hanyan jérnak
az osztdlyba, ha mindenki tanul legaldbb egy nyelvet?

Megoldas

Az osztdly felének és a 90%-dnak az Osszege 140%. Ez 40%-kal tobb, mint a 100%. A 40%-nyi
tébblet abbdl adédik, hogy a mindkét nyelvet tanulé gyerekeket kétszer szdmoltuk. Ok 16-an vannak.
Ha az osztdly tanuldinak 40%-a 16 gyerek, akkor 10%-a 4 {6, 100%-a 40 6. 40 tanuld jar az
osztdlyba. EllenGrizziink! 20-an tanulnak németiil, 36-an angolul: 20 + 36 — 16 = 40. J6l oldottuk
meg a feladatot!

7)) 50% németiil tanul
® 90% angolul tanul

@ 40% németiil és angolul

tanul
40% l 16 fo
10% 4 16

100% 40 6
Feladatok

1.} Kanada kétnyelvii orszdg. Az emberek 86%-a beszél an-
— golul, 32%-a pedig francidul.
Az emberek hany szdzaléka beszéli mindkét hivatalos
nyelvet, ha legaldbb az egyiket minden lakos beszéli?
(https:/thu.wikipedia.org/wiki/Kanada)

2.| Egy osztdlyban 40 tanulé van. 14 tanul6 kézilabdazik, 36

— kosérlabdazik. Minden tanulé legaldbb az egyik sportigat

Gizi. Az osztdly hany szdzalékét teszik ki azok a tanul6k,
akik csak kézilabddznak?

3.| Az iskoldnak foci- és kosdrlabdacsapata van. Az egyik osztdlyban 7 fid jar az iskolai foci-
meccsekre, 10 jar a kosdrlabdameccsekre, 3 mind a két sportdg meccseit latogatja, de 4 fiu
egyéltaldn nem jar meccsekre. Hany fid jar az osztdlyba?




Egy nyolcadikos osztily 35 tanuléja kozott 20 lany van, és 12 olyan
gyerek, aki tud kering6zni. Az osztdlyba jaré fiik koziil 7 tud kerin-
gbzni. Hany olyan ldny van, aki tud kering6zni? Hany fii nem tud
kering6zni?
Egy versenyen az iskola tanuléinak 20%-a indult. Az indulok két fel-
adatot kaptak.
Az els6t a versenyzdk 60%-a, a masodikat 65%-a oldotta meg. Min-
den indulé legaldbb egy feladatot megoldott. Csak a mdsodikat 80-an
oldottdk meg. Hanyan jarnak az iskoldba?

(Varga Tamds Matematikaverseny, 7. osztdly)

Hény olyan kétjegyl szdm van, amelyben az egyik szdmjegy na-
gyobb, mint a masik?

a A 40-nél nagyobb, de 60-nél kisebb szdmok koziil hany olyan van, amelyik 3-mal vagy 4-gyel
oszthat6?

Hény olyan kétjegyl szam van, amely

a) oszthat6 3-mal és 4-gyel,
b) oszthat6 3-mal vagy 4-gyel,
¢) nem oszthaté sem 3-mal, sem 4-gyel?




Gondolkodjunk egyiitt!

Skatulyaely

1. példa

Egy kotlés alatt tyuk- és kacsatojasok vannak. Ha tyiktojast akarok
kivenni a kotl6s al6l, akkor legkevesebb 6t6t, ha kacsatojast, hatot
kell kivennem. Hany tojdson iil a kotlos?

Megoldas

Mivel legrosszabb esetben 5 tojdst kell kivenni ahhoz, hogy bizto-
san legyen azok kozott tytktojas, ezért kacsatojasbol 4 van. Hasonlo

okok miatt tyiktojasokbdl 5 van. A kotlds tehdt 9 tojason iil.

2. példa
Igaz-e, hogy 0t, legaldbb kétjegy primszam koziil kivalaszthat6 kettd olyan, amelyek kiilonbsége
oszthat6 10-zel?

Megoldas 7 o

A 10-nél nagyobb primek utolsé jegye csak 1, 3, 7, illetve 9 lehet.

Képzeletben készitslink négy skatulyat! Az egyikbe azokat a prime- lre 31

ket rakjuk, amelyek 1-re végz&dnek, a mdsodikba a 3 végiieket, a ‘:ﬁf{f&" ‘;)ergiﬁ:’e‘f

harmadikba a 7-re végzddbeket és a negyedikbe a 9 végiieket.

Mivel csak négy skatulya van és 6t prim, igy lesz legaldbb egy olyan

skatulya, amelyikben két prim van. E kettd kiilonbsége 0-ra végz5dd

sz4m lesz, tehdt oszthat6 10-zel. il i

Az ilyen gondolkodasi modszert nevezziik skatulyaelvnek. fmy e
veégz6do végzodo
primek primek

Feladatok

1.

A 24 £6s osztalyunkban az a szokds, hogy a hénap elején felkoszontjiik az 0sszes olyan gyereket,
aki abban a hénapban sziiletett.

a) Biztosan lesz-e olyan hénap, amikor legaldbb 2 gyereket kdszontiink fel?
b) Lehet-e olyan hénap, hogy nincs kit felkdszonteni?

Egy zacskéban 10 zselés és 10 mogyords drazsé van, szemre egyformdknak latszanak. Legke-
vesebb hidny darabot kell kivennie Aronnak, hogy biztosan legyen koztiik egy mogyorés €s egy
zselés 1s?

.| Egy borosgazda pincéjében 13 palack édes, 9 palack félédes és 5 palack szdraz tokaji bor van.

A feleség, aki nem tud kiilonbséget tenni a palackok kozott, legaldbb hanyat vigyen fel a ven-
dégeknek, ha azok azt szeretnék, hogy biztosan legyen koztiik

a) édes, b) hirom palack édes, c¢) mindegyik fajtdbdl legaldbb egy palack,
d) az Osszes szdraz, e) édes és félédes, f) valamelyik fajtabol harom palack?
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Egy fedett kosdrban 10 barna, 15 sziirke és 20 fehér galamb van. Egyesével enged;jiik ki 6ket.
" Legaldbb hdny galambnak kell kirepiilnie, hogy biztosan legyen koztiik

a) barna vagy fehér, b) barna és fehér, c) legalabb 12 egyforma szinii?

Egy meglehetsen rendetlen miilovarné az 6ltozdszekrényének
— fi6kjdban tartja kesztyit igen nagy Osszevisszasdgban: 3 pér
sargat, 3 péar kéket és 3 pdr pirosat. Eldadas el6tt kialszik a
villany az 6lt6z6jében. Legaldbb hany darab kesztyfit kell ta-
lalomra kivennie ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik egy par
ugyanolyan szini, ha a jobbos és balos keszty(i nem egyforma?

Egy tdlon meggyes, lekvdros és tirés bukta illatozik. Legke-

~ vesebb 6-ot kell kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik
meggyes. Legkevesebb 7-et kell kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik lekvdros, és 8-at,
hogy biztosan legyen koztiik tirés. Hany bukta van a tdlon?

/.| Felirtunk a tdbldra hét kiilonbdz6 négyzetszdmot. Igaz-e, hogy van kozottiik két olyan, amelyik
ugyanolyan szamjegyre végz6dik?

“ Igaz-e, hogy hét négyzetszdm k&zott mindig van kett6 olyan, amelyek kiilonbsége oszthaté 10-
zel?

@ 9. Bizonyitsuk be, hogy

a) harom egész szdm kozott mindig van kettd, amelyek Gsszege oszthat6 2-vel,

b) ot egész szam kozott mindig van harom, amelyek Gsszege oszthaté 3-mal,

c) hét egész szam kozott mindig van négy, amelyek dsszege oszthaté 4-gyel!

10. Legfeljebb hdny szdmot lehet kivédlasztani az 1, 2, 3, ..., 25 szamok koziil dgy, hogy semelyik
kettonek az Gsszege ne legyen oszthat6é 3-mal?

Hdnyféleképpen?

1. példa

Az idei farsangon 0t tdnciskolas fid a gérogok nép-
tincat, a szirtakit mutatta be. A tancot hol egy sort
alkotva, hol korben Osszekapaszkodva jartak. Az
eldadds nagy sikert aratott. Az 6ltézében a tanco-
sok kézfogdssal bicstiztak el egymastol.

a) Hany kiilonb6z6 sorrendben keriilhettek egy-
mds mellé a fitk, ha egy sort alkottak?

b) Hogyan véltozik a lehetGségek szdma, ha kor-
ben tdncoltak? A kortdncndl kiilonbdzé esetnek
szamit, ha legaldbb egy tdncos fitinak legalabb
az egyik oldaldn mds tdncos all.

c) Hany kézfogast jelent, ha mindenki mindenkivel kezet fogott?

10
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Megoldas
a) A tancosokat jeloljilk az dbécé betfiivel! Nézziik meg, mi torténne, ha kevesebb tdncos lenne!
Ha egy tdncos van, akkor sorrend lehetséges: 1 lehetSség.
A-B
Ha két tdncos van, akkor (2 - 1-féle): < B 2 lehet8ség.
B-A — B
Ao R
» - s —_— A_C ”
Ha harom tdncos van, akkor (3 - (2 - 1)-féle): <B\ C_A 6 lehetdség.
e BB
3=y B-A

Ha négy tancos van, akkor folytathatndnk a fadiagram felrajzoldsét, és 24 agat kapnank. Szorzdssal
felirva (4 - (3-2- 1)) = 24 a lehetSségek szdma.
Ha 6t tdncos van, akkor (5-(4-3-2-1))=5-24 = 120-féle lehetdség adodik.

b) Ha korben tancolnak, akkor azt kell meggondolnunk, hogy melyek azok a sorrendek, amelyeket
nem lehet megkiilonboztetni.

Két fia tancol:

2 Ha a tincosok éppen egy fél- ® Ebben az esetben is ugyanabban a

kornyit fordulnak, akkor ezt kap- sorrendben 4llnak. A két eset ko-

®) juk. 7 z0Ott nem tesziink kiilénbséget.

Hérom fit téncol:
A

Ha a tancosok harmadfordulatok-
kal fordulnak el, akkor ezeket az

@ B altdsokat kapjuk.

Négy fit tancol:

E héarom eset kozott
nem tesziink kiilonbsé-

A négy illds kozott nem tesziink kiilonbséget.

Ha a tdncosok negyedfordulatok-
@ kal mozdulnak el, akkor ezeket az
allasokat kapjuk.

Ot fid téancol:

Ha otodfordulatokkal mozdulnak

A ® o) © ®)
@'.‘%@ Jei,k .akkor ezeket az allasokat kap- @3"'«4 G"'A@ Q’%@ A’%@

Az 6t allas kozott nem tesziink kiilonbséget.
Ha az 6t fia korben tincol, akkor az egy sorban tdncoldsndl kapott 120 lehet6ségbdl 5-5 egymastol
nem megkiilonboztethetd. Ezért 120 : 5 = 24-féleképpen tdncolhatnak.
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Rovidebb megoldas
Kivélasztunk egy tdncost, és megnézziik, hogy a tobbiek hany kiilonb6z6 moédon dllhatnak be a
kérbe. Ot tancos esetén ez 4 -3 -2 - 1 = 24 lehetdség.

c) Mind az ot fid 4 tdrsdval fog kezet, ez Osszesen 5 - 4 = 20 eset. Mivel
minden kézfogdsnak két résztvevsje van, és a kézfogast mindkettjiiknél bele-
szamitottuk, ezért a 20-at még el kell osztani 2-vel.

A rajzon minden Osszekotés egy kézfogast jelent. Arrdl is leolvashatd, hogy
Osszesen 10-szer fogtak kezet a fiuk.

Arra a szorzatra, amelyben 1-t6l n-ig 6sszeszorozzuk a természetes szamokat, kiilon jel6lést vezettek
be a matematikusok: n! (olvasd: n faktoriilis).

Példdaul:2'=1-2, 31=1-2-3, 41=1-2-3-4, 5!=1-2-3-4-5 sth.
Megéllapodds szerint: 0! =1, és 1! = 1.

A nagyobb szdmok faktoridlist a zsebszdmol6gép |I| gombjaval is meghatdrozhatod.
Az abrakrdl leolvashato, hogy az esetek szama igy alakul:

Tancosok A kiilonbozé sorrendek szdma, A kiilénb6z6 sorrendek szama,
szama ha egymds mellett allnak ha kort alkotva dllnak
2 2al=2=2l 2'—1=1=1!
2
2.1
3 321 =6=3! - 3 = 2= 3l
iy T |
5-4.3-2-1
5 §edis 32+ L.=120=§! f=24=41
n—-1)-n—-2)-...-2-1
n U e e e e = (n — 1)!
n

Ot tdjonc koziil hdrmat tud magdval
vinni az edzd a tanulécsénakkal.

Hény kiilonboz6 lehetdség van erre, ha
a) az iilésrend szamit,
b) az iilésrend nem szamit?

Az oktatd minden esetben az els§ he-
lyen iil.




Gondolkodjunk egyiitt!

Megoldas

a) Az elsé helyre még mind az 6t gyereket vilaszthatja az edz6. A mdsodik helyre mér csak a
megmarado négy gyerekbdl vilogathat, a harmadikra pedig mar csak hdrom koziil. Ez Osszesen
5-4-3 =060 eset.

b) Ha az iilésrend nem szamit, akkor nem tesziink kiilonbséget az aldbbi hat eset kozott. ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. (A csénakba beszall6 gyerekeket az abécé betliivel jeldljiik.)
Ugyanez a helyzet, akdrmelyik harom gyereket vélasztja ki az edz8. A 60-at el kell osztani 6-tal,
mert ugyanaz a hidrom gyerek 6-féle sorrendben tud beiilni az oktaté mogé. Ha az iilésrend nem

60
szdmit, akkor r i 10 kiilonboz& médon iilhetnek be a gyerekek a csénakba.

3. példa
Hény kiilonboz6 dtvonalon juthatunk el A varosbdl E vérosba, ha csak E felé haladhatunk?

a) A@ﬁ@i)@«g b)A@@-E

B & D

Megoldas

a) A vérosbdl B vérosba 3-féle tton juthatunk el. Innen C-be 2 kiilonboz6 dton érkezhetiink. Ezért
A-bdl C-be 3 - 2 = 6-féleképpen juthatunk el. Hasonlé okoskoddssal hatdrozhatjuk meg, hogy D
védrosba 6 - 4 = 24-féle ttvonalon juthatunk, amely 3 - 2-4. D-b&l E-be 3 1t vezet, ezért A-bdl E-be
24 - 3 = 72-féle titvonalon juthatunk el, amely 3-2-4 - 3.

b) A b) feladatban az &sszes olyan ttvonalon eljuthatunk A-bél E-be, mint az a) feladatban. Ezektdl
az utaktol teljesen fiiggetlen ttvonalakon haladunk, ha a piros tdton indulunk el. A-bdl D-be 1 1t
vezet, innen E-be pedig 3, ezért A-b6l E-be 3-féle utvonalon juthatunk.

Az Gsszes utvonalak szdma igy 72+ 3 =75, amely 3-2-4-3+1-3.

4. példa
Sportkoriink kerékpartirija Gy6rbdl indult, és Szentend-
rén fejezddott be. Minden csapatunk mds-mds titvonalon
jutott el a céldllomdsra. A térképen lathat6é nyilak mutat-
jék, hogy milyen irdnyban haladtak a csapatok.

Tatabanya

Hény csapat vett részt a kerékpartiran?

Megoldas Székesfehérvir

Minden pontba beirtuk, hogy oda hanyféle titvonalon jut-
hatunk el.

Tatabdnyara Gy&rbol és Székesfehérvarrdl is eljuthatunk.

Budapestre Székesfehérvarrdl egyféle dtvonalon, Tatab4-
nyérol az el6z6 2-féle dtvonalon juthatunk el, ezért 6ssze-
sen 2 + 1 = 3-féleképpen.

Szf: 1
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Gondolkodjunk egyiitt!

Esztergomba Tatabdnyar6l 2-féle ttvonalon, Budapestrél 3-féle ttvonalon érkezhetiink, ezért Gssze-
sen 2 + 3 = 5-féleképpen.

Szentendrére Budapestr6l 3-féle, Esztergombdl 5-féle ttvonalon érkezhetiink, ezért Gsszesen
3 + 5 = 8-féle ttvonalon érkezhetiink.

Az idei kerékpdrtirdn 8 csapat vett részt.

Feladatok

1.} A mi iskoldnkban belsé hasznélatra ilyen telefonkésziilékeket gyartottak.
Hany kiilonboz6 legfeljebb négyjegyi telefonszam hivhatd, ha
a) a szamjegyek nem ismétl6dhetnek,

b) a szamjegyek ismétl6dhetnek?

E a) Héanyféle gydngysor fiizhetd ezekbdl a gyongyokbol?

Hényféle lesz a gyongysorok szama, ha korbefuthatnak a szdlon a gyongy-
szemek?

3.|Magyarorszigon a gépjarmiiveken jelenleg
6 karakter hosszisdgd forgalmi rendszdmok
vannak haszndlatban. Ezek sorozatrendsziam
esetén hdrom bet(i, harom szdm felosztisban

kovetik egymast, fehér alapon fekete karakte- s T -
rekkel Magyar EU-s rendszdm 2004. mdjus 1-jétol

Milyen autérendszdmbdl lehet tobb Magyarorszdgon?

Az olyanbdl, amelynek mind a hdrom szdmjegye kiilonb6z8, vagy az olyanbdl, amelynek szam-
jegyei kozott vannak egyenlGk is?

|©l Egyes rendszamsorozatokat cégek, intézmények megvaséroltak, hogy jarmtiveiket ezzel is meg-
kiilonboztessék. Példdul a BPO-123 és a BPI-123 a BKV Zrt. autébuszainak rendszdma. (A cég
szokdsa szerint I = 1; O = 0. Tehat példaul a BPI-809-es forgalmi rendszdmu busznak az azo-
nositdja 18-09, és példaul a BPO-001-nek 00-01.) Milyen a Magyar Televizi6 Zrt. rendszdma?

4.| Gyermekkorunkban azt jatszottuk, hogy a ,,.Szép az icipici néi cip8, ndi cipd. Benne takaro-
san lépked a n6, a nd...” egyiigy(l szovegli dalocskat énekeltiik ugyanolyan maganhangzdkkal.
Példéaul csupa d-val: ,,Szip uz ucupucu niu cupi...”

A CDPD ,,$26” hidnyzé magianhangzdi helyére a magyar abc maganhangzoit beirva hany
kiilénbozd ,,sz6t” kapunk? Ezek koziil hany lesz értelmes?

5.} Ismert magyar koltSk hires sorait adtuk meg maganhangzdk, illetve massalhangzok nélkiil. Me-
lyik esetben konnyebb kitaldlni a verssorokat? (A kettSs méssalhangzokat is egy [ |tel jeldljiik.)
a) TUILPR[ ] M[JGY[JR, H[ ][] H[1Z[]

b) T[JZDSI:‘NI ST LD’D NY[ JR[] N[ JP S[]G[ R[]

c) LJUL] AL] EC [JOJAL] CIECIIEL] A [JALJJAL]

d) LIEL] DIDCJALD A OJoOHEe] A LIELC CHTALIOO
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Gondolkodjunk egyiitt!

A nyéri hegymdszétaborban hisz fid vett részt. A tdbor végén mindenki cimet cserélt a tobbi-
" ekkel. Az 4dllomdson mindenki kézfogdssal biicstzott el a tobbiektSl. Osszesen hany cimet irtak
le a fidk? Osszesen hadnyszor fogtak kezet?

Az iskoldnk kosérlabdacsapaténak ldnyai a meccsek végén pacsit adnak egymdasnak. Hany jété-
kos vett részt a mi iskoldnkbdl azon a mérkézésen, ahol 105 pacsi csattant?

- 8.1 Egy szabilyos hatszdg egyik csicsdt pirosra, a tobbit kék szinlire szineztiik. A hatszdg csticsai-
b6l hirmat kivalasztva hdromszogeket kaptunk. Melyik fajta haromszogbdl van tobb: amelyik-
nek van piros csticsa, vagy amelyiknek nincs?

Az otodikesek olyan lottéval jatszottak, amelyben az 1, 2, 3, 4, 5 szdmokbdl két szdamra kell
~ tippelni.

a) Hany szelvényt kell ahhoz kitolteniiik, hogy biztosan legyen telitaldlatuk (azaz 2 taldlatuk)
ezen a lottén?

b) Hany szelvény kitoltése esetén lesz biztosan 1 taldlatuk?

Régen az autGbuszjegyeket tigy érvényesitették az utasok,

e )
hogy egy késziilékbe belehelyezték, és az néhdny szdmot ENZELFAHRSCHEN PRV 22 [
kilyukasztott a jegyen. PR ) o

. " : il 177751 ool w
a) Egy ilyen autébuszjegyen hanyféleképpen lehet 2 lyu- /

kat lyukasztani?
b) Egy ilyen aut6buszjegyen 2 vagy 7 lyuk lyukasztdsdval lehet tobbféle lyukasztdst elérni?

He’my kiilénbozé ttvonalon juthatunk el A vdrosbdl E vérosba, ha csak kelet felé haladhatunk?

a) A@%/\'E b) A@/E

B—C D

12.| Hanyféleképpen olvashaté le az 4brér6l az ODA, BUDA, illetve a BUDAPEST sz6?
Csak az 0sszekotd vonalak mentén, jobbra vagy lefelé szabad haladni.

9 O-b-A b B-Y-D-A 0 00 9 B,
0-A U-D-A oA U
A ||3—A D-A

A

9 B-Y-D-A-P-E-5T » B-u-b-A
U-D-A-P-E-5-T DA~
D—A-P-E-5-T p--P—¢
Ao APES
?*$*§4T P—E—8—T
aa
?—T
?
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Gondolkodjunk egyiitt!

Melyek azok a feladatok az aldbbiak koziil, amelyek mégott ugyanaz a matematikai probléma

rejlik?

a) Egy fogaddson hat diplomata taldlkozott. Mindegyik mindegyikkel kezet fogott. Hiny kéz-
fogés tortént?

b) Hat szamkdrtydnk van: . . . E E @ Hany kétjegy( szamot lehet ezekbdl kirakni?

c) Hat szamkdértyank van: . E E . . . Hény hatjegy(i szamot lehet ezekbdl kirakni?

d) Elfelejtettem egy szentendrei telefonsza-
mot. Csak arra emlékszem, hogy 4-nél
kisebb szdmjegy nem fordult el benne.
Hany telefonszdm johet széba? (A szent-
endrei telefonszamok hatjegytek.)

e) Kardcsonykor egy kisvaros f6terén hat
ugyanolyan fahazikét dllitottak fel. A
boles polgdrmester sorsolassal dontotte el,
hogy melyik hdzikéban ki drulhasson. Ha-
tan pélydztak a hdzakra: a halas, a konyv-
arus, a babos, a fazekas, a pecsenyesiits €s
a kiirtoskalacsos.

Hanyféleképpen lehet a 6 fahdzat a hat
arus kozott kisorsolni?

/) Egy nagy fa t6rzsébdl hat nagyon vastag 4g n6 ki, mindegyikbdl hat vastag dg, ezek minde-
gyikébdl hat vékony dg, ezek mindegyikébdl hat gorbe 4g, ezek mindegyikébsl hat gbcsortos
dg. Ezek mindegyikén hat szép sdrga virdg van. Hény virdg van a fan?

WMelyek azok a feladatok az aldbbiak koziil, amelyek mogott ugyanaz a matematikai probléma

16

rejlik?

a) Egy koron megjeloliink 77 pontot. Hiny olyan szakasz hiizhatd, amelynek végpontjai csak
megjelolt pontok lehetnek?

b) Egy szabdlyos 77-szognek hany atlja van?
c) Osszeadjuk a természetes szdmokat 1-t5] 77-ig. Mennyi az dsszeg?
d) Osszeadjuk a természetes szdmokat 1-t6] 76-ig. Mennyi az dsszeg?

Egy szekrénysor polcaira nyolc helyen lehet va-
laszt6falat rakni. Az egyik polcon két vdlaszto-
falat akarunk elhelyezni. Hanyféle lehetGségiink

van?
[EE

/) Llyen léceink vannak, mindegyikb&l 10 darab. Koziilik a ErE
leghosszabb 1écet hanyféleképpen lehet hirom darabbdl B
Osszeragasztani? O O

st el
e
B, i
R
R R R

e B = B




Gondolkodjunk egyiitt!

Jdtékok, hires fejtorok /—\

1.| Két rejtvényt tartalmaz ez a rajz, amelyet id6szdmitdsunk eldtt

1500 évvel egy Ahmed nevii egyiptomi pap eszelt ki.

a) Hogyan lehet egy vonallal megrajzolni anélkiil, hogy a rajz bar-
melyik kis részén kétszer haladndnk at?

b) Hény haromszog van az dbran?
c) Te is taldlj ki a rajzhoz kapcsol6dé feladatokat!

@ Mit neveziink stratégiai jatéknak, nyerd stratégianak?
Az ilyen tipusd jatékokban a jitékosok megadott szabdly szerint, felvéltva 1épnek. A kezdeti
feltételek mar meghatdrozzdk, hogy az elsé vagy a mdsodik jatékos van nyerd helyzetben, a
véletlennek ebben nincs szerepe. Elére kidolgozhaté az tgynevezett nyerd stratégia, ami a
kovetkezdket jelenti:

— j6l déntiink arrél, hogy els6k legyiink, vagy dtengedjiik a kezdés jogat jatékostarsunknak,
— gy tervezziik meg 1épéseinket, hogy ellenfeliink barmilyen lépéssorozata esetén nyerhessiink.

Le | Térsaddal jatszhatod a kovetkezd, Irdny a mdsik sarok nevii straté-
giai jatékot.

Egy nyolcszor nyolcas négyzeten, példdul egy sakktdblan helyezze-
tek el a bal alsé sarokban egy figurit, példdul egy gyalogot! Ezzel

o0 1éphettek felvéltva, egyszerre egy négyzettel arrébb: jobbra, vagy
710»5 folfelé, vagy rézsitosan jobbra, folfelé. Az nyer, aki a jobb fels6
sarokba viszi a figurat. Ures karikdval az els6 jatékos hizdsit, tele

® karikdval a masodik jatékos hiizasat jeloltiik. Ezen a rajzon az els6
(STARD) jatékos kezdett, és a masodik jatékos nyert.
J J y

Kinek van nyerd stratégidja?

a) Térsaddal jatszhatod a kovetkezd, Nyolcbol négyet nevil jatékot.

Egyikétok felir egy négyjegyd szdmot, a mésiknak ezt kell majd kitaldlnia. A négyjegyd
szamban csak az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szamjegyek fordulhatnak el6, de egy szdmjegy legfel-
jebb csak egyszer szerepelhet.

AKki ki akarja taldlni a szdmot, szintén ilyen tipusi négyjegy(i szimot kérdez, partnere meg-
mondja, hogy hdny szdmot talélt el, és hogy koziilik hdny van a sajit helyén. Legyen példaul
a gondolt szdm 3472! Legyen az els6 kérdés 2785! A vilasz 2/0, mert két szdmot, a 2-t és
a 7-et eltaldlta, de ebbsl egyik sincs a helyén. A kovetkezs tipp: 2475. Erre a vélasz 3 /2,
mert harom szdmot eltaldlt, a 2-est, a 4-est és a 7-est, és ezek koziil kettd, a 4-es és a 7-es
a helyén van. A cél: minél kevesebb taldlgatassal kitaldlni a gondolt szdmot.

b) Nyolcbol négyet jatékokrol késziiltek az aldbbi feljegy- 1. jdték 2. jdték
zések. Prébdld meg kitaldlni, hogy mi lehetett a gon- 7652 2/0 2816 2/2
dolt szdm a két esetben! 8721 2/0 5817 3/2

4237 2/2 5876 2/0
4587 0/0
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Algebrai kifejezések

Algebrai kifejezések
Algebrai kifejezések nagyito alatt

Mi minden lehet egy algebrai kifejezésben?
betlik szdmok

da @L+[lc) _. “’(ﬁ“LZ/C)d/

zardjelek

b ﬁl+4c)d/

Vannak benne lathatatlan szorzésjelek is.

| Két betii kozé | [szdm és betii kozé | szdm és zdrGjel kozé | |betfi és zdréjel kozé

nem mindig irjuk ki a szorzasjelet.
Ilyenkor az egymds mellé irds szorzist jelent.

Két szdm kozé mindig ki kell irni a szorzésjelet, hiszen kiilonben a 213 jelenthetne 2 - 13-at, 21 - 3-at
és 2-1-3-atis.

A nagyitoval megvizsgalt kifejezésben is vannak lathatatlan szorzasjelek. Pirossal bejeloltiik Gket.
Fosits (B Fhhei) v

Behelyettesités
Az algebrai kifejezésekben mindegyik betii valamilyen szdmot takar.

Ha az algebrai kifejezésbe a betlik helyére behelyettesitjilkk a szimértékiiket és elvégezziik a
kijelolt miiveleteket, akkor megkapjuk a kifejezés helyettesitési értékét.

1. példa

1
Adjuk mega3-a- (b*+4-¢) algebrai kifejezés helyettesitési értékét, haa = —1, b = 3 ésc=-04.

18
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Algebrai kifejezések

Megoldas
3a - (b% + 4c) helyettesitési értéke:

2
3. (=1)- [(%) +4. (0,4)} = (-3 G = 1,6) = (=3)- (0,25 — 1,6) = (=3) - (=1,35) = 4,05

Miiveleti jelek a nagyito alatt

Mi csak olyan kifejezésekkel foglalkozunk, amelyeket — ha akarjuk, — fel tudjuk frni a négy alap-

miivelet segitségével is. Példdul:
3 3
3ab*=3-a-b-b vagy (a+2°=(a+2)-(a+2) vagy %:y ; ; =3-x:(y-y-y)

(")sszeg, szorzat
Az algebrai kifejezések kozott lehetnek 6sszegek vagy szorzatok.

Egy Osszetett miiveletsort dsszegnek, szorzatnak vagy hatvdnynak neveziink, aszerint, hogy mi
az utols6 miivelet, amit el kell végezniink.

2. példa
Vilasszuk ki, hogy a kovetkez6 kifejezések koziil melyik dsszeg, melyik szorzat!
a’+5-a-b I35 a’ b

12

5 2-a+5-a a-c—»>b 3-a-(b—2)
Megoldas
Osszeg: a’+5.a-b, 2.-a4+5-a, a-c—b

3

Szorzat: 3-a:5=§«a, 3-a-(b-2)

Az a? hatvany, amit szorzat alakban is felirhatunk: a - a.

12
Abésa 5 sem nem 0Osszeg, sem nem szorzat.

Feladatok

1.|Trd le a miiveletsorokat ugy, hogy tedd ki pirossal a lathatatlan szorzdsjeleket!

3
a) 3(a +2b) b) 4a +8ab ¢ - d) (a +50)x
4 g
2.1 Szamitsd ki a kifejezések helyetesitési értékét, ha x = 5! frd fel a helyettesitési értékeket no-
vekvd sorrendben!

a) 6x —2 b) 12x2_4 c) 2-(x —4)>°

d) 3:(x—35)+27 e) 0,5 (5x + 7x) f)3-(x —=328)(x +5)(x — 5)
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Algebrai kifejezések

3.1Szamitsd ki a kifejezés helyettesitési értékét x megadott értékeinél!

o 4 3% + 15

a)8-3x x=2, x=- b) = x=-4, x=0,

3 5—x
c) (x—5)-(x+6) x =—10, x =—106
4.| A valtozé milyen értékénél lesz a kifejezés értéke nulla?
3

a) 5x +5 b) Tx — 3x c) 6 —3x d) Zx—S

A kovetkezo kifejezések értékét vizsgaljuk:
5b+7)-2 — 100,
I 5a +3(a +2) IL. % m =

A) Irj a véltozé helyére olyan szdmot, hogy a kifejezés értéke
a) nagyobb legyen 100-ndl, b) kisebb legyen 0-nél, ¢) kisebb legyen —100-n4l!
Becsiilj bétran!

B) Hatédrozd meg azoknak az egész szdmoknak a halmazét, amelyek esetén teljesiil az a) vagy
a b) vagy a c) feltétel!

6.|Ird fel az algebra nyelvén! A kapott kifejezésré] dontsd el, hogy melyik dsszeg, melyik szorzat!

a) a és b 0sszegének a 3-szorosa. b) a hiromszorosdnak és b-nek az Osszege.
.
c) a és b szorzatdnak a hatszorosa. d) a és b killonbségének a g—szerese.
g . 2 . 2 1
e) a és b tsszegének a g-od része. f)a g—od részének €s b-nek a szorzata.

2
g) a és b szorzatanak a g-'dd része.

h) a hiromszorosdnak és b hiromszorosénak az dsszege.
i) a haromszorosanak és b kétszeresének a szorzata.

J) a kétszeresének és b haromszorosdnak a szorzata.

frd fel az algebra nyelvén!

Eurépa lakosainak szdmdt jelsljiik e-vel, teriiletét r-vel! A 2015-6s adatok szerint Azsidnak
megkozelitdleg 6tszor annyi lakosa €s kozel négyszer akkora teriilete volt, mint Eurépanak.
a) Hény lakosa volt Azsidnak?

b) Mennyivel t5bb lakosa volt Azsidnak,
mint Eurépanak?

¢) Mekkora Azsia teriilete?

d) Mekkora Eurépa népstirisége?

e) Mekkora Azsia népsiirtisége?

f) Melyik foldrésznek nagyobb a népsiiriisége?
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Algebrai kifejezések

2
Riska tehén c liter tejet ad naponta. A tej s rész€bdl tu-

rét csindltak, a tobbit eladték. frj képletet, amely meg-
adja a kovetkezdket!
a) Hany liter tejet értékesitettek naponta?

b) Hény forint bevételiik volt naponta, ha 1 liter tej
ara b forint?
1
c) Héany kg tirét csindlt a gazda, ha 1 liter tejbsl 1 kg

tard késziilt?

d) Héany forintot kapott a gazda a tiréért, ha a tird
kil6ja d forintba kertilt?

Minden kérdésre egy képlettel valaszolj! Milyen értékeket vehetnek fel a képletben szerepld

bet(ik?

a) Egyik zsebemben valahdny di6é van. A masikban ennek a kétszeresénél 6ttel tobb. Mennyi
di6 van a két zsebemben egyiittvéve?

b) Februdrban hdromszor annyi 6tost kaptam, mint janudrban. Marciusban feleannyit, mint ja-
nudrban és februdrban 6sszesen. Aprilisban hdromszor annyit, mint mérciusban. Hény 6tst
kaptam az év els6 négy hénapjaban?

2
c) A téglalap egyik oldala a, a masik oldala ennek a 5 része. Mennyi a téglalap keriilete?

Mennyi a téglalap teriilete?

Szinezd a szamegyenest!

Vilassz egy szdmot! Helyettesitsd be a kifejezésbe! Legyen a szdm helye a szimegye-
nesen

- ha a helyettesitési érték pozmv'

', ha a helyettesitési érté€k negativ!

- ha a helyettesitési érték 0'

A szamegyenesen néhdny pontot megjeloltiink, néhdnyat ki is szineztiink. Szinezd a tobbi pon-
tot is! Példdul: ha x = 2, akkor a helyettesitési érték 7 - 2 — 7 = 7, ez pozitiv szdm, tehat a 2

pIros.
—10 -5 0 2 5 10
8
Milyen szind az x = —9, =, x=-2, x=38, K= 5’ x = —10007?

i 11. Szinezz ki egy-egy szdmegyenest az aldbbi kifejezésekhez! Aszerint szinezd a pontokat piros-
ra, kékre vagy feketére, hogy a hozzdjuk tartozé helyettesitési érték pozitiv, negativ vagy 0!
Anndl a szdmndl, amelyre a kifejezésnek nincs értelme, lyukaszd ki a szdmegyenest (rajzolj

egy tres karikét)!

a) 2x —113+7x +1,3 b) (x — 2)(x + 10) o) St 2) d) %
-2 —2 s

VEs ne fi x+10 4l e _‘) 00 D)
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Egytagu és tobbtagu algebrai kifejezések

Az Osszegek tobbtagn kifejezések, amelyek egytagui kifejezésekbdl épiilnek fel.
Példdul: a + ab +2a +3ab +5 Ez egy ottagu kifejezés.
a, ab, 2a, 3ab, 5 Ezek egytagu kifejezések.

Az egytagi kifejezés egy szdm vagy egy betll, vagy egy szdm és betiik szorzata.

Az egytagu kifejezések szdmszorzo6i az egyiitthatok.

Példdul: az 5a kifejezésben 5 az egyiitthato,
az xy kifejezésben xy = 1 - xy tehat 1 az egyiitthato,

1
a —% kifejezésben —)31 =—3 - x, tehat —3 az egyiitthato.
Az egytagu kifejezések kozott vannak olyanok, amelyek tovabb bonthatdk egyszer(ibbek osszegére.
2a=a+a 2a szétszedhetd 2 darab a-ra, az a azonban nem bonthaté tovabb egyszeriibb
részekre.

3ab =ab+ab+ab 3ab-tszét lehet szedni 3 darab ab Osszegére, az ab-t azonban mar nem lehet
egyszer(ibb tagok Gsszegére bontani.

a és2a egynemiiek, ezek 6sszeadhatdk, vagyis osszevonhatok.
a+2a=3a

ab és 3ab egynemiiek, ezek is osszevonhatok.

ab +3ab =4ab

a ésab nem egynemiiek, nem vonhatdk Ossze.

Az egynemii kifejezésekben a szamszorzo, vagyis az egyiitthat6 kiillonbozhet, de a valtozokat
tartalmazo résznek meg kell egyeznie.

Az olyan egytagu algebrai kifejezéseket, amelyek csak az egyiitthat6jukban kiilonboznek, egyne-
mii kifejezéseknek nevezziik. Az egynemi kifejezéseket Osszeadhatjuk egymadssal, kivonhatjuk
egymasbdl, roviden osszevonhatjuk Gket.

Példa
Vilasszuk ki, és jeldljik egyformédn az egynemi tago-

1
2 ST 2 2
ol el %Y M kat, majd végezziik el a lehetséges Osszevonasokat!

Megoldas
1
Sy | 10xy +%xy +3x%y +x? = 5x2y + 3x2y — 10xy + Exy —x24x%= By — 9,5xy
Feladatok
1.|1rd le az aldbbi kifejezések mindegyikének egyiitthatdjat!
1 c ef
2 b) b - d) —d % -
a) 2a s ) 3 ) e) &f R
. 2 : . 0,2k 4
gl g" h) 5h* U= j) 02 k) U —gi®
3 2 3
22
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frd le az aldbbi kifejezések mindegyikének egyiitthatdjat! Vélaszd ki az egynemii kifejezéseket!

—10xy 3

a) —2,5xy b) i c) xzy ) d) 3x -4y
2
X S5x -2
e Z- H =2 g) 2x - 3xy h) —x%y?

E 3] Epits egynemii kifejezéseket!

Minden feladatban egynemii kifejezéseket adtunk meg tobbféle alakban. A kifejezések egy ré-
szét letakartuk egy szines folttal. Mi éllhat a folt alatt?

a) 3x2y2, 5xyE|, Zx['-yz, D-xzy b) —10xy, 5x[:|, D'3,7, DS.y
c) 5x2-yD, %Dy, 3x2y3, ;x[]

4.] Végezd el a lehetséges dsszevondsokat! Mindegyik esetben dllapitsd meg, hdny tagi volt az
eredeti kifejezés, és hdny tagi lett az dsszevonds utédn!
a) Sx +3—-2x—5 b)2a —b+1—1la+3
c) 2x*+3x — 5x +x? d) —9a + Tbc — 18b — 21a — 9bc + 3b
1, 5, 9

e) ix +§y 2x 3

2 2 1
2——y2+y?+3 f) k=% = 2k = 4k

5.)az egyenldségek koziil melyik igaz a véltozok minden értékére?

a) 3x — 8x = —5x b) 5x2 - 5x =0 c) 8xy — 5x =3y

3 2

d) §x+§x=x e)x2y+2x2y=3x2y f) 2y -y +2x —2y% =2x
EPétold a hianyzé tagot!

a) 5x +[ ] =—2x b) 3ab — [ | =5ab c)Sy+ [ —22=3y -2

1

d) 6b_D+§b=4b e) 2a%b +[_] = 84%b f =53 +y?+ ] = —5x3

L7 TOTO

A és B kifejezésekben egy-egy részletet letakartunk, ezért nem mindig lehet biztosan eldonteni
hogy a két kifejezés egynemii-e vagy sem. A fiizetedbe dolgozz!

9

Irj a totba 1-est, ha abban a sorban A és B biztosan egynemiiek,
2-est, ha abban a sorban A és B biztosan nem egynemiiek,
x-et, ha abban a sorban A és B lehet, hogy egynemii, de nem biztos!

A B Tipp
| 2ab fg -a
2 aD 5a°
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24 abc —2a%b%c?
4 ?uczy2 Xy ‘:l
5 ab D bc I:l
6 Tx? xH y
7 6c2d° 2,5¢4
8 3y’ v ld]2
9 a2b> ab| |
10. - ZD il
1. % Jol %
2 ool 10a2
13. 5b Th2 ]
13 aba® vl
Azonossdgok

Minden szdmnak sok neve van. Minden kifejezésnek sok neve van.
19 3:6+41
19 = = = Z =a+a+3-2=2(a+3)=
100 100 a+b6=a+a (a +3)
1
=—+i=-19—0=... =Eg+6=3a+6—a=...
10" 100 1000 5
Ezek a szdmok mind egyenléek, csak az Ezek a kifejezések mind azonosak, csak
alakjuk kiilénbozik. az alakjuk kiilonbozik.
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Azokat az egyenleteket, amelyekben a betlik helyére barmilyen megengedett szdmot frva az
egyenléség igaz marad, azonossagnak nevezziik. Nem engedhetGk meg azok a szdmok, ame-
lyekkel az azonossdgban szerepld valamelyik miivelet nem végezhetd el.

Az azonossagok a miiveletekr§l sz6l6 alapigazsagok. Miiveleti tulajdonsigoknak is nevezhetjiik
Oket. A miiveleteknek azokat a tulajdonsdgait mutatjdk meg, amelyek a véltozdok értékétdl fiiggetle-
niil mindig fennéllnak.

Ezeket a tulajdonsdgokat algebrai alakban is és szoveggel is meg lehet fogalmazni.

1. példa

Irjuk fel az algebra nyelvén a kévetkezs, széban megfogalmazott — j61 ismert — azonossagokat.
a) Osszeadédsndl a tagok felcserélhetk.

b) Ha az osztand6t (szdmlal6t) és az osztét (nevezdt) is ugyanazzal a 0-tdl kiilonb6zd szdmmal
szorozzuk, a hanyados (tort) értéke nem véltozik.

¢) Egy Osszeget tgy vonunk ki, hogy minden tagjit kivonjuk.

d) Egy szorzattal Ggy osztunk, hogy minden tényez6jével osztunk.

Megoldas
a)a+b=b+a bilab=@-e):h el b0
g 9-t e=20
b b
c)a—(b+c)=a—-b—c dlaib-cl=q:b:ic b#0
c=0

Osszeg, kiilonbség kivondsa

A zar6jelek elhagyédsdra vagy a zdrGjelek betevésére az algebrdban sokszor van sziikség. Sokkal
tobbszor, mint a szdmok vildgaban, hiszen a szdmokkal el tudjuk végezni a zdr6jelben levd miive-
leteket, betiikkel azonban nem mindig.

Ezért nagyon j6l kell tudni, hogyan lehet egy kifejezésbdl zardjeleket elhagyni vagy abba uj zardje-
leket betenni.

Ha a miiveletsorban csupa Gsszeadas €s kivonds van, és a zardjel el6tt ,,+7 jel dll, akkor a zéréjelet

elhagyhatjuk. Ha a zéaréjel el6tt ,,—” jel all, akkor a zardjel elhagyésa utdn a benne levé miiveletek
ellenkezdjiikre valtoznak. A ,,.+7’-bdl ,,—", a ,,—"-bdl ,,+” lesz.
2. példa
Irjuk 4t zaréjel nélkiili alakba!
a5 —(x+2) b)a—(b+2) c) x—3)—(x+3) d)a+[b—(c—d)]
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Megoldas

a) d—{x+2)=5—-x-2=3—x

b)a—(b+2)=a—-b-2

c)x—-3)—(x+3)=x—-3-x-3=-6

dja+[b—(c—d)]=a+b—(c—d)=a+b—c+d

Tortvonalas kifejezések dtalakitdsa

Az, hogy a tortszdmokat sokféle alakban fel tudjuk irni, nagyon fontos a szamok vildgdban.

Példdul:
S0 o] Seg 9
Tortek sorb 2 o —< —=- i 0 irdsdhoz: — =
ortek sorba rendezésekor 7 =33 < N Tizedes tort alakba frasahoz g 15425
| e PR Sldh TR 2 40
Trtk d/ak = praciB i bpenlvsy S - - el i /:_=_=
ortek Osszeadasakor 5 - 19 = g + 38 = 33 Szazalékszamitasnal 5 = 100 40%

Az algebrdban is elengedhetetlen, hogy egy tortvonalas kifejezést sokféle alakban fel tudjunk irni.

3. példa

Ebben a kifejezésben nincsen sem osszeadas, sem kivonas. Ilyenkor nagyon
sokféleképpen valtoztathatjuk a tényezdk sorrendjét, bdovithetjiik, és bizo-
nyos esetekben egyszeriisithetjiik is a kifejezést.
I 6_5 2 30x 10 3 10  10x
E2A ekt Sl il T Rl Ml
Ha a szamlaloban van dsszeadas vagy kivonas, akkor a kifejezéseket sok eset-
ben érdemes tobb tag dsszegeként felirni.

5x—9_5x 9 5x 3

6 6 6 6 2

Osszeggé alakitasnal kiilonosen vigydznunk kell arra, hogy a tortvonal 14tha-
tatlan zarojelet helyettesit.

1
tortet osszegként irjuk fel, ki kell tenniink a zardjelet.

2x+1_5 (2_x+1)_ 2 115 1 2x 14 & 14-2%
3 3794~ B33 3" 83 9 g5 B g

Sokszor el6fordul, hogy érdemes kézos nevezore hoznunk a tagokat.
x 2x 5 3x 4x 5 Tx+5

236" 6 6 6 6

2
Amikor a a

5

Oldjuk meg az egyenletet! 4x-1)=12—-(1—x)
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Megoldas
4x —1)=12 - (1—x)
4x —4=12—-1+x

Bontsuk fel a zargjeleket!

Osszeadjuk a szdmokat: 4y —4=11+x
Mindkét oldalbdl kivonunk x-et: 3x—4=11
Mindkét oldalhoz hozzdadunk 4-et: Sxi—1)
Mindkét oldalt osztjuk 3-mal: x=3

Ellen6rzés: bal oldal: 4(x — 1) =4(5 — 1) = 16; jobb oldal: 12 — (1 —5) =12 — (—4) = 16.
Az egyenlet megolddsa x = 5.

4. példa
2x —3
Oldjuk meg az egyenletet! x+2— — = % +7
Megoldas
St 23 23
Szorozzuk meg mindkét oldalt 2-vel! 2:5¢+2-2-2- e P 5 +2-7
Végezziik el a szorzasokat! 10x+4—(2x —3)=x+14
Bontsuk fel a zaréjelet! 10x +4 —2x+3=x+14
Vonjunk Ossze! Bx+7=x+14
Vonjunk ki x-et mindkét oldalbol! 8x+7—x=x+14 —x
Tx+7=14
Vonjunk ki 7-et mindkét oldalbél! Ix +7-7=14-7
Ix+7=14
RIS T aRed
Osszuk el mindkét oldalt 7-tel! - =3
X =1
L 2-1-3 —1 . 1
Ellen&rzés: bal oldal: 5-1+2 — =7— 5 =17,5; jobb oldal: 5 + 7 =17.5.
Vilasz: Az egyenlet megoldasa x = 1.
Feladatok
1.] Melyik azonos az elsdvel?
14, 2
a) o —-Txy 3xy -x 12xy + 10xy 7.2 -2y
3 B 5
3x +2 3x 2 3 2 xX+3+2 3 &
b) 11 ﬁ+2 3x+ﬁ ﬁ-'-ﬁ —11 ﬁ(x+2) ﬁx+2
x+2 x 2 X 7 b
c) > x—§+§ x—E—I 5—1 §+1
) a+b a+b 3a+5b 5a+3b 5 +3b Sa +3b
35 15 15 15 15" 15 T 15
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Vélaszd ki az azonosakat!

1 2b 1 1 2a b 5 b
L9 13 = et e i ol i s
> ab 3a %6 > ab 2a A - 3b 22a 1 2 14a 0
ab a 6ab 4b 2b 1
e —.ah sl 2R il 2 oy e
2 5 3 D o S
Vélaszd ki az azonosakat!
Sxy 5x + 5y X 1 S5x +y
— C= - —xy-5
3 3 B i 3
5-(x+y) 30xy — 15xy X + 5y o Bl
LG gk 3 10 b e
3 9 3 e R
4.|Irj a kifejezéssel azonosat zarQjelek nélkiil, és végezd el az 6sszevondsokat!
a) a+(2a — b) b) a — (2a — b) c) (@a+3)-2
d) 8a% — (2a* +3a) e)e-f—(e-f—3) 02+ —0Cx—y)
5.]Mi van a szines folt alatt?
[ 2 | 2 1 |
a)2x—x+\"j=18x b)—x—!_:+4—x=8—x c) i —C=x
3 3 3 2
6.| Végezd el az Gsszevondsokat!
2x  x  4x 3a a 3 2x+1 3x 2x+1 4+3x
933ty Y5 -3%;5 9—%—~%3 Y5t
2x = 5a 3a 2x S5x+1 1
e)?-"ﬁ f)T_T 1 )r3— ¢ h) 0,3a—§a+0,25a
Végezd el az 6sszevondsokat!
1 2x + 1 4
a)x—x; B = i ¢) x — x;(’
2x+3 5-3x 3x x-3 x 2x+7
d _ i =
) 3 4 ¢33 D3-73
frd fel a bevonalkazott sikidom teriiletét tobbféleképpen is!
a) — B TT c) d)
X Lo %
*“D—— XX
AN 2x
L |
X X Xx
9.10ldd meg az egyenleteket!
a) 2x —x+8=18 b) 2x —x —8=18 c)2x —(x+8)=18
d) 2x —(x —8)=18 e)3—(8—2x)=-13 H2x —(x—-3)=5x+7
Oldd meg az egyenleteket!
a) 0,1x —(5—-2,32x)=6,42x — 9 b)38x —(2—-1,2x +5x)=-2
c¢) 3—-(0,25x +0,5)=1—-0,1x d) 0,12x — (3 —0,08x) = —0,3x + 6
28
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11.]Oldd meg az egyenleteket!

1% X
)2 3+ b)€—25—3x c)§+1—x—4
X 2x x+1 2x 4x 2 2x 3x x
— =35 —=—+= —+—==+5
V3+3 )3 9793 Ds*w=2"
12 - 1
g) 50 —3% =33(;C+) h) 2-Bx+8)=2x+4-(x+4)
Oldd meg az egyenleteket!
— T -5
a) 2= =3 b) 3x4 —(x-2)=2
P W .
c)y—(l+2x)=—l d)5—75x—x—(2—x):x
5x+3 10x +2x +1
e) T —(3-x)=4 H =" x-1=0
T 7
Oldd meg az egyenleteket, ha az alaphalmaz az egész szdmok halmaza!
x—1 e || x+2
_ =1 - I
a) 2 > 7e b) 2+ > = 2 c) 3 5 5—x
xX+2 1—x x+1 x-—1
=5— 3% — 1 — = - =2
X e) 3x 5 0 g > 5
Oldd meg az egyenleteket, ha az alaphalmaz a természetes szdmok halmaza!
4x — 2 4 4x — 2
a) == +18 = 5x p EF2 5o £) e 1 =8
\ : 5 DXk D
| 15. Adj meg alaphalmazt igy, hogy az noTr + 1 egyenletnek
a) ne legyen megoldasa, b) legyen megoldasa!

16. Készits 3 x 3-as biivos négyzetet dgy, hogy a kovetkezd szdmok mindegyikét felhasznalod:

23.°29,.35, 43, 49, 55,63, 69, 15!
(Kalmdr Ldszlo Orszdgos Matematikaverseny, 2015)

Szamoljunk hatvanyokkal!

A csupa azonos tényez0kbdl allé szorzatot réviden hatvdny alakba irhatjuk.
Példdul: 5-5-5-5-5-5=5°

Az 5 a hatvany alapja, ez az ismétlodo szorzétényezd. A 6 a hatvany Kitevdje, ez a szorzo-

tényezok darabszama. Barmely szdm els6 hatvanya megegyezik magédval a szimmal: a' =a.

1. példa
a) Gytijtsiik csoportokba az azonos alapi hatvdnyokat! Hany csoportot kapunk?
b) Gytijtsiik csoportokba az azonos kitevdjii hatvanyokat! Hany csoportot kapunk?

57 0,13 9! 10! 93 6 10° 6° 0,1° 62 10° 52

29
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Megoldas
a) alap 5 alap 9 alap 6 alap 0,1 alap 10
55 ol a3 6 | 6 | 6% (RGN

b) Kitevs 3 Kitevd 9 Kitevs 5 Kitevd 1 kitevs 2
DI 6 10 5 ol 9° | 6 |[olE LSS e

2. példa
Szédmoljuk ki a 224. oldalon taldlhaté hatvdnytdbldzat segitségével: 64 - 512!

Megoldas
2 hatvédnyainak tdbldzatdban megtaldljuk mindkét szorz6tényezot.
_ 56 7% a6 A9 _ _ _ A6+9 _ 515 _
4=2" J12=2" PP =02 0(2-2::21=02-2-2:2)=2""=2"=327T68
6 db 9 db 15 db
A szorzat értékét a hatvanytdbldzatbol kozvetleniil kiolvashatjuk.

3. példa
Mutassuk meg, hogy az a’-a’=ab Osszefiiggés tetszdleges a szam esetén teljesiil!
Megoldas

- _ _ 543 _ 8
a’-a’=(@-a-a)-(@a-a-a-a-a)y=@-a-...-a)=a’" =a

3 db 5 db & db

Azonos alapt hatvanyokat gy is szorozhatunk, hogy a k6zos

alapot a kitevok Osszegére emeljiik.

ak -al 3 ak+1

4. példa
A hatvanytablazatbol sokféle osztas eredménye is kiolvashat6 kiilondsebb szdmolds nélkiil.
Végezziik el a 2187 : 81 osztast!

Megoldas
Az osztand6t és az oszt6t is megtaldljuk a 3 hatvanytiblazataban. 2187 =37, 81 = 3%,
37:3*=(3.3-3-3-3.3.3):(3:-3-3-3)=3-3-3=3""%=33
S —

7 db 4 db (7—4) db
5. példa
Mutassuk meg, hogy az a® : a* = q’ Osszefiiggés minden a érték esetén igaz (a ne legyen nulla)!
Megoldas
. e e o N S W
a’:a"=@-a-...-a):(a-a)=(@-a-...-a)=a =
9 db 2 db (9-2) db

Azonos alapu hatvanyokat dgy is oszthatunk, hogy a kozos ala-

pot a kitevok kiilonbségére emeljiik.

m

a’ g =g "
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Azonos kitevdjii hatvdanyok szorzdsa, osztdsa
(Kiegészito tananyag)

6. példa
Hatvanytdblazat segitségével szamitsuk ki a 2° . 5% szorzatot!

Megoldas

Gondolkodhatunk fgy: 2° =32, 5° =3125és a
32 - 3125 = 100000 szorzat a végeredmény.

Gondolkodhatunk igy:
2.55=(2.2-2:2:2)-(5:5:5-5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5) - (2-5)- (2-5) = 10° = 100000
5 db 5 db Sgb

Ha hatvanyokkal szdmolunk, sokszor segit a hatvdnyalak szorzatra val6 dtirdsa. Erre lathattok néhany
oéldat:

7. példa
Szdmitsuk ki a 42 - 5% értékét!

Megoldas
$2.54=(2.2)-(2:2)-(5-5-5-5)=(2-5)-(2-5)- (2-5) - (2-5) = 10* = 10000
8. példa
2 ., 53 R 26
Szdmitsuk ki a ———— értékét!
9.4
Megoldas

%.5%9.2% 3.3-5-3-5-2-2-2-2-2.2
9.4 3:3.2:2
Ez a tort egyszerdsithet 3 - 3 - 2 - 2-vel.
Az egyszer(sités utdn ezt kapjuk:
5.5.5-2.2.2.2=(5-2:(6:2)+(5:2)+2=10% . 2 = 2000

Ha a kifejezésben ismeretlen szorzdtényezok vannak, akkor is segit, ha szétirtjuk a hatvanyokat
szorzatalakba.

9. példa
[rjuk egyszertibb alakba a kifejezést!

(a nem lehet 0.)

Megoldas
Mivel a # 0, egyszeriisithetiink, igy a kifejezés sokkal egyszeriibb alakjdhoz jutunk.
a?-3 a-a-3-3-3

= 3 5
9.a 3:3-a “
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Feladatok

1.|1rd fel hatvanyalakban!

dy5:2-5-55:.2-2-2 e)%-% f) 10-10-10-10
g) (—4)-(—4)- (-4 h)a-a-a-a-a-a i) aaabbb
) 3xx -3 k)2 -2a-2- 2aaa

2.| Vannak-e koztiik egyenlék? Gyijtsd ki az egyenl&ket!

1543 1\3
3 p & 3
x - S (5) (5a)

1 ey
()% = = 5-a-a-a =
sl 5a° (o) 544

3.02°=2.2.2.2.2.2.2.2
Helyezz el zargjelpdrokat a miiveletsorban! A zirdjelben levd szorzatokat ird hatvany alakba!
Példaul igy: 28 =(2-2)-(2-2-2-2.2)-2=2%2.2°.2!
Keress minél tobbféle megoldast!

Sdmittsd I hetvinyiahlizt g msabszimnltetp nelkdl]

65 52. 4 26. 92
8 3 2
a) 2 b) 25 .4 ) 3 4 &) =
Zsebszémolégép é hatvénytablazat nélkill Allapftsd meg, melyik kisebb 1-nél!
g 23 9. 32 3+. 33 il o 27-3
TS b) ~; )~ 9~ ¢ 3

6.{Ilyen kértydink vannak, mindegyikbdl tobb.

— ez az alap.
, , , — ezek kitevokartydk, ezeket csak kitevoként haszndlhatod.
D — szorzdjelkértya.

Rakd ki a 2'% -t ezekb6l a kdrtyakbol dgy, hogy

a) csak a |2] és D kartyakat hasznalhatod, b) csak a , és D kértydkat haszndlhatod,
c) csak a , és [| kéartydkat haszndlhatod, d) pontosan egyszer hasznélhatod a D kéartyat!

7.|Rakd ki az 57 -t!

Megadjuk, milyen kartydkat hasznélhatsz. Mindegyikbdl tobb van, de legalédbb egyet mindegyik
fajtabol fel kell hasznalnod!

a) [3][-] b) 52 [] ) 5B d) [5[2 3] [-]
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ﬁird fel hatvdny alakban!

o s Bl W @y B g B e
63 5 cIOO
b) 3l — aig x5 % P p? L i
p
46 5 "2
3 .43 315 4 6.,6 P
c) 2o 2% a’b 16D xy q—5 Pyl

gRakj kartydkat az iires helyekre gy, hogy igaz legyen az illitds! A megadott kartyakbol valo-
gathatsz, de a kék kartyak mindegyikébdl csak egy van.

2] [5] [il [2] [5] [¢] [5] [e]. [2]

7R © o e

o3 I I e =17 -1
(o] [] [1][2] [3] [4]. [5] [6]. [7]. [8] xartyaxvet epitsd meg az a® - 6%

a) a lehetd legkevesebb kartya felhaszndldsdval, b) a lehetd legtobb kartya felhasznaldsaval,
c) pontosan 4 db kdrtydval, d) pontosan 5 db kartyaval!

11.{ Vilaszd ki az egyenlSket!

a) Y b) B2 c) BF e d) @ n
e) 218.92 f .919 g) 210 4 510 p) 2l
erd le csupa szorzéssal, majd ird le zaréjel nélkiil hatvany alakban!
Példdul: 352 =3*.3*=3-3-3.3).(3-3-3-3)=38
a) (25°7 b) (4% c) (7% d) (5° e) 2%

@Ezek a kértydink vannak, mindegyikbsl tsbb. [a], [2], [3]. [4]. [5]. [- ] [,

Rakd ki az (a°)*-t a kovetkez6 feltételek esetén!
a) Csak ilyen kirtydkat hasznalhatsz: [a |, | - |

b) Csak ezeket a kartydkat haszndlhatod: E, , D

c) Csak ezeket hasznélhatod: @, , I:]
d) Csak ezeket haszndlhatod, de a pirosbdl csak egyet: @, ., , |:|
e) Csak ezeket haszndlhatod, de a pirosbdl csak egyet: E, , ., D

iAz alabbi értékek egy kivételével egyenldek. Keresd meg a kakukktojast!

(222 7}
32

3 2-2.17).(2.2.7) o (2-3-7)

a) b) At 8 c) Busiiagi g ings
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ﬁl'rj a kifejezéssel azonosat, zér6jelek nélkiil!

a) a(@®? b} (3% ;32 c) (5-2):22 d) x2-y)?
5592 3

52 . .3 N x gy 1

&) (O :x p 0Dy o (T) w (3 %)

[16;] Paros vagy pératlan? A betlik természetes szdmokat jelentenek: ps, ha paros szdm, pt, ha pa
ratlan szam. A fiizetedbe dolgozz!

a
b | 5 |2 w0l | 1l | 65T |35 | 2427 |42 o8

e

25(53+37)‘ 3.5 ’ 143 .73 ‘ 56. 63 ‘(5a+3a)7‘(10a)3:22‘(2x)5:42+1

| | | | | |

17,4 Oszthaté 3-mal? Vilaszolj I vagy N bettikkel! A fiizetedbe dolgozz!

b)

35 ’ 62 ’ 6’ ‘ 53 [ 124 ‘ 10 ‘36-22|36+22‘1+23+3‘103—1‘107—1

@ 18. Oszthaté 3-mal? Vilaszolj I vagy N betiikkel! A fiizetedbe dolgozz!
5-107—2|33-172—1‘(9-13)5+a~3‘12a:4‘12a:3|

19. A betiik pozitiv egész szdmokat jelentenek.

Csoportositsd a kifejezéseket aszerint, hogy az adott kifejezés biztosan négyzetszam-e; lehet,
hogy négyzetszdm, de nem biztosan az; lehetetlen, hogy négyzetszam legyen.

33 6ol Y e 2a? 3¢’ 3a*
2a’b 12ab° Eas e 6*» [3b%e) - 3

20. Készits szorzascsalddokat! Hirom vagy tobb szdm szorzdscsalddot alkot, ha koziiliik valame-
lyik a tobbinek a szorzata. Példdul 32, 37, 3* és 3 szorzdscsalddot alkotnak, mert 3-3%.3% = 37,
a) Ezekbdl az azonos alapi hatvanyokbél valogathatsz: 5%, 5%, 5°, 5%, 5, 57, 5°
b) Ezekb6l az azonos kitevdjli hatvanyokbdl vélogathatsz:

; fl5s T2 1N\
i) =) 5 =5 5 e 5 S ot
23, &, 5, 6, 3, (2) 10, (—10), #, (5)

c) Ezekb6l a hatvanyokbdl vilogathatsz: 9 93, 42, 52, 53, 102, 22, 34, 32, 65,
B3GRl NS D] R ()
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10 hatvanyaival szamolunk

j Emlékeztets: a 7. évfolyamos tankonyv 29-32. oldalain kiegészité tananyagként, a ,,Szdmok és mii-
veletek” témakorén beliil, a hatvanyozds tananyagban szerepel a szimok normélakban val6 felirdsa.
Ott taldlhattok még tovabbi feladatokat is.

[rjuk fel a 10-es szamrendszer helyi értékeit hatvanyjeloléssel!

1 1 1 1
10000 | 1000 | 100 10 1 T Bl
1 1 1 1
i 10° [logs| 10! o | 12 | 18 | 108
0 0 0 0 1 101 102 103 104

A 10 kitevSinek sorozatit balrdl jobbra haladva az 1-es kitev$ utdn is folytathatjuk a megkezdett
szabdly szerint:

4: 35 23 13 OJ _19 _27 —3: _43
Igy értelmezhetjiik a pozitiv szdmok 0, illetve negativ egész kitevdjli hatvanyait is.
i 1 1 1
10°=1 107'=— 102=— B 41
10 100 1000 10000
Ezzel a jeloléssel a tizes szamrendszer helyiértékei gy irhaték:
| 1 1 1
10000 | 1000 100 10 1 10 100 1000 | 10000
1 1 1 1
4 3 2 1 1 SE I B g
10 10 10 10 1 o1 02 TiE 08
g 10° g 10 Mo 107! (im0 [Eiee

A hatvanyokat igy olvassuk:

10*: 10 a negyediken 10*: 10 a harmadikon

105 10 a mésodikon vagy 10 a négyzeten 10%: 10 az elsdn

10°: 10 a nulladikon

10~1: 10 a minusz els6én (10 a minusz egyediken) 1072: 10 a minusz masodikon
1073: 10 a minusz harmadikon 107*: 10 a minusz negyediken

- n : S 2 1 . ; ;
Egy szdmot 10™'-nel szorozni nem mds, mint azt a szdmot ﬁ—del szorozni, vagyis 10-zel osztani.

1 X
107 =z — =2 =x:1
x-10 16510 0
Ez az Osszefiiggés igaz barmely negativ egész kitevdjl hatvany esetén.
1 1
Példdul: x - 1072 = x - oz =* 1100, x- 0= g 1oF =* © 1000.

Ezzel az 1j jeloléssel minden pozitiv szdmot felirhatunk egy 1 és 10 kozé esG szdm, valamint 10
valamelyik egész kitevdjli hatvanydnak szorzataként. Ilyenkor a szdmot normadlalakban irtuk fel.
(Az 1 normadlalakja 1 - 10%, 2 10 normdlalakja 1 - 10')

A szam| A szdm normalalakban |A szdm| A szdm normélalakban |A szdm| A szdm normalalakban
340 =3,4-10° 3,4 =34-10" 0,34 =34-10""
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1. példa
Trjuk fel a szdmokat normélalakban!
6700;  0,01; 28000000; 0,8  0,00006; 27; 0,0000032; 4

Megoldas

6700 = 6,7 - 10° 0,01=1-10"2 28000000 = 2,8 - 107 0,8=8-10""!
0,00006 =6- 107 27=2,7-10 0,0000032=3,2-10° 4=4-10°

2. példa

A Nap témege 1,99 - 10°° kg. Ez 333 000-szerese a Fold tomegének. Mekkora a Fold tomege?

Megoldas
333000 = 3,33 - 10°
MNap = MEgid - 3,33 - 10°
Innen a Fold tomege:
1,99 - 103 kg

=2~ 5 0 06-10P ke=6-10"k
MEGd = 333705 ,6- 107 kg g

3. példa
Egy négyzet alaku foldteriilet oldalanak hossza 53 200 méter. Szdmitsuk ki normélalaki szdmok
segitségével, hany hektér a teriilete! (A hektdr jele: ha.)

Megoldas

1 ha = 10* m?
1
1 2= = —4
m —104ha 107" ha

A foldteriilet teriilete:

T = 53200% m?, normélalakban: 53200 = 5,32 - 10*.

T =(5,32-10%%* m? =5,32-5,32 - 10* - 10* m® = 28,3024 - 10® m?
Valtsuk at hektarra!

28.3024 - 108
T =28,3024 - 108 m? = % ha~283-10* ha=2,8-10° ha
Feladatok
1.|1rd fel a szamokat 10 hatvanyok nélkiil!
10° 1073 5.10° 3.107! 52.1073 40 - 10’ 0,3-10°
2.11rd a szamokat normalalakba! £
2036 53 487 000 000 000 3287800000 =
1 7
13 e L
0,000 000 00 0,000 46 0,001 T TN

Gyl’ijts olyan adatokat a természettudomdanyok korébdl, amelyben nagyon nagy vagy nagyon
kicsi szamokat normdlalakban adnak meg!
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A Nap tomege 1,989 - 10°° kg. A Jupiter tomege 1,899 - 10?” kg. Hényszorosa a Nap tomege a
— Jupiter toémegének?
A Ki volt az a csillagész, fizikus, matematikus, aki el§szor megbecsiilte a Nap tomegét? Melyik
szézadban élt?

D'dntsd el, hogy igazak-e az dllitdsok! A szdmok a tdbldzat 3. oszlopdban normélalakban vannak
~ megadva. A fiizetedbe dolgozz!

1.|A szdm nagyobb 10-nél. []-10?
2.| A sz4m kisebb 1000 000-n4l. e
3.| A szam kisebb 1-nél. [ ]-10"
4.| A szdm nagyobb 100-n4l, de kisebb 10 000-nél. D - 16*
5.|A szdm kisebb 100-n4l. [ ]-1072
6.| A szdm legalabb 1000. D - 10°

Minden kifejezésnek sok neve van

1. példa
Az a - 3, vagyis 3a kifejezéshez sokféle rajzot készitettiink. Mindegyik esetben allapitsuk meg, mi
a jelentése a-nak és az a - 3 kifejezésnek!

a) a a a ) ——
!
c) a d) a a a
3 1
Megoldas

a) Az a hosszisag egy szakasz hossza, 3a egy hiromszor akkora szakasz hossza.

b) Egy pohér térfogata a. Hirom pohir egyiittes térfogata 3a.

c) Az a és a 3 (egység) is hossziisagok, egy téglalap két oldaldnak a méretei. 3a a téglalap teriilete.
d) Az a és az 1 (egység) hosszusagok, 3a egy téglalap teriilete.

2. példa
[rjuk fel tobbféleképpen a téglalapok teriiletét!
a) a 2 b) a 3 b
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Megoldas

A téglalapok teriilete szorzat alakban és Osszeg alakban is megadhatd.

a) T=@+2)-3= b) T=(a+3+b)c=
=psd¥2:3 = =ac+3c+bc
=3a+6

Szorzatbol Osszeg

A 2. példa a)-b) képeirdl azt a jol ismert azonossdgot olvashattuk le, hogy Osszeget tagonként szo-

rozhatunk.
(a+b)c=ac+bc
2 3 Err6l az 4dbrardl azt olvashatjuk le, hogyan lehet a szorzatot Gsszeg
alakban {rni, ha a szorzo is és a szorzando is dsszeg.
b T=(@+3)b+2)=
=(a+3)b+(a+3)-2=
2 =ab+2)+3(b+2)=
=ab+2a+3b+6
Altal4nosan:
a b
A téglalap terlilete
¢ a-c b-c szorzat alakban: - - (c+d)
d a-d b-d osszeg alakban: l@"é +b-¢c+a-d +b-d

(a+b)c+d)=ac+bc+ad+bd

Osszeget osszeggel tgy is szorozhatunk, hogy az egyik tényezé minden tagjit megszorozzuk a
masik tényez6 minden tagjaval, és a kapott szorzatokat dsszeadjuk.

Feladatok

Melyik kifejezés melyik rajzhoz tartozhat? Mindegyik esetben dllapitsd meg, mi a jelentése az
ismeretleneknek!

Q
BI[—
SS]IN]

a a % a X
a a
a 1
a /\ - a
X ’ 1 1
a a Z
———— ] X a
a X
da, a%, 2x+2, x, 2x+a, —— a3, 2ad’+a), a-12, 6a’.
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Pérositsd Ossze az azonosakat!
I.5x =5 II. 5xy —25x IIl. 25xy —5x IV. S5y —25xy V.xy —5x VI x — 5xy

Ayl B EulEsog) C 80 Dil=sill £ SiEs)l [

Oldd meg az egyenleteket!

a) x3—x)+x2+2=5 b) (x —1Dx+3=31+3+x)x

c)x-(x—3)+6=x2—7x d x - (2x—=5+8x=x-3+x)
@ Oldd meg az egyenleteket!

a) x+3)x—5)=0 b)x-x—1)=0

c) x(x+2)x—7)=0 d 2x-3)5-x)x—-1)=0

@ Toltsd ki a szorzotablak iires mezdit!

%) gty |ouh [ap %) a e |
1
3 =b
2
2b a® — 24
ird fel tobbféleképpen a téglalapok teriiletét!
a) b) 2
5
y
2 3
2 Y x
¢) d) x 7 e)
x | 2
| 2
X 7 X
X ¥
Ird fel a sikidom teriiletét tobbféleképpen! Szémitsd ki a meg- u d
= adott értékek esetén! ' X
2 4 1 1
e —_— -_—— —_— = y
u 3 y 3" X 5 y > 7 =103,
Z

A kovetkezd feladat megolddsakor eldszor készits rajzot a szor-
zathoz! A rajz segitségével alakitsd a szorzatot Gsszeggé!

a)e-(f+g) b) a-(b+3) c)(a+3)-(b+1) d c-(x+y+2z)
e) (k+1)-(k+m) fx+y)-(x +2) g)x+1)-(x+1) h) (a+b+c)-(d+3)
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u 9. A 26 - 93 egy kiilonleges szorzat. Ha a szorzétényezokon beliil a szamjegyeket felcseréljiik,
akkor a 62 - 39 szorzatot kapjuk, ami meglepé médon megegyezik az eredetivel.
2693 =162 39
Keress mds ilyen szorzatokat! Prébdld meg megfejteni a , titkdt” ennek a furcsa viselkedésnek!
Segithet a ,.titok” megfejtésében, ha 4tirod a feladatot az algebra nyelvére, és a szorzatokat
Osszeggé alakitod!

Osszegbdl szorzat — kiemelés

1. példa
Epitsiink a megadott téglalapokbdl nagyobb téglalapot! Olvassunk le azonossdgokat a rajzokrol!

a b a z a
7 ' - e
g P b €
C
S Z
Megoldas
a) 4 s b) a b c
p 2| B

pq +ps =p(g +s) za+zb+zc=z(@a+b+c)

2. példa

Készitsiink az dsszegek minden tagjahoz téglalapot ugy, hogy Ossze lehessen illeszteni ket egy
nagy téglalappa! Olvassuk le réla a szorzatalakot!

a)a-3+b-3 b)a-3+6 c)a+a-b
d) 6a +2b e) a-b+b? f) 12a +8b +20
Megoldas
a) a b b) a 2
3 3
a-3+b-3=(a+b)-3 a-3+6=(@a@+2)-3
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d) a a a b e) a b
: [ e b
6a+2b=2-(3a+b) a-b+b*=b-(a+b)
f 3a 2b 5
A _

12a +8b+20=4-(3a +2b+5)

A 2. példa minden feladatdban Gsszeget alakitottunk szorzattd. Ez a beszorzas miiveletének a meg-
forditdsa. Beszorzdskor egy osszeg minden tagjdt megszorozzuk a zérdjel mellet dll6 szorzéval.

@$Z)=@-a+@-2

A miiveletet forditva is végezhetjiik, ha egy Osszeg minden tagjiban taldlunk k&zos szorzotényezot.
Ezt a tagokbdl kiemelhetjiik egy zdr6jel elé. Ezt kiemelésnek nevezik.

E-d+2-[@ = (d+2-e)

Beszorzaskor Kiemeléskor
" szorzatot osszeggé  alakitunk.  Gsszeget szorzattd = alakitunk.
3. példa

A) Vizsgiljuk egyszer(i szdmpélddkon, hogyan készithetiink osszegbdl szorzatot! Ilyenkor beszor-
zassal mindig ellendrizhetjiik, helyes-e az dtalakitas.

a)2-9+4:-9+9=(2+4+1)-9
b)2-5%+5+2-5=2-5-5+5+2-5-5-5=2-5+1+2-5-5)-5=(10+1+50)-5
Betiiket tartalmazo kifejezések esetén is hasonléan jarhatunk el.

B) Ird 4t az dsszegeket szorzat alakba!

a) 2a +3ab +a* b) 3x* +x

Megoldas
a)2a+3ab+a’=2-a+3b-a+a-a=Q2+3b+a)-a

b)3x%+x=3x -x+1-x=03x+1)-x

Torteket egyszerisitiink

3 A tortek egyszeriisitésekor a szdmldlét és a nevezdt ugyanazzal a 0-tol kiilonbozé szammal oszt-
juk el.

4. példa
Egyszeriisitsiik a torteket a kozos tényezk segitségével!
72 .53 12a -3 x®
e b A
YT ) =5 ) 2y
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Megoldas
a) Ha csak szorzatok szerepelnek a tortkifejezésben, akkor a kozos tényezGk kivilasztdsa utdn egy-
szer(isithetjiik a tortet.
7*.5 7-7-5-5.5 7.5
I=Tel> DT4B-8 2
Betiikifejezéseket tartalmazé tortek esetében is hasonléan jarunk el.

b)AIZa-3

tortet egyszeriisithetjiik 3-mal: a szdmldléban szerepld tényez6k koziil csak az egyiket

12a-3 4-3a- 124 + 3 3
C; = ;3=4a-3:12avagy c; =12a-§=12a-1=12a.

kell elosztani 3-mal. Igy:

2 X X X

%
C)Zx—y 2:x-y 2y

5. példa
Egyszerisitsiik a torteket! Feltételezziik, hogy a szerepl§ betiik, illetve a nevezdk értéke sehol sem 0.
34 +32.543 12a +3 12a3
a) s s - b) - C) —a
32 & 3a2 — 6a
Megoldas

Ha osszegek is eldfordulnak a szamldléban vagy a nevezdben, akkor egyszertisitéskor az dsszeget
tagonként kell elosztani, vagy az 0sszeget kiemeléssel szorzatta kell alakitani és utdna egyszertisiteni.

3*+32.5+3
32

a) egyszerlsitése:

3%432.5+43 3.3.3.3+43-3-5+3 33+3.5+1
32T 3.3 T3

FHy3.543 3(33+3'5+1)_33+3-5+1
32 B 33 T3

Betiikifejezéseket tartalmazo tortek esetében is hasonldan jarunk el.

e tagonkénti osztéas:

e cgyszerisités kiemelés utdn:

IL2a+3

b) tort egyszeriisithetd, mert a szamlalgja és a nevezGje is oszthaté 3-mal. A szamlalé azért

oszthat6 3-mal, mert mindkét tag 3 t6bbszordse. Igy:
2443 4-3a 3

e tagonkénti osztds: 3 3 + 3= 4a + 1
12a+3 3-(4a+1
e cgyszerlisités kiemelés utan: a3 = ( ; ) =4a+1
1242 4-3-a-a 4a ) )
c) 337 —6a = 3@ —2) =7 Itt a kiemelést alkalmaztuk.
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Feladatok

1. lfrd fel az egyforma szinii téglalapok teriiletének Osszeget! Epits belsliik nagyobb téglalapot!
— Olvass le a nagy téglalaprél szorzat alakot!

a) _ b) c)
3 .‘ : : 0 a
3 x 7
=t -
d) a e) f) m
A&
h
g x X X y ) a a a b
% a
y
i
t b b b

2.|A szorzatok téglapok teriiletét adjak. A téglalapokat tobb részbdl raktuk
=== bssze. Példdul az 5 - (5 + 8) szorzathoz ez az dbra tartozik:

Készits 4brdkat a szorzatokhoz! ird fel a téglalap teriiletét Osszeg alak-

ban is!
a) 4:-(5+7) 2-(2+6) 5-3+1) 2+5-3
b) a-(a+1) b-(2+b) 3-(3+Db) 2-(a+b)

Készits téglalapokat az Gsszeg tagjaihoz gy, hogy egy nagy téglalappa lehessen Osszeépiteni
Gket! Olvass le szorzat alakot a nagy téglalaprol!

a) 3a +3b b) Tx + 14 ¢) 2a + 10a
d) 5ab +3ab e) ab +a? f) xy+x+3
g) 5x +20xy +25x° h) x +xy i) K4k —kl
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Keress kozos tényezlket a tagokban! Alakitsd az Gsszeget szorzattd a kozos tényezd kiemelé-
sével! Dolgozz a példa szerint!

121 + 99 ab + 35\c

@-\11+®\-9=@-(11+9) -\a+-3c=-(a+3c)
a) 48 + 60 A)x -x-y-y+2-y-x
b) 25-7+14-15 B) 15ab +55
c) 600+250-9 C)2-x-y-y+8-x-y-y-y
d) 126 + 420 D) a*b +ab?
e) 40-28+35-6+21-60 E) 8bc +6ab
£) 540 + 1076 + 924 F) 2xy — 14 -x%y
g)2-2-7-11-3+2.3-23-11 43 7- 11 -41 G) a*b — a?
h) 84 + 666 + 34 - 33 H) 6xy +2x%y + 10xy?

E. 5] Ird fel az Osszeget szorzat alakban!

a) S5a +10 b) 2x +x? c) 3x +5xy
2 3 5
d) a+ab e) X +xy +xz fl=+=-+=
E X X
ird fel az Gsszeget szorzat alakban!
a) 819+ 765+72 b) 426 + 6060 + 174 c) 9a +72b
d) 6a® — 18a%b + 1242 e) 3x —21x% — 12xy A 5ty +15%% — 32

frd fel az Osszeget szorzat alakban!
a) 6x —3 b) x* — 3x c) 4ab — 8b
d) 2xy —y e) a+ab—ac i x*—x?

Egyszeriisitsd a kifejezéseket!

2 5a b 2a +4 | b(a +b) 8a + 4a?
10ab 2 % Tap 4a(2+a)
a+b 562+ b 5(a—1) a+a?
) B) ——— =
¢) 34430 N = 8 5a_5.2 } Sl v

. Tﬁbbet ésszel, mint ergvel!

Szamitsd ki a helyettesitési értékeket, legyen: a = —1,42, b =3, ¢ =—10!

Sa 2a + 6a 2ab 3ab 2a +4
10ab b) c) — —2a+c d) (—+b)c e) — —c

a)
dabc b a
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R

ﬁ 10. Készits lancot a domin6kbél! Illeszd egymdshoz az azonos kifejezéseket, majd olvasd ssze
a dominékon 1évd bettiket! A megfejtés egy PetSfi versben szerepel. Mi a vers cime?

A0 o [ 9

0 2
1,5x Sty ! ; x2(1 +2x) 8x 12
an e a0
oty 5 Tx +x +4x | x(x +1) x? +2x7 | 2% +6xy

Sziveges feladatok megolddsa egyenlettel vagy anélkiil

Mir kordbban is sokat foglalkoztunk széveges feladatok megolddsdval. Lattuk, hogy nagyon sokféle
médszer van, amellyel a szoveges feladatok megoldhaték. Gyakran egyszerd kovetkeztetéssel jutot-
tunk célhoz, méskor rajz segitségével olvastuk le a megoldést, sok esetben pedig egyenletet frtunk
fel a szoveg alapjan, és azt oldottuk meg.

Amikor egyenlettel oldjuk meg a feladatot, akkor valGjdban a szoveget forditjuk le a matematika
nyelvére. A forditds a matematika nyelvére nagyon fontos feladat a tudomdny, a technika és a
gazdasdg szdmos teriiletén. Ez gyakran igen Osszetett egyenletek, egyenlStlenségek feldllitasat €s
megoldésit jelenti. Az egyenlettel valé megolddskor a nagyobb gondot dltaldban ez a forditds jelenti,
vagyis az egyenlet felallitasa.

A feladat megoldésa el6tt mindig érdemes megbecsiilni a védrhaté eredményt. Igy a nagyobb téve-
dések elkeriilhet6k. Az egyenlet megolddsa utdn a kapott értéket a szovegbe kell visszahelyettesite-
niink, ezzel ellendrizziik, hogy a kapott megoldds valéban megfelel-e a feladat feltételeinek.

Olyan 4ltalanos receptet, amely minden szoveges feladat megolddsara alkalmazhat6, nem tudunk
adni. A szoveges feladatok megolddsdnak médszereit néhdny példén mutatjuk be.

Az itt kovetkezd feladatok nagyobb része nem igazi gyakorlati probléma, inkébb rejtvény, fejtoro,
forditasi gyakorlat. Segitség ahhoz is, hogy a fizika- vagy a kémiadrakon elGkeriilé problémdkkal
konnyebben boldogulj.

1. példa

Pista kétféle ceruzdbdl 12 darabot vett 400 Ft-ért.
A ceruzék mindegyike 17 Ft-ba vagy 45 Ft-ba ke-
riilt. H4ny darabot vett Pista az egyik fajta ceruza-
bél, és hanyat a mésikbol?
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Megoldas egyenlettel

Ha a 17 Ft-os ceruzdk szama Xy

akkor a 45 Ft-os ceruzak szdma 12 — x.

A 17 Ft-os ceruzdk &ra forintban i7x,

a 45 Ft-os ceruzdk 4ra forintban 45(12 — x).

A kétféle ceruza dra 6sszesen forintban 17x +45(12 — x).

Pista 400 Ft-ot fizetett, igy 17x +45(12 — x) = 400
17x + 540 — 45x =400

140 = 28x
=R

Tehét Pista a 17 Ft-os ceruzdbdl 5 darabot, a masikbol pedig 7 darabot vasérolt.
Igy valéban 17 - 5 + 45 - 7 = 400 Ft-ot fizetett.

Megoldas kovetkeztetéssel

Ha mind a 12 ceruza 17 forintos lett volna, akkor Pista 204 Ft-ot fizetett volna értiik. A 196 Ft
tobblet abbdl szarmazik, hogy 45 Ft-os ceruzat is vett. Ha 1 db 17 Ft-ost kicseréliink 45 Ft-osra,
akkor 28 Ft-tal tébbet kell fizetni a ceruzdkért.

A 196 Ft tobblet 196 : 28 = 7 darab cserét jelent. Tehat 7 db 45 Ft-os és 5 db 17 Ft-os ceruzit vett
Pista, és ezekért valéban 400 Ft-ot fizetett, hiszen 45 -7+ 17 - 5 =315 + 85 = 400.
2. példa

Egy bélyegautomatdban dsszesen 770 forint van 20 forintosokban és 50 forintosokban. Hiromszor
annyi 20 forintos van benne, mint 50 forintos. Hany darab van az egyes érmékbdl az automatdban?

Megoldas

Ha az 50 forintosok szama 55

akkor a 20 forintosok szama 3%

Az 50 forintosok értéke forintban S0 o

a 20 forintosok értéke forintban 20 - 3x.

Az automatdban lev pénz értéke forintban 770.

Ez az egyenlet irhaté fel: 50x +20-3x =770

110x =770
x=17

Ellendrzés

7 db 50 forintos értéke 350 Ft, 21 db 20 forintos értéke 420 Ft. Ez egyiitt valoban 770 Ft.
Tehat az 50 forintosok szdama 7, a 20 forintosoké 21.

Megoldas kovetkeztetéssel

Mivel a 20 forintosok szdma 3-szor annyi, mint az 50 forintosoké, dgy képzelhetjiik, hogy min-
den 50 forintos mellé letesziink 3 darab 20 forintost. Egy ilyen kupac értéke 110 Ft. A 770 Ft-bdl
7 ilyen kupac képezhets. Mindegyikben egy darab 50 forintos van. Az 50 forintosok szdma tehat 7,
a huszasoké ennek 3-szorosa, vagyis 21.
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3. példa
Egy kétjegyili szamban 3-szor annyi tizes van, mint egyes. Ha a szdm jegyeit felcseréljiik, 36-tal
kisebb szamot kapunk. Melyik ez a kétjegyli szim?

Megoldas egyenlettel

Tegyiik fel, hogy az egyesek helyén all %;
ekkor a tizesek helyén 2.
A kétjegyl szam 10 - 3x +x.
A szamjegyek felcserélésével kapott szdm 10x + 3x.
Az eredeti szdm 36-tal nagyobb 10-3x +x — 36 = 10x +3x
31x —36=13x
18x —36=0
X =
Ellenérzés

A felcseréléssel kapott szdm 26, és ez val6ban 36-tal kisebb az eredetinél.
Tehat a kétjegy( szdm 62.

Megoldis egyenlet nélkiil

A széba johetd lehetGségek szdma nagyon kevés, az egyesek helyén csak 1, 2 vagy 3 éllhat, ugyan-
is csak ezek azok a szdmjegyek, amelyeknek a hiaromszorosa is egyjegyl. (A 00-t nem tekintjiik
kétjegyl szdmnak.)

A kétjegyli szam igy vagy 13 vagy 26 vagy 39, és tobb lehet&ség nincs. Ezek koziil csak a 26 jo.

4. példa
Feri most feleannyi éves, mint édesapja volt 6 évvel ezelStt, amikor Feri éppen harmadannyi éves
volt, mint az édesapja most. Hiny éves most Feri, és hdny éves az édesapja?

Megoldas

Sokszor segit, ha dnkényesen adunk egy vélaszt a kérdésre, €s kiprobaljuk, hogy jo-e. Attekinthet&bb
a feladat, ha az adatokat tablazatba foglaljuk.

Legyen Feri most példaul 21 éves. Legyen Feri most x éves.
Ma 6 éve Ma 6 éve
Feri 21 21-6 Feri X x—6
Apja [21-246| 21-2 Apja | x-2+6 -2

A tablazat rubrikai kozott tovabbi kapcesolatot keresiink. A széveg szerint Feri 6 évvel ezel6tt éppen
harmadannyi éves volt, mint most az apja. A kapcsolat alapjan egyenletet irunk fel.

21-2+6
Ha Feri 21 éves lenne, a feladat 4llitdsa nem teljesiilne, mert 21 — 6 nem egyenld T—dal.

Ha Feri x éves, akkor a tdblazatbol a kovetkezd egyenletet kapjuk:
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‘— 6= X §+ 6

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 3-mal: 3x —6)=x-2+6

A bal oldalon azonos atalakitdst végziink: 3x —18=2x +6
Mindkét oldalhoz 18-at adunk: 3x=2x+24
Mindkét oldalbdl kivonunk 2x-et: x=24
Ellendrzés

Ma 6 éve

Feri 24 18 18 valéban harmada 54-nek, megolddsunk tehét helyes.
Apja 54 48

Tehat most Feri 24 éves, édesapja pedig 54 éves.

Feladatok

1.|Melyik az a szdm, amelynek a % része 3-mal tobb, mint 197

2.| Péter gondolt egy szadmot, hozzdadott 2,1-et, majd az dsszeg 5-szOrosét vette. Eredményiil 24,5-
et kapott. Melyik szdmra gondolt Péter?

3. Melyik az a szam, amelynek

1 1 1 1
a) 3 része, 3 része és 5 része Osszesen 65, b) az 1 része 2-vel kisebb az g—énél,
1 1 1 1
c) az Z—e 2-vel nagyobb az g—a’mél, d) az 4 része és az 3 része megegyezik?

7
a) Gondoltam egy szdmot. Megszoroztam g—dal, majd hozzdadtam 1,5-et, és igy az eredeti
szamndl 4-gyel kisebb szdmot kaptam. Melyik szdmra gondoltam?
b) — Héany lovad van? — kérdezték a gazdat.
7
— Ha a lovaim szdmét megszorzod g—dal, és hozzateszel 1,5-et, akkor a lovaim szdmanal

4-gyel kevesebbet kapsz — vélaszolta a gazda.
Hény lova van a gazddnak?

¢) Béla i) munkahelyre ment. Amikor megkérdezték a kollégdi, hogy hdny éves, igy vdlaszolt:
—— 4 " ; .
— Ha éveim szdmét megszorzod g—dal, €és az eredményhez hozzdadsz 1,5-et, akkor a korom-

ndl 4-gyel kisebb szdmot kapsz.
Hény éves Béla?

5. @) Gondoltam két szdmra. Az egyik 15-tel nagyobb, mint a masik. Osszegiik 124. Melyik ez a
két szam?

b) Kelekotya Karcsi nydron vizitdran volt. Ezt mesélte: A tirdn 15-tel tobb fid volt, mint 1dny.
Osszesen 124-en voltunk. Hdny fit és hany lany vett részt a tirdn?

c) Egy pékségben 124 kg lisztet két részre osztottak. Egyik részbdl kiflit, a masikbol kenyeret
stitottek. A kenyérhez 15 kg-mal tébb lisztet haszndltak fel. Hany kilogram lisztb6l siitéttek
kiflit?
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.| Az osztdlyunkban 30-an vagyunk. Kett6vel tobb a lany, mint a fid.
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A boritékban két szdm van elrejtve. A boriték kiilsején latod az Gssze-
giiket és a kiilonbségiiket is. /

a) Melyik ez a két szam?
b) Készits te is ilyen rejtvényt a tarsadnak!

Hany fid, hdny ldny jir az osztdlyunkba?

a) Két boritékban korongok vannak, 6sszesen 98 darab. Ha az egyik-
bdl attennénk 7-et a masikba, ugyanannyi lenne benniik. Hany ko-
rong van a boritékokban?

b) Két polcon Gsszesen 98 konyviink van. Ha az egyik polcrél 7 darabot attennénk a masikra,
akkor a két polcon ugyanannyi lenne a kényvek szdma. Hany konyv van kiilon-kiilén a két
polcon?

Hény konyv lenne kiilon-kiilon a két polcon, ha dsszesen 97 konyviink volna a 98 helyett?
Az illatszerbolt hdrom ldda szappant kapott, 6sszesen 414 darabot. Sdrga szappan 20 darab-

bal, fehér szappan 34 darabbal volt tobb, mint rézsaszin. Hany darab szappan volt az egyes
fajtakbol?

4Egy 2 m 60 cm-es szovetbdl szoknyat és blizt varrnak. A blizhoz 40 cm-rel tobb anyag kell,

mint a szoknydhoz. Mennyi anyagra van sziikség a blizhoz, mennyire a szoknydhoz?

Hérom konyvespolcon 6sszesen 720 konyv van. Ha a harmadik polcrdl 35 darabot dttennénk az
elsére, akkor mindhdrom polcon ugyanannyi kényv lenne. Hiny konyv van az egyes polcokon?

Az osztaly kirandulni ment. Tiz perc hijan 3 6rdig tartott a kirdndulds, 50 perccel tobbet mentek
gyalog, mint villamossal, mas jarmfire nem szalltak. Mennyi ideig gyalogoltak?

Amikor én 5 éves voltam, a batydm 9 éves volt. Most Osszesen 36 évesek vagyunk. Hiny éves
vagyok most?

.| Két szam Osszege 2, az egyik szdm 1-gyel nagyobb a masikndl. Melyik ez a két szdm?

A szorppel telt tiveg 520 forintba keriil. A szorp 500 forinttal ér tobbet, mint az iiveg. Hany
forint az iires iiveg?

Szerkeszd meg a téglalapot, ha keriilete 23 cm, és egyik oldala 1,5 cm-rel hosszabb a masiknal!

.§ Gergdnek és Zsuzsinak 6sszesen 1370 Ft-ja van. Ha Zsuzsi kapna még 230 Ft-ot, akkor mind-

kettének ugyanannyi pénze lenne. Hany forintja van Gergdnek, hany forintja van Zsuzsinak?

Az eldz6 feladatok kozott tobb olyan is van, amelyben két szam Osszegét és kiilonbségét arulja
el a szbveg, és ezek ismeretében lehet a kérdést megvalaszolni. Mintha 2 boritékban elrejtenénk
egy-egy szdmot, és eldrulnank az dsszegiiket és a kiilonbségiiket is.

Keresd meg, melyek ezek a feladatok!

a b )
Amit nem ismeriink: amit ismeriink:
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Viola ¢és anyukdja a mai napon egyiitt iinnepelték a sziiletésnapjukat. Az anya éppen 31-szer
annyi id6s, mint Viola. Két év miilva ugyanezen a napon az anya kora 11-szerese lesz Viol4é-
nak. Viola hanyadik sziiletésnapjan lesz az anya 3-szor annyi idés, mint a lanya?

Bence 4 éves volt, amikor Méaté sziiletett. Hany éves korukban lesznek ketten egyiittvéve 50 éve-
T sek?

Egy 35 éves apéanak 10 és 6 évesek a fiai. Hany év miilva lesz a fitk életkora egyiitt
a) ugyanannyi, mint az apjuké, b) feleannyi, mint az apjuké?

o Viola, Boglarka és Kata egyiitt 24 évesek. Azt is elaruljuk, hogy egyenld idonként sziilettek.

a) Hany évesek lehetnek a gyerekek?

b) Taléld ki, hogy a harom ldny koziil a k6zéps6 1dny 6vodds, alsé tagozatos, felsd tagozatos
vagy gimnazista!

¢) Lehet-e a legid6sebb gyerek 6vodds, alsé tagozatos, fels§ tagozatos vagy gimnazista?
A szovegek €s a képletek is kétjegyli egész szdmokrol szolnak. A kértydkon a szam szamjegyei

— é4llnak. A képletek egy-egy kétjegy(i szdm értékét adjdk meg. Az a egyjegy(i egész szdmot jelent
ezekben a képletekben. Pérositsd dssze az Osszetartozo szdvegeket és képleteket!

tizesek egyesek

a) A szam els6 jegye a, a mésodik jegye 2. @ A) 10a +a +2

b) A szam els6 jegye a, a masodik 2-vel t&bb. [a] ] B) 10a +2

c) A szam masodik jegye kétszer akkora, mint az elsd. @ D C) 10a +2a

d) A szdmban 2-vel tobb tizes van, mint egyes. [ ]la] D)10-2+a

e) A szdmban kétszer annyi tizes van, mint egyes. D @ E)10-(a+2)+a

f) A szdm els6 jegye 2, a mdsodik jegye a. D D F)10-2a +a

24, Egy kétjegyl szdm jegyeinek Osszege 12. Ha a jegyeit felcseréljiikk, 18-cal nagyobb szdmot
kapunk. Melyik az eredeti szdm?

Egy kétjegyii szam jegyeinek Osszege 10. Ha a szdmjegyeket felcseréljiik, az 0j szam kétszerese
"~ az eredeti szdmndl 1-gyel nagyobb lesz. Melyik ez a szdim?

26. Egy kétjegyii szdm jegyeinek Osszege 9. Ha a szdmjegyeket felcseréljiik, az j szam az eredeti
hiaromszorosdndl 27-tel nagyobb lesz. Melyik ez a szdm?

[27] Egy kétjegyii szdm egyik jegye kettével kisebb, mint a mésik. Ha a jegyeit felcseréljiik, a két-
szeresénél 6-tal kisebb szdmot kapunk. Melyik az eredeti kétjegyli szdm?

Egy kétjegyl szdm egyik jegye kétszer akkora, mint a masik. Ha a szdmbdl kivonjuk a jegyei
— felcserélésével keletkezett szdmot, 27-et kapunk. Melyik az eredeti szdm?

Egy kétjegyli szdm egyik jegye 3-szor akkora, mint a mdsik. Ha a jegyeket felcseréljiik, az uj
" szam az eredeti kétszeresénél 15-tel nagyobb lesz. Melyik ez a szam?

U 30. Adam sziiletésekor édesanyja 30 éves volt. Addm egy id6 6ta minden sziiletésnapjan kiszd-
molja, hogy anyukdja életkora éppen hdnyszorosa az 6vének. Ha ez egész szam, akkor ezt
kiilén megiinnepelik. Hany ilyen sziiletésnapot tinnepelhet meg Addm?
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Mozgdsos feladatok

]A mozgdsos feladatokban a megtett t, az eltelt id6 és a sebesség kozott keresiink kapcsolatot.
Egyenletes mozgasrdl olyankor beszéliink, ha egyenls id6kozénként egyenlS utat tesz meg a mozgéd
test. Ilyenkor a sebesség dllandd, és a mozgds adatai kozott fenndll, hogy az eltelt id6 €s a sebesség
szorzata megadja a megtett utat.

1. példa
Veronika és Judit kerékpdrral Kemencérdl Szobra mentek. Veronika dtlagosan 15 km-t, Judit atla-

1
gosan 12 km-t tett meg egy 6ra alatt. Judit 7 Orédval el6bb indult, igy épp egyszerre értek be Szobra.
Héany km-t bicikliztek Kemencétsl Szobig?

Megoldas egyenlettel
A jobb attekinthet6ség kedvéért az adatokat tdbldzatba foglaljuk. Judit menetidejét jeloljiik x-szel!

Sebesség [%] 1d5 [h] Ut [km]
Judit 12 - 12x
Veronika 15 x —0,5 15(x — 0,5)

Mindketten ugyanakkora utat tettek meg: 12x = 15(x — 0,5)

4x =5(x —0,5)
4x =5x — 2,5
x=25

Ellenorzés

Veronika félordval rovidebb ideig, vagyis 2 érdig kerékpdrozott, ezalatt (15 - 2 =) 30 km-t tett meg.
Tehat Judit 2,5 6ra hosszat kerékparozott, ezalatt (12 - 2,5 =) 30 km utat tett meg. Szob és Kemence
tdvolsdga 30 km.

Grafikus megoldas

AUt [km]
25 +————+— S
{05 N »‘é A ‘
15— ‘?}b i il Pirossal rajzoltuk Judit mozgasgrafikonjét, feketé-
. L§ N vel Veronik4ét. A grafikonrél leolvashaté Kemen-
It ce €és Szob tdvolsiga, a 30 km, és az is, hogy Vero-
&l [ nika 2 6rat, Judit 2,5 6rat haladt, mig Kemencérél-
|| . Szobra ért.
0 1 2 id6[h]

51



Algebrai kifejezések

Megoldas kovetkeztetéssel

Fél 6ra alatt Judit 6 km-t tett meg, tehat Veronika induldsakor Juditnak 6 km el6nye volt. Mivel
6ranként 3 km-rel csokken Judit eldnye, ezért a 6 km elény 2 6ra alatt fogy el.

Veronika tehat 2 6rat kerékpéarozott, és ezalatt 2 - 15 = 30 km-t tett meg. A két helység tdvol-
saga 30 km.

Galileo Galilei 1628-ban javasolta, és késobb elvégezte a kovetkezd
kisérletet, amellyel a fény sebességét probélta mérni:

,.Két ember dll két hegycsicson. Mindkettonél eltakart fény(i ldmpa
van. Amikor az egyik ember kitakarja a 1dmpdjat, akkor abban a pil-
lanatban, amint ezt észreveszi, a masik embernek is ki kell takarnia a
lampéajat.”

Egy harmadik ember all az els6 mellett, és méri, hogy mennyi id6 telik
el az els6 és mdsodik ldmpa felvillandsa kozott.

Ismételt kisérletek sem vezettek eredményre, csak annyit tudtak meg-
dllapitani, hogy a fény legalabb 10-szer gyorsabb a hangnal.

2. példa
Tegyiik fel, hogy Galilei kisérletében minden tokéletesen sikeriilt. A két lampds ember 2 km-re 4ll
egymadstol, és egy harmadik az elsé mellett dllva nagyon pontosan tudja mérni az idét.

km
Mi mar tudjuk, hogy a fény sebessége jo kozelitéssel 300 000 —, ennek 1smeretében szamitsuk ki,

S
mekkora idGkiilonbséget kellett volna a harmadik embernek észlelnie.

Megoldas

Az 1. felvillands fénye a 2. megfigyelGig 2 km-t tett meg, ehhez

300 000 s 1d6 sziikséges. Idedlis

esetben rogton felvillant volna a 2. ldmpa, amelynek a fénye (jra megtette ugyanazt a 2 km-t a

megfigyelbig, ez tjabb

4

1
300000 ° 75 000
Azaz koriilbeliil a masodperc szdzezred részével megegyez6 idStartamot kellett volna mérni, ami

természetesen lehetetlen volt.

2 s iddt vett igénybe
300 000 ERiTie

Ez 6sszesen s = 0,000 013 s lett volna.

3. példa

Feriék kirdndulni mentek. 3 éra alatt jutottak fel a kilatohoz. Lefelé gyorsabban jottek, sebességiik
km

0,7 Twal nagyobb volt, mint folfelé, igy 2,5 dra alatt értek le.

Milyen messze volt Feriék induldsi helyétdl a kildt6, és milyen sebességgel haladtak folfelé, illetve

lefelé menet?

Megoldas egyenlettel
Az adatokat ismét tdblazatba foglaljuk. Azt a sebességet jeloljiik x-szel, amellyel folfelé haladtak.

52
—



Algebrai kifejezések

Seboenp [?} 1d5 [h] Ut [km]
Folfels P 3 3x
Lofels X +07 25 2,50 +0,7)

Az odafelé, illetve a visszafelé megtett utak megegyeznek egymadssal, ennek alapjdn irhatjuk fel az
egyenletet:

3x =2,5(x +0,7)

3=255+25-07

0,5x =2,5-0,7
25.07
=0 Y 8.6
Y= 705 ’
x=35

Ellenorzés
km
Felfelé (3,5-3 =) 10,5 km utat tettek meg. Visszafelé (3,5+0,7 =) 4,2 T sebességgel mentek, dtjuk
ekkor is (4,2 - 2,5 =) 10,5 km.
Tehat felfelé 3,5 & sebességgel haladtak, lefelé (3,5 +0,7 =) 4,2 o sebességgel. A kil4té 10,5 km-

re volt az indulési helyt6l.

Feladatok

Az adatok egy-egy dllat, illetve az ember csucsteljesitményeirsl szélnak. Futéversenyen vagy
menekiilés kdzben mért adatokat taldlsz a tdblazatban. Ird a fiizetedbe a hidnyzé adatokat!

Kerti Hazi
Zsiraf csiga sertés |Oroszlan | Kenguru | Egér | Zebra | Mdkus
Tévolsag 102 km 2m 3 km 60 km 2160 m | 8 km | 5 km
Id6 [perc] 3 45 5 10 15
Sebesség [%} 51 18 48 64
Orids
Fajta Sélyom | Elefint | Ember Nyl Csitke | teknds
Téavolsag 10 km 25 m 7 km 90 m
1
1d6 34 perc 7 Ora 2s 1,3 pere-| 20iErc
km
Sebesség [?} 280 i35l | 027

Allitsd sorba az él6lényeket sebességiik szerint!
Latsz-e Osszefiiggést az allatok sebessége és mérete kozott?

2. Kati és Eva 800 méterre laknak egyméstél. Kati 4tlagosan 45 métert, Eva 55 métert tesz meg
percenként. Hany perc milva taldlkoznak, ha egyszerre indulnak el egymads felé?
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Két, egymdastél 14 km tdvolsdgra fekvd falubdl egy idében indul el egymadssal szemben két

km km
gyerek, az egyik gyalog 4,5 -2 masik kerékpdron 16,5 o sebességgel haladt. Az induldsuk
utdn hdny perc milva taldlkoztak, és ekkor mekkora tdvolsdgra voltak a két falutél?

Egy falubdl két gyalogos ment a varosba. Az egyik egy 6rdval el6bb indult, és egy Ordval
— késdbb érkezett a vdrosba, mint a mésik. Az els§ 6ranként 4 km-t, a mésik pedig 6rdnként
6 km-t haladt. Milyen messze van a falu a varostol?

Egy dllomdsrol egymads utdn két o6ra kiilonbséggel két vonat indul. Az elsé 6ranként 48, a ma-
sodik 6rdnként 60 km-t halad. Hiny 6ra mulva éri utol a mésodik vonat az els6t?

km
A Sopron és Tatabdnya kozotti utat 72 e sebességgel 20 perccel tobb 1d6 alatt lehet megtenni,

km
mint 84 T sebességgel. Milyen hosszi a két varos kozotti ut?

7.1Egy fél cm atmérdji gyertya égését figyeltiik. A megfigyelést akkor kezdtiik, amikor egy 6 cm-
es darab volt a gyertydbdl. A gyertya egyenletesen, 12 perc alatt égett le.

Percenként hidny milliméterrel lett rovidebb?

T T T égdeyn [ [T T TTTITTTOTTIITTTT
| | eatssdss| | T EREEEEEEEEEEE

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Készits a fiizetedben rajzot a gyertya hosszdnak valtoz4sarol!

a) Mikorra lett feleakkora a gyertya, mint a megfigyelés kezdetén (0 perckor) volt?

b) Mikorra lett a gyertyacsonk 2 cm-es?

c) 1 perc alatt hany cm ég le a gyertydbol?

d) Hany perc alatt csokken a gyertya magassiaga 1 cm-t?

e) Milyen magas volt a gyertya a megfigyelés el6tt 5 perccel?

f) Mekkora lehetett eredetileg a gyertya, ha a megfigyelés el6tt 10 perccel gydjtottuk meg?

Két gyertydnk van. Ha meggyujtjuk Gket, egyenletes sebességgel fogynak.
Az egyik 15 cm hosszi és 25 oOra alatt ég le.

A madsik 25 cm hosszid és 50 perc alatt ég le.

a) Mikor lesznek egyenl$ hosszdak, ha egyszerre gydjtjuk meg a két gyertyat?

b) Mikor lesznek egyenl6 hossziak, ha a hosszabb gyertyat 1 éraval késébb gyujtjuk meg?
c) Mikor gytjtsuk meg a hosszabb gyertyat, ha azt akarjuk, hogy egyszerre égjenek le?
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