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Udvozliink a 8. osztalyban!

Az 4j matematikakonyvedet tartod a kezedben.

Ha korabban mar talalkoztal ennek a sorozatnak a konyveivel,
akkor talalsz néhany ismerds dolgot, de lesznek Gjdonsagok is.

1& Rajzolj a fiizetedbe egy négyzetet! For-
gasd el 90°-kal az egyik oldalinak felezbpontja
koriil! Milyen sikidom lesz az eredeti és a kép-
ként kapott négyzet kbzos része?

25 Rajeolj a fiizetedbe egy rombuszt! Forgasd
el az dtlok metszéspontja koriil —90°-kal! Mi-
lyen sikidom lesz az eredeti és a képként kapott
rombusz kizos része?

35 Egy rombuszt az tldinak metszéspontja
kisriil 90°-kal dhsruﬂ.ﬂ\ \.r uu]-_lj ésa an

ként kapott rombusz ki része szahdly
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47 Add meg azokat a 0° és 360° kizé esd szii-
geket, amelyekkel egy szabdlyos

a) hatszoget;

b) nyolesziget

a kizéppontja kiriil elforgatva az eredeti és
a képként kapott soksziigek egybeesnek!

55 Rajzolj egy kirt a flizetedbe! Forgasd el
ezt a kirt a korvonal valamely K pontja koriil
60°-kal, 120°-kal, —60°kal és —120°-kal is!
Végezetiil titkrizd az eredeti kirt a K pontra!
\w\uld nm, u igy Ltpnu dl:r!l' Jumlxum

Az eltéré feladattipusokat jol megkiilonboztethetd
keretbe foglaltuk és felirattal lattuk el.

atékkal, csoportokban végezhet6
e érdekes példakkal vezetjiik be.

ni kutatomunkanak ajanlott feladatokat is
a konyvben.

A konyvhoz tartozé munkafiizet példai és néhany
konnyed, jatékos feladat is segit a gyakorlasban.

A leckékben egy jellemz6 feladat megoldasat is
kozoljik, 1épésrol 1épésre.

A jatékos feladatok segitenek szorakoztatobba tenni
a tananyagot.

SIKERES TOVABBTANULAST!

A fejezet elején
talalhat6 képregény
néhdny a témahoz
kapcsolodo
foglalkozast

villant fel.

Gyakorld feladatsorok felvételire

Négy feladatsorral
késziilhetsz
a kozépiskolai
felvételire.
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PROLOGUS
Par héttel az evnyitd eldtt:

Az iskola kihaltnak tiné
épiilebe korantsem volt olyan
lires, mint azt gondolnark.

napjai. bent mar javaban
folytak az eldkésziiletek...

0j e~mailje
érkezett!

; B . : o0sszes
felado: OFI_Steinmann csatolmanyok Ietjdlte'se
-mail: hasteinmann@ofi.hu
targy: futuroszkop
érkezett: 08:29
Tisztelt Kollégano!
Orommel értesitjiik, hogy iskolajuk lehetoséget nyert, hogy
részt vegyen az Oktataskutato és Fejleszto Intézet altal
kifejlesztett FS X10-es futuroszkop tesztprogramjaban.
A készlilék lehetséges valdszinliség-matrixok alapjan
Smith-fele algoritmusokkal general lehetséges jovokepet,
melyet az Uj Zeiss holo-kivetité segitségével 3 dimenzios
vetiiletkent jelenit meg. A képek az alany tudataval
osszhangban valtoznak, igy |étrejohet a jelen és a jovo
kézotti kommunikacio!
Amennyiben részt kivan venni a programban, kérem, jelezze
iranyunkba mielébb, hogy a keésziilék telepitését meég
a tanevkezdeés elott lebonyolithassuk, és a hasznalati bemu
tatot, valamint az operatori oktatast megszervezhessiik.
Erdeklodeését elore is koszonjiuk, egylttmlkodésére
szamitunk!
Udvozlettel: Prof. H. A. Steinmann
tudomanyos munkatars
Ui.: a mellékletben megtalalja a berendezés technikai adatait,
egy rovid hasznalati utasitast, valamint az eddigi kutatasi Judit tanarndnek se kellett
eredmények elemzéseit és statisztikait. t8bb, mar pstysgte is

a valaszleveles. ..




Az els8 matekérat a laborvan i P Az osztalyunk
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A nyari iskolai tabor két turnusbdl allt augusztus 1-15. kozott. Az iddjaras az alabbiak szerint alakult:
Napsiités volt: augusztus 2; 3; 4; 8; 9; 10; 13; 14; 15.

Esett valamennyi csapadék: augusztus 4; 5; 7; 10; 11.

a) Készitsiink Venn-diagramot a tabori napok idéjarasardl!

b) Mely napokon esett az es6 vagy siitott a nap?

¢) Mely napokon esett az esé és siitott a nap?

d) Hany olyan nap volt, amikor siitétt a nap, de nem volt es6?

e) Mely napokon se nem siitott a nap, se nem esett az es6?

Megoldds

a) A Venn-diagram segitségével jol lathatova tehetjitk
az egyes napok helyzetét id6jaras szempontjabol.
Az abrazolas utan konnyebben vélaszolhatunk a

kérdésekre.

b) Esett az es6 vagy siitott a nap: 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9; 10;
11; 13; 14; 15.

c) Siitott a nap és esett az esé 4-én és 10-én. Két ilyen
nap volt.

d) Stitétt a nap, de nem esett az esd: 2; 3; 8; 9; 13; 14; 15. Hét ilyen nap volt.
e) Harom olyan nap volt, amikor se nem esett az esd, se nem siitott a nap. 1; 6; 12-én.

Emlékszel?

Halmaznak nevezziik az olyan dolgok dsszességét, amelyek egy jol meghatarozott tulajdonsaggal ren-

delkeznek. Minden dologrdl egyértelmien eldonthetd, hogy beletartozik-e a halmazba vagy nem.

Halmazt alkotnak példaul a taborban azok a napok, amikor esett az esd, de nem alkotnak halmazt

a taborozas szép pillanatai.

A halmazokat tobbféle médon megadhatjuk:

— szoveges mddon, a tulajdonsag megfogalmazasaval, példaul: azok a napok, amikor siitott a nap;

- elemei felsorolasaval: augusztus 2; 3; 4; 8; 9; 10; 13; 14; 15;

- a halmazok abrazolasaval, azaz Venn-diagrammal: az els6 példaban ilyen médon dbrazoltuk a hal-
mazokat, de a megoldasokat felsorolassal is megadtuk.

A halmazok jelolésére nagybetiiket hasznalunk. Ha az elemeket felsoroljuk, akkor az elemeket kapcsos

zardjelbe tessziik: A = {2; 3; 4; 8; 9; 10; 13; 14; 15}.

A és B halmaz egyesitésének - mas szoval unidjanak - azt a hal-

mazt nevezziik, amely minden olyan elemet tartalmaz, amely az

A vagy a B halmazban benne van. Az elsé példaban az a) kérdésre

adott valasz adja meg a két halmaz unidjat.

Jelolése: A U B

SZAMOK ES BETUK



Az A és B halmaz kozos részének — mas széval metszetének - ne-
vezzik azt a halmazt, amely azokat az elemeket tartalmazza, ame-
lyek mindkét halmazban megtaldlhatok. A példdban azoknak a na-
poknak a halmaza, amikor siitott a nap és esett az esd.

Jelolése: AN B

Az elsé példaban leirt taborban minden éjszaka Orségben voltak a tabor lakéi a tabortliznél.
A nyolcadikosok augusztus 2-an voltak eldszor 6rségben, és minden negyedik éjszaka Gjra rajuk
keriilt a sor.

a) Abrézoljuk Venn-diagramon az adatokat.

b) Mely napokon kellett 6rségben lenniiik a nyolcadikosoknak?

Megoldds

S olcadikosok

b) A nyolcadikosok 2-an, 6-an, 10-én és 14-én voltak 6rségben. Ezt tigy is mondhatjuk, hogy a {2;
6; 10; 14} halmaz a tdborozds napjainak részhalmaza.

Egy halmaz bizonyos elemeinek halmazat az adott halmaz rész-
halmazanak nevezziik. Példdul B részhalmaza A-nak.
Jelolése: B C A.

Az A és B halmaz kiilonbségének nevezziik azt a halmazt, amely
azokat az elemeket tartalmazza, amelyek elemei A-nak és nem
elemei B-nek.

Jelolése: A \ B.

Példaul: Az A ={1;2;3;4;5; 6}, B=1{1;4;5}, C=1{2;4;7}
halmazok esetében a B halmaz részhalmaza az A-nak,

de a C halmaz nem.
Jeloléseket hasznalva: B C A, de C € A.

Az A és B, illetve az A és C halmazok kiilonbsége:
A\B=1{2;3;6} és C\A={7}.

SZAMOK ES BETUK



I / 1 Mit tudunk a halmazokrol?

Gyakoriak az olyan feladatok, amikor nem vagyunk kivancsiak egy halmaz 6sszes elemére, nem akar-
juk felsorolni azokat, hanem szamunkra csak az az érdekes, hogy hany eleme van a halmaznak.

A tabori reggelinél szombaton 148, hétfén
pedig 127 adag rantotta fogyott el. Sajtot
vagy szalonndt lehetett kérni hozza, és
mindenki kért legalabb az egyikbdl. Sajttal
161-en kérték, szalonnaval pedig 145-en.
a) Hany olyan rantotta fogyott, amelyiken
sajt és szalonna is volt?
b) Hany olyan rantotta fogyott, amelyiken
csak sajt volt?

Megoldas

a) A reggelinél a két napon Osszesen 148 + 127 = 275 adag rantotta fogyott el, amelyeken sajt vagy
szalonna volt.
Mivel volt olyan rantotta, amelyiken sajt és szalonna is volt, ezért ezeket az adagokat kétszer
szamoltuk.

Jeloljiik x-szel azoknak a rantottdknak a szamat, amelyeken sajt és szalonna is volt.

(Szalonna /> \ Sajt /

)

Sajt vagy szalonna 161 + 145 — x adag rantottan volt.
Igy 161 + 145 — x = 127 + 148
306 +x =275
x=31
31 adag olyan rantottat készitettek, amelyen sajt és szalonna is volt.

Megjegyzés: A feladatot nem csak egyenlet segitségével lehet megoldani. A megoldashoz sziik-
séges lényeges gondolat az volt, hogy azokat a rantottakat, amelyeken sajt és szalonna is volt,
kétszer szamoltuk.

b) 161 — 31 = 130 adag rantottan csak sajt volt.

Halmazok metszetének, unidjanak elemszamat altalaban gy hatarozhatjuk meg legkdnnyebben, ha
Venn-diagramot készitiink, amelybe beleirjuk a részhalmazainak elemszamat.




;7

1~ Dontsd el, melyek alkotnak halmazt az alabbiak koziil! Valasztasodat indokold!
a) A kétjegyli paros szamok; b) A hét munkanapijai;
¢) A nyar legszebb pillanatai; d) Egy megszerkesztett haromszog f6l6tti pontok.

25 Sorold fel a kovetkezé halmazok elemeit!

a) Az osztalyod keddi orai;

b) Magyarorszag harom legmagasabb hegycsucsa;

¢) A 35-nél kisebb primszamok;

d) A 10-nél kisebb természetes szamok négyzetének utolsé szamjegye.

35 Add meg elemeik felsorolasaval az A és B halmazokat!
A = {23-nal kisebb, 4-gyel oszthatd természetes szamok}
B = {15-nél nem nagyobb, 3-mal nem oszthatd pozitiv egész szamok}

4~ Déntsd el, hogy az alabbi halmazok koziil melyik részhalmaza a mésiknak! Ird le jel6lésekkel is!

a) A = {a hét napjai} B = {péntek, vasarnap}
b) A = {a tavaszi honapok} B = {az év els6 hat honapja}
c) A=1{2;3;6;8; 10} B={1;2;3;4;6;7; 8 10}

d) A = {a harommal oszthato kétjegyl szamok}
B = {olyan természetes szamok, amelyek szamjegyeinek 6sszege oszthaté harommal}
e) A = {a pozitiv szamok} B = {a nullanal nagyobb paros szamok}

58 Abrazold Venn-diagramon az alabbi halmazokat a fiizetedben!
A={-10;—7; —4; —2; 1; 3; 8; 9} B=1{-9;—6; —2;1; 3; 4; 6; 9}
a) Hatdrozd meg az A U B halmaz elemeit! b) Hany elembdl all az A N B halmaz?

6~ Ha az A halmaznak 15 eleme van, a B halmaznak 9 eleme van, és az A N B halmaz 6 elemd,
akkor hany eleme van az A U B halmaznak?

7~0 Az A halmaznak 21 eleme van, az A U B halmaznak 42 eleme van, a metszetben pedig 10 elem
van. Hany elemt a B halmaz?

83 a) Hany kétjegyl paros szam van? b) Hany harommal oszthatd kétjegyli szam van?
c) Hany hattal oszthat6 kétjegyl szam van?
d) Hany olyan kétjegyli szam van, amely oszthato kettével vagy harommal?

95 Egy 15 tagu csoportban mindenki beszéli az angol és a német nyelv valamelyikét.
Kilencen beszélnek koziiliik németiil, tizen angolul. Hanyan beszélik mindkét nyelvet?
A csoportban hanyan beszélnek csak angol nyelven?

105 Egy iskolaban 48 diak vett részt egy matematika-tesztversenyen, 25-en pedig egy turaval egy-
bekotott matekversenyen. 31 olyan didk volt, aki csak a tesztversenyen vett részt.

a) Hany olyan tanuld volt, aki mindkét versenyen részt vett?

b) Hany olyan tanuld volt, aki csak a turaval egybekotott versenyen vett részt?

SZAMOK ES BETUK



A legismertebb szamok a pozitiv egészek, ide
tartoznak az 1; 2; 3; 4; 5; ..., és Z*-szal jeloljiik.

Ehhez az indiaiak hozzavették a nullat (0; 1; 2; 3; ...), igy
sziiletett meg a természetes szamok halmaza, jele: N.

A vagyon és az addssag megjelenésével megsziilettek
a negativ egész szamok, a —-1;-2; -3; —4;-5; ..., ezeket a
szamokat szoktuk Z-szal jeldlni.

Az egész szamok halmazaba a pozitiv és negativ
egészek és a nulla is beletartozik, jele: Z.

A racionalis szamok jele Q, és azok a szamok tartoznak
ide, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként.

Egy csom¢ racionalis szamot ismerek.
Pl: 10; =1: 2.4:8/3; 0.3 ...

A hosszl nyari sziinet utan folytatjuk a matematikaérdk sorat.
Szedjiik 6ssze kdzdsen, mi mindent tanultunk eddig a szamokrol!
Rendszerezziik ezeket az ismereteket!

Q

A feladatok megoldasan keresztil ismételjétek at az eddig tanultakat! 3-4 f6s csoportokban dolgoz-
zatok! Osszatok el a csoport tagjai kozott a munkat ugy, hogy mindenkinek jusson legalabb egy meg-
oldand¢ feladat! Ha elkésziiltetek, beszéljétek meg a feladatot és a megoldasokat a csoport tobbi tagjaval!

A csoport

1o Jelold a felsorolt szamok helyét a szam-
egyenesen!
4 11 Tt

3. : _ 4 11, _
4’ 2)5) 3) 3 b 2

25 Irj a bettik helyére két-két szdmot tigy, hogy
teljestiljon a megadott relacio!

a) 1% <a<21
b) —3,6 < b <-2,8

1 1
c) 11<c<10

35 Lehet-e két racionalis szam
szorzata egész szam?

45 Add meg a felsorolt szamok két-két tort alakjat!

10 3
; 2,5; —3;
n 5 3 14

55 Végezd el a muveleteket!
a) —8 +[—25—(—16)]

4 S
b) o5 + 4,67

100
_|(4_3).5].
¢) 1,5 [<3 4> 7].0,5
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B csoport

1~ Jelold a felsorolt szamok helyét a szdim-  3s Lehet-e két racionalis szam

egyenesen! hanyadosa egész szdm?
%; —%; —1,5; 5412 ; % 4> Add meg az alabbi szamok két-
5 két tort alakjat!

25 Irj a betlik helyére két-két szdmot ugy, hogy 7 o 25 25

teljestiljon a megadott relacio! 4’ ’ oo 7

a) 2; <a<227 b) -1,6 <b <—1% 53 Végezd el a muveleteket! "
a) 8 +[—23+(—56) b) 8,6 —3,7 + =

) <c< é— [ | 20

1.2 .5

c) 3 + ( 33 —1 6)

C csoport

1~ Jelold a felsorolt szimok helyét a szdm- 4& Add meg az alabbi szamok

egyenesen! két-két tort alakjat!

. _3. 11. _36, 7 12, _s .13
]- 8 2 b} 4 ) 2 b) 4 4 b} 5> 3>5’ 1

2> Irj a betiik helyére két-két szamot tigy, hogy
teljestiljon a megadott relacid!

a)4i<a<48 b)—2,8<b<—2%

53 Végezd el a muveleteket!
a) 5+[-7+ (-11)]

b) %—0,125+ 7

2
<e<£-

) Tor 100 ) ( <_1)> . <_;>
35 Mit neveziink egy szam reciprokanak? 4 3
D csoport
1o Jelold a felsorolt szamok helyét a szam- 48 Add meg a felsorolt szamok
egyenesen! két-két tort alakjat!
_7. . 9. _72, 20 11. . —14- E)

5 b 1)67 4 b} 4 ) 6 3 > 6,8, 14, 2 8
25 Irj a betiik helyére két-két szdmot ugy, hogy

L s 53 Végezd el a muveleteket!
teljestiljon a megadott relacio! a) =7 +[-15+ (—42)]

3 6

a)8—<a<84 b) =5,7 < b <—5-> 11
20 7 _(_

b)9+10 ( 5)

c) 72 21 36 .27

49 54 28 14

) 15 <c<10

3> Mit neveziink egy racionalis szam abszolut
értékének?

SZAMOK ES BETUK



Racionalis szamok uton-utfélen

PAROS MUNKA

1. Rajzoljatok le a halmazt a fiizetetekbe, majd irjatok a megfelel6 helyre az
alabbi szamokat! Egyeztess a padtarsaddal, hogy jol dolgoztal-e!
4. _ . . .. —29. 12 | 2. :
N A L
2. Dontsétek el az alabbi allitasokrdl, melyik igaz és melyik hamis! Valaszo-
tokat minden esetben indokoljatok!
a) Minden egész szam egyben természetes szam is.
b) Az egész szamok halmazaban benne van a 0 is.
c) A pozitiv és a negativ egész szamok egyiitt az egész szamok halmazat
alkotjak.
d) Minden természetes szam egyben racionalis szam is.
e) Az 1 nem racionalis szam, mert nem irhato fel két egész szam hanyadosaként.
f) A —2 egész szam, de nem természetes szam.
g) Minden racionalis szam egyben egész szam is.

A racionalis szamokkal végzett miiveletek teszik lehetévé, hogy a mindennapjainkban felmeriilé szami-
tasi feladatokat elvégezziik. Sokszor hasznaljuk ezeket mértékegység-atvaltasoknal, tortrész kiszamita-
sakor vagy szazalékszamitasnal.

PAROS MUNKA

Felvaltva vélaszoljatok meg az 1. és 2. kérdést! A 3. feladatot el6szor egyediil oldjatok meg, majd
egyeztessétek az eredményt!

1. Soroljatok fel az altalatok ismert mennyiségeket és ezek mértékegységeit!

2. Rendezzétek novekvd sorrendbe az egy mennyiséghez tartozd tanult mértékegységeket, majd
irjatok kozéjiik az atvaltasi szamokat!

3. Végezzétek el az alabbi atvaltasokat!

a) Hany kg, illetve dkg 5650 g? b) Hany dm, illetve méter 4250 cm?
¢) Hany liter 82,4 dI? d) Hény m’ 750 dm??

e) Hany nap a 168 dra? f) Hany liter 1,44 m’?

4. Az angolok és az amerikaiak még ma is sokszor a hagyomanyos mértékegységeiket hasznaljak.
1 yard = 3 lab = 36 hiivelyk, azaz 1 1ab = 12 hiivelyk.
a) Hény hiivelyk 2 yard? b) Hany yard 2 hiivelyk?

¢) Hany hiivelyk 8% lab? d) Hany lab 2,4 hiivelyk?




| I

1~ Fogalmazd meg, mit neveziink racionalis szamnak!

25 Keress tobb olyan tort alaku szamot, amelynek tizedes tort alakja végtelen szakaszos tizedes
tort alaka!

35" Vannak-e nem racionalis szamok?

43\ Mely raciondlis szdmok tizedes tort alakja lesz véges tizedes tort alaku?

55 Igaz-e, hogy a racionalis szamok tizedes tort alakja véges vagy végtelen szakaszos tizedes tort?
65 Igaz-e, hogy két raciondlis szdm Osszege is racionalis szam?

78 Csoportositsd a racionalis szamokat tizedes tort alakjuk szerint!

83 Adj meg egy olyan tizedes tortet, amely nem szakaszos!

9 A Fold idézonakra oszthat6. Az alabbi varosok kiilonbozé id6zéndkban taldlhatok. Az abran
lathato 6rak a helyi id6t mutatjdk az adott varosokban. A feladat megoldasahoz hasznalhatod
a foldrajzi atlaszodat is.

£T) - %R Holoa oY) - oY
U & u & 2ON06

BUDAPEST LONDON LOS ANGELES m BANGKOK

a) Anna budapesti id6 szerint éjjel 11-kor hivja fel Bangkok-
ban €16 baratndjét. Hany 6ra van ekkor Bangkokban?

b) Thomas Londonban ¢él. Reggel 7:45-kor hivja fel Los
Angelesben €16 baratjat. Hany dra van ekkor Los
Angelesben?

c) A Helsinkiben él6 Aino délutan fél 4-kor hivja fel a
budapesti Grétit. Hany éra van ekkor Budapesten?

d) Milyen nap és hany 6ra van a fenti varosokban akkor,
amikor Budapesten hétf6 reggel 8 6ra van?

10 Panni a december havi zsebpénzének % részébdl ajandékokat vesz, negyedrészét elkolti az

iskolai biifében. A maradék pénz felét félreteszi, masik felét pedig kolcsonadja kisdccsének.
a) A pénzének hanyadrészét teszi félre Panni?

b) Mennyi pénze volt decemberben, ha az iskolai biifében 1400 Ft-ot koltott el?

¢) Mennyi pénzt adott a kisdccsének?

SZAMOK ES BETUK



115 Egy kabeltévé-szolgaltatd cég szeretne néhany uj tv-csatornat inditani, a két mar foglalt tv-
csatorna kozott. A szomszédos adasok kozott legalabb 8 MHz savszélességnek kell lennie, hogy az
adasok ne zavarjak egymast. Az alabbi abran pontokkal jeloltiik a jelenleg foglalt frekvenciakat.

& ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! & »

530 540 550 560 570 580 590 600 610 620 630 640 650 MHz
a) Legfeljebb hany szabad csatornahely van?

b) Milyen savszélességre kertil a tizedik Gj csatorna, ha 530 MHz utan minden lehetséges helyre
keriil egy ad6?

123 Toni bicsi egyik nap délutdn 2-ig értékesitette az

Osszes eladdsra szant epret. Reggel egy vendégld tulaj-

donosa a teljes mennyiség kétotod részét vasarolta meg,

a déleldtt tovabbi részében a maradék egyharmadat vitték

el, délutan, az utolsé vevo érkezése elott elfogyott a még

meglévo készlet haromnegyede, igy az utolsé vevé mar

csak 6 kg-ot tudott venni a bef6zéshez.

a) Az Osszes eper hanyadrésze fogyott el a délel6tt folya-
man?

b) Hany kg epret vitt a piacra Toni bacsi?

c¢) Hany kg-ot vitt el a vendégl6s?

d) Hanyszor tobb eper fogyott el délel6tt az utolsé vevd altal megvasarolt mennyiségnél?

133 a) Volt 24,6 eurd spérolt pénzem, de a 60%-4t elkdltdttem a bécsi kardcsonyi vasarban. Hany
euré6m maradt?

b) 52 600 Ft-bol 18 410 Ft-ot koltottiink utazasra. A pénz hany szazalékat koltottik el?

¢) Aziskola tanuldinak 42%-a, 714 {6 volt mar idén szinhazban. Hany diak jar a suliba?

14 a) Egy gorkori arat a tavasz folyaman 20%-kal emel-
ték. Mennyibe keriil a 14 400 Ft-os korcsolya az aremelés
utan?

b) Egy gorkorizashoz hasznalt bukésisak ara a 20%-os
aremelés utan 3300 Ft-ba keriilt. Mennyi volt az ere-
deti ara?

c) Egy 4000 Ft-os széldzseki arat el6szor 20%-kal
megemelték, majd az sz folyaman 15%-kal csokken-
tették. Mennyibe kertilt a széldzseki a kétszeri arvalto-
z4s utan?

d) Mennyibe keriilt eredetileg az a gérkorizashoz ajanlott kesztyti, melynek az eredeti arat 30%-kal
felemelték, majd a késébbiek soran 20%-kal csokkentették, és ekkor 2080 Ft-ot kellett fizetni
érte?
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Rajzoljatok a flizetetekbe olyan négyzeteket, amelyek teriilete 1; 4; 9; 2; 5; 10 teriiletegység! 1 teriilet-
egység a flizetben egy kis racsnégyzet teriilete legyen.

Megoldas

Az els6 harom esetben konnyti dolgunk van,
mert a négyzetracs oldalaival parhuzamosan
rajzolhatunk négyzeteket.

A 2 egység teriiletli négyzet megrajzolasa mar
egy kis otletet kivan. Ha csak a négyzetracs ol-
dalaival parhuzamos oldalakat akarunk hasz-
nalni, akkor nem boldogulunk
a feladattal. Haszndljuk fel azt,
hogy az egységnégyzet atldja 0,5
tertiletegységli  haromszogekre
bontja a négyzetet! Négy ilyen
haromszog megfelel6 ossze-
illesztésével megkaphatjuk a 2 egység teriiletti
négyzetet.

Az el6z6 otletet felhasznalva megrajzolhatjuk
az 5, illetve 10 egység teriilet(i négyzetet is.

Hatarozzuk meg az elsé példaban megrajzolt
négyzetek oldalhosszat!

Megoldds
Az els6 harom esetben az abra alapjan gyorsan
valaszolhatunk a kérdésekre.

Tertilet: t, = 1 teriiletegység,
oldalhossz:  a, =1 egység
Tertilet: t, = 4 teriiletegység,
oldalhossz:  a, =2 egység
Teriilet: t, =9 teriiletegység,
oldalhossz:  a, =3 egység

SZAMOK ES BETUK

A 2 egység teriiletli négyzet esetében csak méré-
sen alapuld becsléssel, kozelit6leg tudjuk meg-
mondani a négyzet oldalhosszat. A mérés ered-
ményeként azt kapjuk, hogy a 2 egység tertiletti
négyzet oldalhossza =~ 1,4 egység. Természete-
sen ez nem pontos érték, mert igy az 1,4 oldalu
négyzet teriilete ¢ = 1,96 tertiletd lenne.
Ugyanigy méréssel, kozelité értékkel hataroz-
hatjuk meg az 5, illetve 10 teriiletegységnyi
négyzet oldalhosszat is.

Ha t = 5, akkor az oldalhossz = 2,2,

ha t = 10, akkor az oldalhossz = 3,2.



I / 4 A racionalis szamokon tul, a négyzetgyok fogalma

A pontos érték jelolésére bevezetiink egy uj jelet.

V2 -vel jeloljiik, és négyzetgyok kettének mondjuk a 2 egység teriiletli négyzet oldaldnak hosszét.
A négyzet teriilete tehat: t = (ﬁ )2 =2.

V5 -tel jelljiik, és négyzetgyok otnek mondjuk az 5 egység teriiletti négyzet oldalanak hosszét. A négy-
zet teriilete tehat: t = (\/g )2 =5.

A fogalmat altalanosithatjuk:

Ha a > 0, akkor va (négyzetgyok a) jelenti azt a nemnegativ szimot, amelynek négyzete a-val egyen-
16. Ha nem okoz félreértést, akkor négyzetgyok a helyett gyakran csak gyok a-t mondunk.
Példaul:

\/7 =2, mert 2 = 4; \/3 =3, mert 3 9
\/T =1, mert 1°=1; \/7 =0, mert 0% = 0;

_ 2 _ 0.16; /T _1 1p_ 1
J0,16 = 0,4, mert 0,42 =0,16; J =5 mert <5> .

Van-e a —9-nek négyzetgyoke?

Megoldas

Nincs, mert barmilyen szdmot négyzetre emelve (6nmagaval megszorozva) csak nemnegativ sza-
mot kaphatunk. Tehat negativ szamoknak nincs négyzetgyoke!

Megmondhaté-e, hogy hol helyezkedik el a v/2 a szimegyenesen?

Igen. Rajzoljunk egy szamegyenest! Vegyiik korzényildsba a 2 egység teriiletii négyzet oldalat (az egy-
ség tertiletli négyzet atlojat), majd mérjiik fel az origobol ennek a szakasznak a hosszat! Vigyazzunk,
a szamegyenesen ugyanakkora egységet vegyiink fel, mint a négyzet rajzolasakor!

Meghatérozhaté-e pontosan a v/2 értéke tizedes tort alakban?

Prébaljuk meg kiszdmitani v'2 néhany tizedesjegyét!

1,4 <v2 <15, mert 1,4* <2< 1,5

1,41 <v2 < 1,42, mert 1,41> <2< 1,427

1,414 < V2 < 1,415, mert 1,414> <2 < 1,415’

Ezt a kozelitést tetszélegesen sok tizedesjegy esetén elvégezhetjiikk, de pontos értéket nem kapunk.
Példaul a v/2 hét tizedesjegyre kerekitett értéke: 2 ~ 1,4142136; 18 tizedesjegyre kerekitett értéke.
V2 = 1,414213562373095049. A v/ 2 tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos tizedes tort.




A racionalis szamokon tul, a négyzetgyok fogalma I / 4

Azokat a szamokat, amelyeknek tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos tize-

des tort, irracionalis szamoknak nevezziik.

Az eddig tanult szamokat most egy Gj szamhalmazzal egészitettiik ki,
ez az irracionalis szamok halmaza. Jele: Q*.

A racionalis és az irracionalis szamok egyiittesen alkotjak a valos sza-
mok halmazat. Jele: R.

FELADATOK

1" Rajzolj egy a fentihez hasonl halmazabrat a fiizetedbe! Ird a felsorolt raciondlis és irracionalis
szamokat a megfeleld helyre a halmazabraban!

0,7; %; V25 —0,006006006...; v'4; 0,12345678...; 0,5; —%

25 Dontsd el az alébbi allitdsokrol, melyik igaz, melyik hamis! Valaszodat indokold!

a) A véges tizedes tortek racionalis szamok.

b) A végtelen szakaszos tizedes tortek irracionalis szamok.

c) A végtelen, nem szakaszos tizedes tortek irraciondlis szamok.

d) A raciondlis és irracionalis szamok egyiitt a természetes szamok halmazat alkotjak.

e) Ha egy pozitiv egész szambol gyokot vonunk, irracionalis szamot kapunk.

3a Vélaszd ki azokat a szdmokat, amelyek valamely egész szdm négyzetei! Szdmold ki, mely szé-
mok négyzetei! Vigydzz, tobb megoldas is létezik, hiszen pl.: 100 = 10” = (—10).
81; 36; 54; —49; 9; 0,5; 144; 18; 169; 8

4~ Szdmold ki a négyzetgyokok értékét! Vigyazz, ide csak pozitiv szdmot irhatsz!

a) V100 b) V49 ¢) V1,21 d) /0,36

e) V0,01 f) V1,69 19 % h) %

55" Adott a négyzet teriilete. Hatarozd meg a négyzet oldaldnak hosszat és a keriiletét!
a) T=49 cm’ b) T=81dm’ ¢) T=169m’ d) T=%mm2

6 Adottak a téglalap oldalai.
I. Szamold ki a téglalap tertiletét!
II. Add meg a vele egyez6 teriilet(i négyzet oldalanak hosszat!
III. Hasonlitsd Ossze a téglalap és a négyzet keriiletét!
a)a=5m, b=20m b) a=3dm, b=27dm
c)a=2cm, b=32dm d)a=4cm, b=36cm




FEJSZAMOLAS . .
— Azokat a természetes szamokat, amelyeknek a

négyzetgyoke természetes szam, négyzetszamok-

Soroljatok fel a természetes szamok négyze- nak nevezziik.

tét 1-t61 20-ig!

A tobbi természetes szam négyzetgyokét az el6z6
leckében tanult eljdrassal csak kozelitleg tudjuk meghatérozni. Ez nagyon hosszadalmas munka. Evti-
zedekkel ezel6tt még négyzetgyoktablazatot hasznaltak a szamolas meggyorsitasara, de ezt a feladatot ma
mar a szamologépek sokkal gyorsabban elvégzik helyettiink. Van olyan szamoldgép, ahol egyetlen gomb
és a szam beirasa utan kaphatunk eredményt, de létezik olyan is, amelyiknél egy adott szam négyzetgyo-
kének meghatarozasahoz egy ugynevezett ,masodik funkcié” (2ndF vagy sHIFT) hasznalata sziikséges.
Fontos, hogy jol ismerd az altalad hasznalt szamoldgépet, hogy hasznalata gyors és megbizhato legyen.

PAROS MUNKA

Keressétek meg a gyokjelet a sajat szamologépeteken és a tarsatokén is! Segitsétek egymast a sza-
mologép hasznalataban!

Hatarozzatok meg szamologéppel az alabbi szamok harom tizedesjegyre kerekitett kozelitd érté-
két! Alkalmazzatok a kerekités szabalyait! Egyeztessétek a kapott eredményeket!

a) V24 b) /1000 ¢) +/0,05 d) /% e) +/0,00000000015

A négyzetgyokvonds a mobiltelefonok nagy részén is el-
végezhetd. A legtobb okostelefon szamologép-alkalmaza-

sa elsére nem kinalja fel a négyzetgyokvonas funkciot, de ) | pi
a telefon elforgatasaval olyan tudomanyos szamoldogép hiv- Rad Grad
haté el6, amellyel mar lehet gyokot vonni. in cos tan

log 107x

Az elmult évtizedek gyors infor- X2 xhy
matikai fejlédése teremtette meg
annak a lehet6ségét, hogy valamilyen eszkoz kiszamolja helyettiink a sza-
mok négyzetgyokét. Nemrégen - taldn még a nagysziileitek didkkoraban is —
tablazatra volt sziikség a szamok négyzetgyokének meghatarozasahoz.

1. Nézzetek utdna, hogyan hasznaltak a fiiggvénytablazatot a négyzet-
gyokvonas elvégzésére!

2. Keressetek az interneten modszert arra, hogyan lehet a négy alapmtvelet
segitségével négyzetgyokot vonni!

3. Készitsetek egy 3-4 diabol allo prezentaciot, és mutassatok be az olvasott
eljarast osztalytarsaitoknak is!

78,0004

MR
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Szamok negyzetgyoke I / 5

FELADATOK

1a" Ird a fiizetedbe a helyes allitdsok bettjelét!
a) v144 =12 b) v200 =20 c) V189 =13 d) v256 =16
e) v 625 =25 f) V289 =17 g) 100000 =100 h) v361 =19

25" Szémold ki a felsorolt négyzetgyokok értékét! Hasznalhatod a zsebszdmoldgépedet!

a) /0,16 b) V2,25 0 /1,9 d) V324
1 25 9 64
o\ Dt 8 19 " /10 000

35 Az alabbiakban néhany kér teriiletét adtuk meg cm’-ben. Szdmold ki a kér sugardnak és kerii-
letének hosszat!

a) T=100-71 b) T=121-x c) T=225-1 d) T=289-1

e) T=144- 1 f) T=361-7

45 Kisebb, nagyobb vagy egyenl4? Tedd ki a megfeleld relécios jelet! A fiizetedben dolgozz!
a) V5 V25 b) V1 Vo

o8l (Vo) oV

e) /0,16 (-2 f) V36 (Va?)

58 Szamitsd ki az aldbbi négyzetek teriiletét és oldalanak hosszuségat, ha egy négyzetracs oldal4-
nak hosszusaga 1 egység!

6 Egy négyzet teriilete 144 cm’.

a) Mekkora a négyzet oldala?

b) Hanyszorosara valtozik a teriilete, ha az oldalat a kétszeresére noveljiik?

c) Hanyszorosara valtozik az oldalak hosszusaga, ha a teriiletét az 6tszordsére noveljiik?

d) Mekkora lesz annak a négyzetnek az oldala, amelynek teriilete feleakkora, mint az eredeti négy-
zet teriilete?




I / 6 Hatvanyozas nemnegativ kitevo esetén

A hatvany fogalmat nagy szamok leirasahoz, a pozitiv egész szamok primtényezds alakjanak felirasahoz
hasznaltuk.

A hatvany az azonos tényez6kbdl all6 szorzat rovidebb leirasa:
Ismételjiik at az elnevezéseket!

Péld4ul az 5° esetében:

- ahatvanyalap az 5,

- a hatvanykitevo, vagy roviden kitevé a 3,

— ahatvanyérték az 5° = 125.

Megallapitottuk, hogy minden szam els6 hatvanya 6nmaga, és barmely 0-t6l kiilonb6z6 szam nulladik
hatvanya 1.

PAROS MUNKA

El6észor oldjatok meg a feladatot 6ndlléan, majd cseréljetek fiizetet, és ellenérizzétek a tarsatok
munkajat! Ne irj a tarsad fiizetébe, el6szor beszéljétek meg az eltéréseket!

[rd fel a megadott hatvdnyokat, majd szdmitsd ki az értékiiket!
a) Egy olyan hatvany, melynek alapja 5, kitevéje 2.
b) Egy olyan hatvany, melynek alapja —2, kitevéje 3.

c¢) Egy olyan hatvany, melynek alapja %, kitevéje 3.
d) Egy olyan hatvany, melynek alapja (—%), kitevéje 2.
e) Egy olyan hatvany, melynek alapja 0, kitevéje 11.
f) Egy olyan hatvany, melynek alapja <%>, kitevéje 0.

Hatvanyok szorzasa és osztdsa alkalmaval — megfelel6 feltételek teljesiilése mellett — megfigyelhettiink
olyan azonossagokat, amelyek egyszerusitik a muveletek elvégzését. Az alabbiakban felsoroljuk, milyen
azonossagokat ismertiink meg, és minden szabélyra mutatunk példat.

Els6 szabaly: Azonos alapt hatvanyokat ugy is szorozhatunk, hogy a kozos alapot a kitevok sszegére
emeljiik: 3°- 3% = 3°,

Masodik szabaly: Azonos alapt hatvanyok osztasanal,

ha a szamlalé kitevéje nagyobb, mint | ha a szamlalo kitevdje kisebb, | ha a szamldlé és a nevezd
a nevezo kitevdje, akkor az osztast ugy | mint a nevezd kitevéje, akkor | kitevije egyenld, akkor a tort
is elvégezhetjiik, hogy a szamlalo ki- | annyi tényezével tudunk egy- | értéke 1:
tev6jébdl kivonjuk a nevezd kitevojét, és | szertisiteni, amennyi a szam-
a kozos alapot erre a kitevére emeljiik: | laléban van:

i—: =4, Z—j = # 2




Harmadik szabaly: Hatvanyt ugy hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevok szorzatara emeljiik:
(2') = 2",

Negyedik szabaly: Azonos kitev6jii hatvanyokat gy is 6sszeszorozhatunk, hogy az alapok szorzatat
a kozos kitevre emeljiik: 2*-5* = (2-5)",

Visszafelé alkalmazva: Szorzatot ugy is hatvanyozhatunk, hogy az egyes tényezdéket hatvanyozzuk, és
a hatvanyokat Gsszeszorozzuk: 6' = (2-3)' = 2"+ 3",

Otodik szabaly: Azonos kitevéjli hatvanyokat tgy

is oszthatunk, hogy az alapokat elosztjuk, és a ka- cSOPORTMUNKA
pott hanyadost a kozos kitevore emeljiik:

7 <Z>5. Valasszatok a szabalyok koziil egyet, beszél-

55 ;
_ ) 2 ) 2 ) ) jétek meg, ki melyiket vélasztotta! Irjatok ra
Visszafelé alkalmazva: Hanyados hatvanyozasakor példat, és igazoljitok az azonossgot a felirt

a szamlald és a nevez6 megfeleld hatvanyat oszt- példén keresztiil! Mondja el mindenki a sajit

hatjuk el egymassal: példajat és indoklasat a tobbieknek! A cso-
( g )3 — Sz ) port tobbi tagja véleményezze a hallottakat!

Figyeld meg!

A hatvanyértékek nagyon gyorsan névekednek.

2 =1024 3" =59 049 5" = 9765 625

2% =1048 576 3% = 3486 784 401 5% = 95 367 431 640 625

Olvassatok ki a szamokat!

A sakk egy tobb mint ezeréves jaték, amelynek eredetérdl mesék,
legendak szolnak. Az egyik legelterjedtebb torténet szerint egy
brahmin (az indiai kasztrendszerben f6pap, féminiszter) talalta
fel, hogy a radzsat (uralkodét) szérakoztassa. Szerény jutalmat
kért maganak. A sakktabla els6 mezejére 1, a kovetkezdre 2,
a harmadikra 4, és igy tovabb, minden mezére kétszer annyi
buzaszemet, mint az el6z6n volt. A radzsat igencsak szérakoz-
tatta a jaték, ezért megigérte, hogy azonnal teljesiti a brahmin kérését. Nagy volt a meglepetése, mikor
jelentették neki, hogy egész birodalmaban nem termett ennyi buza.

A sakktablara dsszesen 1+ 2 + 2° + 2° + ... + 2% darab btizaszemet kellett volna tenni. Szdmitsuk
ki, mennyi buiza ez:

1+2+2"+2°+ ... +2% = 18 446 744 073 709 551 615 ~ 1,84 - 10" db buzaszem, ami kb. 7- 10"
tonna. Még ez is hatalmas szam. Ha vasuton szeretnénk ennyi buzat elszallitani, akkor kicsit tovabb
kell szamolnunk. Egy gabonaszallité vasuti kocsi 16 m hosszu és 60 tonna teherbirasu, tehat a szerel-
vény hossza kb. 5000-szer érné koriil a Foldet.

SZAMOK ES BETUK



Hatvanyozas nemnegativ kitevo esetén

FELADATOK

Keresd meg a helyes valaszokat! Lehet, hogy egy feladatnal tobb helyes megoldast is talalsz.
15" Hany darab hdrmas kitevéjti hatvanyt talélsz a felsoroltak kozott?

(%)3; 064 35  (=21)% 3

a) l b) 2 c)3 d) 4 e) egyet sem
2 Szamold ki a 2'° értékét!
a) 2 b) 10 c) 100 d) 512 e) 1024

3~ Mennyi az alapja annak a hatvanynak, melynek a kitevéje 2, a hatvanyértéke 1442
a) 2 b) 12 ) 72 d) 144 e) 20736

16 ,

4> Mennyi a kitev6je annak a hatvdnynak, melynek az alapja (—%), a hatvanyértéke 55 ¢

a) 2 b) 3 c) 4 d) 8 e) 16

55" Mennyivel egyenl6 a 8°- 8 szorzat?
a) 8°%? b) 8°° c) & d) 8 e) 8°7°

6~ Melyik egyenld az (%)7 hatvénnyal?

a) 0,5 b L o (3] @) (5) > £ (=0,5)’

75" Melyik osztds eredményeképp kaphatjuk meg a 4° hatvanyt?

W 4 b 4 0 4 @ 3

8~ Valaszd ki a helyes allit4st!

9 Vilaszd ki, mennyivel egyenld a (2°)° hatvany!

a) 2° b) 2° ) 26 d) 32 e) 64

10 Valaszd ki a hamis 4llitasokat!

a) Minden szam nulladik hatvdnya 6nmaga.

b) Azonos alapu hatvanyokat ugy is szorozhatunk, hogy a kozoés alapot a kitevok szorzatdra
emeljiik.

¢) Hatvanyt ugy hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevék dsszegére emeljiik.

d) Azonos kitev6jli hatvanyokat ugy is 0sszeszorozhatunk, hogy az alapok szorzatat a kozos ki-
tevére emeljiik.

e) Azonos kitevojli hatvanyokat ugy is oszthatunk, hogy az alapokat elosztjuk, és a kapott hanya-
dost a kitevék hanyadosara emeljiik.




Hatvanyozas egész kitevovel I / 7

PAROS MUNKA

Fogalmazzatok meg, mit jelent egy szim e ellentettje;
e reciprokal!

m Ezzel a gondolatmenettel a hatvany fogalmat bo-

vithetjiik, és értelmezhetjiik negativ egész kitevo-

[rjuk fel 10 hatvanyainak segitségével az alab-

re is.
i sz4 !
bi szdmokat! A tablazatbdl leolvashatjuk példaul, hogy:
1 000 000 10° 107 = L
:10 10
100 000 10° Ez a meghatarozas mas hatvanyalap esetén is ér-
:10 telmezheto:

10 000 10*

10 1000 e nesetv kitevd
10 100 107 5’2‘:.:.'5.2 =~ eef@n{'dﬂ' b.'t’{-&g

:10 .
10 10
:10 Megfigyeléseinket szavakkal is megfogalmazhat-
juk: A negativ egész kitevéji hatvany egyenlo az
ellentett kitevoji hatvany reciprokaval, feltéve,

Folytassuk az atalakitast 1-nél kisebb pozitiv hogy a hatvanyalap nem nulla. (A 0-nak nincs
szamokkal is! A bal oldali oszlopban minden reciprokal)

eddigi sor 10-ed része volt a felette 1évének,
a jobb oldali oszlopban a 10 kitevéje soron-

1 10°

ként eggyel csokkent.
_1 a
0,1 10 10
:10
_ 1 -
0.01= 100 =
:10
_ 1 3
0.901 = 7600 10
:10
1 4
0.0001=15000 | 10
:10
_ 1 s
0,00001= 7450 00 | 10




I / 7 Hatvanyozas egész kitevovel

[rjuk 4t a megadott hatvédnyokat negativ kitevé hasznélata nélkiil! Szdmitsd ki a hatvany értékét!

a)3™ b) 2™ ¢) (—4)” d) (=2)”
Megoldas

a)3_4=%=81—1 b)z*:#:%

) (7= iy =16 D= =

Ez a meghatarozas az azonos alapu hatvanyok osztdsara vonatkozo azonossag megfogalmazasat is egy-
szerlsiti. A szamlalo és nevezd nagysagrendjének viszonyatdl fiiggetleniil megfogalmazhat6 az alabbi
szabaly:

Azonos alapu hatvanyokat ugy is eloszthatunk egymassal, hogy a szamlalé kitev6jébdl kivonjuk
a nevezd kitevojét, és az alapot erre a kiillonbségre emeljiik.

[rjuk fel az aldbbi osztdsokat egyetlen hatvdnnyal!

26 23* 11°
a) — b — c) ——
)22 )237 ) 11°

Nézziink erre példat!

Megoldas

Alkalmazzuk mindharom esetben az el6z6ekben megfogalmazott azonossagot!

26 6-2 4 23* 4-7 -3 11° 6-6 0
a) ==2"""=2 b) 22 =23""=23 c) —=11"=11"=1
)22 )237 ) 11°

FELADATOK

1a" Ird fel az aldbbi hatvdnyokat negativ kitevé 25 Ird 4t az aldbbi hatvanyokat tort nélkiili
hasznalata nélkdl! alakban! Alkalmazd a negativ kitevéjt hatva-

a) 2™ b) 37 by 1

c) 107" d) 11 5°

) (~4)" f) o) ) ot @) L7
e) 0,001 f) 0,1




Hatvanyozas egész kitevovel

35 Déntsd el, melyik egyenl8ség igaz!

45 Keresd meg az egyenld kifejezéseket!
a) 57 A) 31—2

-5 1
b) 2 B) 1 000 000

1
©) 64

1
D) as

1
E) 121
58 Végezd el az aldbbi miiveleteket, majd al-
lapitsd meg, melyik miveletsor eredménye ki-
sebb, mint 10~°!

c) 117
d) 107°

e) 47

710
W

13*
f) 1310

6~ Ird 4t a megadott hatvényokat negativ kitevd
hasznalata nélkiil, és szamitsd ki a hatvanyok
értékét!
a) 37"
c) 27
e) (—10)7° N =27

957 h) (=5)7

75" Vélaszd ki, melyik felirds azonos a (—4 -7
hatvannyal!
a) 4°-7

c) —4°-7°
e) 28°

b) 87°
d) 6’

b) 4-7°
d) 11°
f) —28°

/7.

83 Hasonlitsd 6ssze az alabbi kifejezéseket, és
keresd meg a nagyobbat! Ha jol dolgoztal, a he-
lyesen kivalasztott kifejezésekhez tartozd be-
tiikbdl egy értelmes magyar szot tudsz kirakni.
Melyik ez a sz6?

K 57° E 1
a) K 5 1000

5
b) A % E3°

1
c) R 25
dM11°
3
e) D %

1
f) A 2016
(=7)
)G 12
¥ =)

9~ Vélaszd ki a helyes allitast!

)23

c) d)
e) )

10~ Szamold ki a hatvdnyok értékét!
V(3] v (3)

9 (3) ()

e) (0,1)7 f (=017
g (02)” h) (0,2)?

i) (0,5 i) (0,5)°
k) (0,01)7° ) (0,01)°




I / 8 Pozitiv szamok normalalakja

Hetedik osztalyban megismertiik, hogyan irhatjuk fel a nagyon nagy pozitiv szamokat révidebb alakban.
Példaul a 250 000 felirhaté 2,5 - 10° alakban. Ezt a szdm normalalakjdnak nevezziik. Tiznél nagyobb
szamok normalalakja olyan kéttényezds szorzat, amelynek elsé tényezdje egy 1 és 10 kozé es6 szam,

e

masodik tényezdje pedig 10 pozitiv egész kitev6jii hatvanya.

PAROS MUNKA

Elészor onalldan oldjatok meg a feladatot, majd egyeztessétek az eredményeket! Valasszatok ki,
melyek a normalalakban megadott szdamok az alabbiak koziil!

a) 25-10° b) 3,254-10° ¢) 6,230-10° d) 0,857-10° ¢) 0,01-10°

Sok masik tandran is talalkozhatsz normalalakban felirt szamokkal. A csillagaszat nagyon tavol 1évo,
hatalmas galaxisokkal és csillagokkal foglalkozik, a fizika, kémia, biokémia pedig a paranyi méret(i ré-
szecskék természetét vizsgalja.

Egy tudomanyos cikkben az atom méretérdl az aldbbiakat
olvashatjuk:

A hidrogénatom a legegyszer(ibb felépitésii atom. A hét-
koznapokban megszokott méretekhez képest a hidrogén-
atom mérete nagyon kicsi, 10~ m nagysagrendd, de az
atommag mérete még ennél is sokkal kisebb, 107" m.
A méretviszonyokat ugy képzelhetjiik el, hogyha gondolat-
ban az atommagot egy 10 cm sugart gombbé nagyitanank
fel — ami elférne a keztinkben -, akkor az atom mérete egy
100 km sugart gomb lenne.

Nézz koriil a kornyezetedben! Keress iskoladtol, lakdhelyedtdl kb. 100 km-re 1év6 nagyobb telepiilése-
ket, esetleg nevezetes foldrajzi tajegységeket!

Ha nem hasznalnank normalalakot, akkor példaul az atom vagy az atommag méretét sok 0 felhaszna-
lasaval tudnank csak felirni, ami elirashoz vezethet. Normalalak hasznalata nélkiil az atom mérete igy
irhaté: 0,000000001 m, az atommag mérete pedig 0,000000000000001 m. A negativ egész kitevé beve-
zetése lehetdvé teszi az 1-nél kisebb szamok normalalakjanak felirasat.

Egy pozitiv szam normalalakja olyan kéttényezds szorzat, amelynek egyik tényezdje egy 1 és 10
kozé es6 szam, a masik tényezdje pedig a 10 egész kitevdjii hatvanya.

[rjuk fel normalalakban az alébbi szdmokat!
a) 0,028 b) 0,001003 c) 1 d) 13

Megoldas
a) 0,028=2,8-1072 b) 0,001003=1,003-107 ¢) 1=1-10° d) % =0,52=52-10"




Pozitiv szamok normalalakja I / 8

Szamitsuk ki a miveletek eredményét!
a) (5,5-107%)- 2000 b) (1,6-107°)-(2,5-10°%) c) (2,07-107%):(3-107)

Megoldas
a) (5,5-107)-2000 = (5,5-107°)-(2-10*) = 5,5-2-10" =11
b) (1,6-107°)-(2,5-10%) = 1,6-2,5-107°- 10° = 4- 10” = 400

_2,07-10"°
3-107

FELADATOK

1a" Ird fel a kovetkezd szdmokat 10 hatvanyaként!

R T 1
a) 1000 000 b) 10000000000 ¢ 1556000000 % 100 000 000 000 000

c) (2,07-107%):(3-107%) =0,69-10°"=0,69-10"' = 6,9

250 Ird fel a kovetkezd szamokat normélalakban!
a) 275000 b) 82976 293 c) 0,0036842 d) 0,00000000071

3a Ird 4t a normélalakban megadott szamokat helyiértékes alakbal!
a)5-10"° b) 6210 c) 1,11-107° d) 4,045-10°°

4 Szamitsd ki a mtveleteket! Az eredményt normélalakban add meg!

a) (4,6-10°)-(0,5-107);  (4,6-10°)-(0,5-10%);  (4,6-10%)-(0,5-107%);
(4,6-10°)-(0,5-107°);  (4,6-107*)-(0,5-107")

b) (14,8-10%):(3,7-10%);  (14,8-10%):(3,7-10");  (14,8-10°):(3,7-107%);
(14,8-107°):(3,7-107"); (14,8-107°):(3,7-10°)

58 Egy fényév az a tévolsag, amelyet a fény légiires térben egy év alatt megtesz. Egy fényév koriil-
beliil 9,46 - 10”° méter. A fényév meghatarozasihoz hasonléan beszélhetiink fényérarél, fénypercrsl
és fénymasodpercrdl is; ahany métert a fény megtesz egy Ora, egy perc, illetve egy masodperc alatt.
a) Szamold ki, hany métert tesz meg a fény egy dra alatt!

b) A Nap-Fold-tavolsag korilbelil 8,3 fényperc. Fejezd ki ezt a tavolsagot méterben is!

c) A Fold-Hold-tavolsag 1,3 fénymasodperc. Fejezd ki ezt a tavolsagot méterben is!

6 Végezd el a miiveleteket! Az eredményt normélalakban add meg!
a) (1,1-10%)-(2,6-10%) b) (3,4-10%)-(5,3-107) ) (4,2-107%)-(1,9-10")
d) (7,8-10°):(3-10°) e) (10,5-107°):(1,5-10%) f) (91-107):(1,3-107)
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Algebrai alapfogalmak

CSOPORTMUNKA

A csoport minden tagja 6nalléan gondolja végig az elsé feladatot, majd a csoport egy-egy tagja
mondja el ismereteit a tobbieknek! Ha sziikséges, egészitsétek ki vagy helyesbitsétek a valaszokat!
1. Ismételjétek at a kovetkez6 fogalmakat:

a) algebrai kifejezés; b) egytagu kifejezés; c) egyiitthato!

A csoport tagjai felvaltva oldjak meg a 2. feladatot! A tobbiek ellendrizzék a hallottakat, és sziikség
esetén javitsak ki a hibas vélaszokat!
2. Valasszatok ki az egytagu algebrai kifejezéseket, és dllapitsatok meg az egyiitthatoikat!

a) 6,5y°7 b) —5a’*b +3 c) %ab d) a’—1

4
f) 8xy—2x2y g % h) x°

Szamitsuk ki az alabbi kifejezések helyettesitési értékét, haa = —1; b = 2!
a) 3a+6b+2a—2b— Sa

b) 3(a—2 )+2(b+3 --
c) %abz a*b—

Megoldas

a) Kétféle mdodon jarhatunk el. Ha a megadott értékeket behelyettesitjiik a kifejezésekbe, akkor
csak szamokkal kell miiveleteket végezniink:
3:(-1)+6-2+2(-1)=2:2-5(-1)=—3+12-2-4+5=8
Ha azonban alkalmazzuk algebrai tudasunkat, és dsszevonjuk az egynem tagokat, akkor sok-
kal kevesebb szamolast kell végezniink:
3a +6b+2a—2b—>5a=4b
4b=4-2=38

b) A gyorsabb szamolas érdekében elGszor bontsuk fel a zardjeleket, majd vonjuk Ossze az egy-
nemu tagokat! A zdrojelfelbontds soran figyelni kell arra, hogy a zardjelben 1évé tagok mind-
egyikét megszorozzuk a zarojel el6tti szammal. Emellett kiilonés gondot kell forditanunk
a zardjel el6tti minusz eldjelre! Ebben az esetben a beszorzas alkalmaval minden zaréjelben 1év6
tag el6jele ellentétesre valtozik:
3(a—2)+2(b+3)—5(a—b)=3a—6+2b+6—5a+5b =—2a+7b
Ha 6sszevonas utan helyettesitiink be a bettik helyére, akkor kevés szamolassal megkapjuk a ki-
fejezés helyettesitési értékét:

—2a+7b =16
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c) Az egy szinnel jelolt egytagtiak dsszevonhatok:

4 22 5 29 3 42,7 29 4 32 3 32 5 29 7 23
ab 3ab Zab +4ab sab ab ab+-Z-a‘b

5 2 3 4
= %alf — %ab2 — %azb + %azb =—%ab2 + %azb =
=—%(—1)-4+%(—1)2-2 :%Jr%:%

Jegyezd meg!

Az algebraikifejezések koziil csak az olyan egytagu kifejezések vonhatok 6ssze, amelyek egynemiiek.
Egynemiieknek nevezziik azokat az egytagu kifejezéseket, amelyek csak szamszorzokban (egyiitt-

hatékban) kiilonboznek.

[rjuk fel bettkifejezések segitségével az alabbi szdveges dsszefiiggéseket!

a) Egy szamnal kettével nagyobb szam haromszorosa.

b) A szam négyzeténél ottel kisebb szam harmada.

¢) Irjuk fel két szdm Ssszegének és kiilonbségének az 8sszegét, majd az dsszegnek vegyiik a felét!

d) Egy szam haromszorosabdl kivonjuk egy masik szam négyszeresét. A kapott kiilonbséget hozza-
adjuk a két szam Osszegéhez.

Megoldas
A szamot x-szel jelljiik.

. 2_g). L
a) (x+2)3 b) (x*-5) 3
Legyen a két szam a és b.

(a+b)+(a—0b)

c) 5 d) (3a —4b)+(a+Db)

1a" Ird fel algebrai kifejezésekkel! f) x haromszorosanak és y négyszeresének az
a) x és y Osszegének az 6tszorose Osszege

b) x és y killonbségének a fele g) x kétszeresének és y hatszorosanak a hanya-
c¢) x és y szorzatanak a négyszerese dosa

d) x és y hanyadosdnak a haromszorosa h) az x-nél harommal nagyobb szam kétszerese

i) az y-nal ottel kisebb szam negyede

S L 4
e) x és y osszegének a = része N a1 e aes
) 4 & 5 j) x és y kilonbségének az abszolut értéke




25" Fogalmazd meg szovegesen az alabbi algeb-
rai kifejezéseket!

a) 2a+b b) (a+b)7 c) 3a—8b
a a+1
d) 2ab e) 3—+—3b f) b1

3~ Szamitsd ki az aldbbi kifejezések helyettesi-
tési értékét!
a) 2(5—3x),hax =4

_ -3
b) 4x(x—7),ha x = 5

12x — 11 ]
Lx =1 py =1
¢) g oy ohax=—%

d) x> +3x—2,hax=—1,2

45 Valaszd ki azokat az algebrai kifejezéseket,
amelyek egyiitthatoja 8! Szamitsd ki a helyette-

sitési értékiket,haa =—2;b = %!

a) 2a4b b) —8ab’
8 8
c) Ta d) 5
e) 2(2420°) f) 24b
a
g (8aby h) 2(2a)y

58 Szamitsd ki az aldbbi kifejezések helyettesi-
tési értékét az a és b megadott értékeivel!

I.4a+12b+3a—17a+9b +a—3b
a) a=>52; b=-9,3

__2.4,_5
b) a= 3,b 5

IL. 23 — (30 — 5) + 5(4 — 2b) — 2(a — 3b)
a) a=3; b=-2

__ 2., _11
b) a= = b 5

3 1 32,52
III.zab 4ab+3ab

a)a=2; b=-3

_ 2,1
b)a=2; b=—1

6 a) A nyolcadik osztdlyba 32 tanuld jir.
A nyolcadikosok atlagsulya x kg. November
kozepén érkezik az osztalyukba Pista, aki 56 kg.
Fejezd ki az igy mar 33 f6bdl all6 osztaly tanu-
l6inak atlagsulyat!

b) Pankanak hétvégére k oranyi tanulnivaldja
volt. Szombat délel6tt megtanulta a harmadat,
délutan a maradék negyedét. Hany oranyi ta-
nulnival6ja maradt Pankanak vasarnapra?

7 Gergd rengeteg fényképet készitett az isko-
lai farsangon. Szeretné kiszamolni, hany mega-
byte helyet foglal, ha mindet feltolti a gépére.
A fajl méretét a kovetkezd képlettel tudja meg-
hatarozni:

_ x-y-Szm

~ 8-1024-1024

M: a fajl mérete megabyte-ban,

x: a kép szélessége,

y: a kép hosszusaga,

Szm: a kép szinmélysége. (Ez a szam mutatja

meg, hany bit hatarozza meg egy adott pont szi-

nét. Minél nagyobb a szinmélység, annal szebb

a kép, viszont annal nagyobb helyet foglal.)

a) Mekkora méret fajlt kap Gergd, ha 50 darab
3888 x 2592 felbontasu képet készitett, me-
lyek szinmélységét 24 bitre allitotta?

b) Hogyan viltozik a f4jl mérete, ha a felbontast
1936 x 1288-ra csokkenti?

¢) Hogyan valtozik a fijl mérete, ha a szin-
mélységet 32 bitre allitja?

, ahol

SZAMOK ES BETUK



Egytagu kifejezések szorzasa I / -l O |

Egy a oldali négyzet egyik oldalat hdromszorosdra, masik oldalat kétszeresére noveltiik, s igy egy
téglalapot kaptunk. Hanyszorosa lesz a téglalap teriilete a négyzet teriiletének?

Megoldas

A négyzet teriilete: T, :

égyzet =a.

A téglalap oldalainak hossza: 2 - a és 3 - g; teriilete a két kiilonb6z6 hosszusagu oldal szorzata:
T pe = 20+ 30 = 6a°.

téglalap
Tehat a téglalap teriilete hatszorosa lesz a négyzet tertiletének.

Emlékszel?
A tavalyi évben megtanultuk, hogy vannak ki nem irt, igynevezett lathatatlan szorzasjelek.
Példaul: 2a=2-a

A szamitas soran felhasznaltuk a szorzasnak azt a tu-
lajdonsagat, hogy a szorzoétényezok felcserélhetok.
Alkalmaztuk tovabba a hatvanyozas egyik szabalyit:

PAROS MUNKA

Beszéljétek meg, hogy melyik azonossagot hasznaltuk fel az egyes feladatoknal! Mutassatok meg,
hogy igazak az egyenldségek! Felvaltva mondjatok el a megoldasaitokat!

7
a) 57.5% = 5! b) 9—:93 c) 2°.5°=(2-5Y =10’ d) POV 964 _ 2
94

Végezziik el az alabbi muveleteket!

2 6
a) a*-a’ b) 2b*-3b° - b* c) 3% (2x . 3y2) : <7x3 -y4>
Megoldas
a) Alkalmazzuk az azonos alapu hatvanyok szorzasara vonatkozé szabalyt!
ddd=d

b) Az el6z6ekben leirt médon elészor a szamokat, majd a bettiket szorozzuk dssze:
20%-30° b =61’

2, (2x-32) (843 v\ =2 .9.3.6 5. .6_24 556
c) 3x(2x3y)<7x y) 3237xy S Xy




/10.

Fontos!

Egytagu kifejezéseket egytagtival gy szorzunk,
hogy az egyiitthatokat 6sszeszorozzuk, majd az azo-
nos betiik sszeszorzasakor az azonos alapu hatva-
nyok szorzasara vonatkozo szabalyt alkalmazzuk.

Egytagu kifejezések szorzasa

2t g5y g8 oy Y B0

Végezziik el a muveleteket! A lehet6 legegyszeriibb alakot adjuk meg!

b) 3k-1 14-m-k*

2ab 15a°b
AT

6 77m 62

Megoldas

Alkalmazzuk a tortek és az egytagu kifejezések szorzasara vonatkozé ismereteinket!

2ab 15a°b _ a’- b’
%) o -

6 2

77m 62

¢gezd el az alabbi miiveleteket!
a’ b) 2b* - 5b°
d) —=7d°-(=9)d°
4 (—5)39 . (—2)313

25 Végezd el az alabbi miiveleteket!
a) 5x°-7y* - 3x - 2y°

b) 8x°-(=3)y* 2x"-(=5)y’

c) 4x1°-y5~(—2x6-3y8)

2 1
d) §x4 ‘ gy(’ -15x° - (—6)y’

e) 6x°- (%x3 : 3y5)<%x8 : 14y9)
33 P4ros munka: Alkoss padtérsadnak minél
tobb algebrai kifejezést az alabbi szamok és
betiik felhasznaldsaval! A kiilonbo6zé értékeket
szorzassal kapcsold Ossze! Oldjatok meg egy-
mas feladatait, majd javitsatok is ki tarsatok
megoldasait!

22 3 5 a b

FELADATOK

3k-1 14-m-k> _ kK
b) T11-1

43 Végezd el az alabbi miiveleteket! Add meg

a legegyszertibb alakot!

3xy 4xy’

15 2

13x°y*  10xy"
25x°  26x°y°

3 21yt

b s
14x"y 6y
9xy 18x"y’

c
) 24x° 27y

558 Keresd meg, melyik feladathoz melyik meg-
oldas tartozik! Irj feladatot a fel nem haszndlt
megoldashoz!

a) %xy (3x%y°)- (%x22)’3)
o 4y
) 3Tx3' 115?2;

63xy”
6y°

1 .5
A)4xy

d)




Tobbtagu kifejezések szorzasa, kiemelés

[rjuk fel mindegyik téglalap teriiletét kétféle alakban!

a) b) c) ¢
a 2 a b a t,
3 t Lt 3 t I
i i b ;
Megoldas
A nagy téglalap teriilete mindharom esetben egyenld a résztéglalapok teriiletének dsszegével:
a)t=3(a+2); t+t,=3a+32, azaz 3-(a+2)=3a+32
b)t=3(a+b); t+t,=3a+3 b, azaz 3-(a+b)=3-a+3b
c)t=c(a+b); t+t,=ca+cb, azaz c-(a+b)=ca+cb

A példa megoldasa soran atismételtiik a tavalyi tanévben tanultakat: Zardjelfelbontaskor a zarojelben
1év6 Osszes kifejezést meg kell szoroznunk a szorzdtényezdvel, és az igy kapott tagokat kell 6sszeadni.
Masként fogalmazva: Tobbtagu kifejezést egytaguval ugy szorzunk, hogy a tobbtagu kifejezés min-
den tagjat megszorozzuk az egytagu kifejezéssel.

PAROS MUNKA

Készitsetek a példaban latotthoz hasonld téglalapokat az alabbi miiveletek szemléltetéséhez! Sza-
mitsatok ki a téglalapok teriileteit kétféle modon! Ha végeztetek egy feladatrésszel, cseréljetek fiize-

tet, és ellendrizzétek tarsatok munkajat! Ne irj a tarsad fiizetébe! Beszéld meg vele, hogy te hogyan
gondoltad a megoldast!
a) 2(a+b+5) b) 3a-(a+b+c) c) %x-(x+5)

Az 1. példa megoldasa soran fogalmazhattunk volna ugy is, hogy a részteriiletek osszege megadja
a nagy téglalap teriiletét, azaz:

a)3-a+6=3-(a+2) b)3-a+3-b=3-(a+b) ) catcb=c-(at+b)

Ezt az eljarast a matematikaban kiemelésnek nevezziik. Ha egy 6sszeg minden tagjdban szerepel ugyanaz
a szorzotényezd (ez lehet szam vagy betti), akkor ezt az Osszeget gy irhatjuk fel szorzat alakban, hogy
a kozos szorzotényezot kiemeljiik a zarojel elé. Ez a modszer tulajdonképpen a zarojelfelbontds forditottja.

Osszefoglalva:
Zardjelfelbontdskor szorzatot Gsszeggé alakitunk: Kiemeléskor Osszeget szorzattd alakitunk:
c(a+b)=ca+cb ca+cb=c(at+b)




I / 1 1 Tobbtagu kifejezések szorzasa, kiemelés

[rjuk 4t szorzat alakba az alabbi osszegeket!
a) 4a +6b + 16 b) ab + b’ ¢) 3x + 5x° d) 4xy +6x°y

Megoldas

a) 4a+6b+16=2-2a+2-3b+2-8=2-(2a+3b+8)
b)ab+b’=a-b+b-b=b-(a+b)

¢) 3x+5x"=3-x45x x=ux(3+5x)

d) dxy+6x"y=2-2-x-y+3-2-x-xy=2xy (2+3x)

Egyszersitsiik a torteket!

30+ 6 5x +10y 2a° + 14a
@) =1 b) =% ) oa
Megoldas

A tortvonal zardjelet helyettesit, ezért minden esetben egy dsszeget osztottunk el. Az osztas sordn
minden tagot el kell osztanunk a nevezdvel. Ezt ugy tehetjiik egyszertibbé, hogy a szamlalét szor-

zatta alakitjuk.
g 3a+6_30+2) a4
12 12 4
b) 5x+10y  5(x+2y)  x+2y
20 20 4
2>+ 14a _20(6+7) a7 5
c) oa = 1oa = 5 feltéve, hogy a nevezé nem 0, azaz a # 0.

FELADATOK

1a" Ird fel kétféleképpen az aldbbi téglalapok teriiletét!
a) 4 b b) g i

a




Tobbtagu kifejezések szorzasa, kiemelés I / 1 1

253 A nydri sziinetben az iskola egy részén a b c
kic§er ¢lik a jar (')lapokat. természettudomanyi informatika-
a) Ird fel az alaprajz segitségével, melyik 9| 8.b A 9
. . 2. e erem terem
helyiségbe hany m” jaroélap keriiljon! y
7 ‘ 2.7 4 e
b) Ird fel s"zor’zat alakl?in’, hany’m ]ar,olap,ra 6 folyosd cangri |9
van sziikség a felujitas soran! Hanyféle 7 7 A
(4 a2 '
felirast talaltal? ol 7c g a nyelvi e
labor | szertar |7

35" Sok a cm €l kockank van. Ezekbél a kockdkbol téglatesteket épitettiink. Ird fel a téglatestek
felszinét és térfogatat!

a) b) c) d)

4~ Ird 4t szorzat alakba az aldbbi 6sszegeket!

a) 3a+3b b) 2x —2y c) ac+bc+dc
d) 2bd — 3bg e) 14a + 6ab — 10ac f) 8ab +12ab’
558 Keresd az egyenld algebrai kifejezéseket! Amelyiknek nincs pdrja, ahhoz irj te egyet!
a) 7x(5—4y) b) 20x’y — 4xy’ c) 6xy+3y
d) 5x(4—y) e) 6xy(2y —3x) f) 6x>+3xy
g 4xy(5x—y) h) 20x — 5xy i) 4y(5x—2)
j) 35x —28xy k) 3y(2x+1) ) 12xy* —18x°y
65 Egyszer(sitsd az aldbbi torteket!

5a+ 15 14 — 21b 12c — 9d
9 =30 T ) e

3ab + 2a’ 8a’b + 10ab’ 33ab — 55a°
D= e ¢ 6ab 2 11ab®

75 Igazold az a) és b) 4llitasokat algebrai kifejezések felhasznalas4val!

a) Ha egy 15-tel oszthaté szamhoz egy 10-zel oszthaté szamot adunk, akkor az 6sszeg mindig
oszthatd 5-tel.

b) Ha egy 27-tel oszthatd szambdl elvesziink egy 18-cal oszthatd szamot, akkor a kiillonbség oszt-
hat6 9-cel.




I / 1 2 Tobbtagu kifejezések szorzata

[rjuk fel kétféleképpen az dbran lathaté téglalapok teriiletét!

a) ¢ 2 b) a b
a 1
3 1
Megoldas

a) A nagy téglalap teriilete: T = (a + 3)- (c + 2), ami egyenld a kis téglalapok teriileteinek 6sszegé-
veba-c+a-2+3-c+3-2.
Igy tehét: (a+3)-(c+2)=a-c+a-2+3-c+3-2.
Vizsgaljuk meg az egyenldséget!

(a+3)-(c+2)=a-c+a-2+3~c+3-2

Megfigyelhetd, hogy az els6 zardjelben 1évé mindkét tagot beszoroztuk a masodik zardjelben
1évé mindkét taggal, és a szorzatokat dsszeadtuk.
b) Hasonlo6an jarjunk el, mint a példa a) részében!
A nagy téglalap teriilete: (a +b)-(c +d).
A Kkis téglalapok teriileteinek 6sszege: a-c+a-d+b-c+b-d.
A kétféle modon felirt teriiletek egyenldk: (a +b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.
Itt is jol lathato a példa a) részénél tett megallapitas: az els6 zarojelben 1év6 tagokat beszoroztuk
a masodik zarojelben lévokkel.

Fontos!
Tobbtagu kifejezések szorzasakor az egyik tényezé minden tagjat megszorozzuk a masik tényez6
minden tagjaval, és az egynemii kifejezéseket 6sszevonjuk.

Egy téglalap oldalait a-val, illetve b-vel jeldltiik. A téglalap a oldalat 10 egységgel csokkentettiik,
a b oldalat viszont 8 egységgel noveltiik. Készitsiink abrat az oldalak véltozasardl, és irjuk fel az
egyes lépések soran keletkezett téglalapok teriiletét!

Megoldds a

-
T=ab




Tobbtagu kifejezések szorzata I / 1 2

T"=(a—10)-b a-10

Ty =(a—10) (b +8),
madsként felirva: a-10

T=(a—10)b+(a—10)-8

Bontsuk fel a zar6jeleket! L
T,,=(a—10)-b+(a—10)-8 = ab—10b + 8a — 80
A kétféleképpen felirt kifejezéseket &sszehasonlitva 8| (a-10)-8
megkapjuk, hogy:

(a—10)-(b+8)=ab—10b + 8a — 80

FELADATOK

1a" Ird fel a téglalapok teriiletét kétféleképpen! 48 Az aldbbi tégla-

Vizszintes oldalak:  Fiiggdleges oldalak: testek a élt kockakbol
a)a+?2 b+3 éptiltek.

b) 4+ x x+2 a) Ird fel a téglatestek
c)a+b c+3 felszinét és térfoga-
da+b a+b tat!

e)a—3 b—2 b) Rajzolj egy akkora

25 Szorozd 6ssze az alabbi kifejezéseket! Ahol teitltestet la'kfuze—  kockabsl 4ll. mi
tudsz, végezz 9sszevonasokat! tedbe, amelyix annyi kockabol all, mint az

1 ) b) (a—2 3 a) részben lithaté négy téglatest Gsszesen!
@) (a+1)(a+2) ) (a=2)(a+3) Ird fel a térfogatat kétféleképpen!

c) (2a+1)(a+1) d) (2a—1)(a—1)
e) (2a—1)2a+1) f) (a+b)(a+2) 53 Alkoss a kifejezésekbdl négy darab hdrmas
¢ (a+2b)(a+2b) h) (2a—5b)(5a—2b) <f:s§>p9rtot gy, hﬁgy eixkcsozértban két ki-
_9 ; 2h — ab®a —1 ejezés szorzata a harmadikat adja!
D (a+b)3a-2b) j) (@b-abYa=1) e b) (25— 4)
3& Egy e oldaluﬂnegyzef e.gylk old,alat 3 egység- ) (3-x) d) 9 +3x—6
gel csokkentettiik, a masik oldalat 5 egységgel 5
néveltiik. e) (3x—2) f) 2x*—10x+12
a) Szemléltesd egy abrén a négyzet oldalhosz- &) (3x—1) h) (x—3)
szainak valtozasat! i) —2x"+2x+12 7 (2x+4)
b) Ird fel kétféleképpen az igy nyert téglalap k) 9x>—1 D) (3x+3)
teriiletét!




I/ 1 3 Osszefoglalas

CSOPORTMUNKA

Tekintsiik at a tanult szimhalmazokat! Olvassatok fel egyesével az A, B, C, ... pontokban foglal-
takat ugy, hogy a csoport tobbi tagja is értse, majd csukjatok be a tankonyveteket! Az lesz a fel-
adatotok, hogy minél t6bb allitast helyesen megismételjetek.

A verseny irdnyitasahoz valasszatok egy vezetdt, aki elbiralja, hogy jo valaszt adtatok-e!

Minden jo valasz egy pontot ér. Ha az éllitasok mellett helyes példakat is felsoroltok, akkor két
pontot kaphattok. Az gy6z, aki a legtobb pontot szerzi.

Vigyazzatok! Fogalmazzatok pontosan, mert csak akkor fogadhato el a vélaszotok.

A) Leggyakrabban a pozitiv egész szamokat haszndljuk. Jele: Z* vagy N".

B) A pozitiv egész szamokat a 0-val kiegészitve a természetes szamokat kapjuk. Jele: N.

C) Két természetes szam Osszege, illetve szorzata természetes szam.

D) A kivonas nem mindig végezhetd el a természetes szamok korében. A természetes szamok hal-
mazat a negativ egész szamokkal bévitve az egész szamok halmazat kapjuk. Jele: Z.

E) Két egész szam Osszege, szorzata, illetve kiilonbsége is egész szam lesz. Az el6jeles szamokkal
nagyon kortiltekintéen kell miiveleteket végezni.

F) Az egész szamok korében az osztas miiveletének eredménye nem mindig lesz egész szam.
Ez vezetett el a raciondlis szamokhoz. Jele: Q.

G) Racionalis szdm az, amely felirhaté két egész szam hanyadosaként.

H) A racionalis szamok tizedes tort alakjardl megmutattuk, hogy
a) egész, vagy b) véges tizedes tort, vagy
c) végtelen szakaszos tizedes tort.
Vannak végtelen nem szakaszos tizedes tortek is. Ezek
nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként, ezért
nem raciondlis szamok. Az ilyen tulajdonsagu szamokat

irracionalis szimoknak nevezziik. Ilyen példdul a v'2
vagy a 7. Az irraciondlis szamok jele: Q*.

A raciondlis és irracionalis szamok egytittesen a valds
szamok halmazat alkotjak. Jele: R.

PAROS MUNKA

A hatvany fogalmanak bevezetése sok elonnyel jart. A szamokat a szorzas és az osztas szempontja-
bdl attekinthetébb modon irhattuk fel primszamok hatvanyainak szorzataként, a normalalak pedig
lehet6vé tette a nagyon nagy és nagyon kicsi pozitiv szamok rovidebb felirasat, illetve a miveletek
konnyebb elvégzését. Vilaszoljatok a feltett kérdésekre! A tarsatok véleményezze a valaszotokat!
A B) pontra adand¢ valaszokat felvaltva mondjatok el egymasnak!

A) Hogyan értelmeztiik egy pozitiv szam negativ egész kitevdju hatvanyat?

B) Ismételjétek at a hatvanyozasra érvényes azonossagokat!

C) Mit jelent egy szdm normalalakja?




Osszefoglalas I/ 1 3 .

EGYENI MUNKA

A betlik hasznalatdnak bevezetése az egyenletek, szoveges feladatok megoldasanal nagyon hasznos.
Lapozzatok vissza az algebrai alapfogalmakhoz! Ismételjétek at ezeket! Irj példét az alabbiakra!

A) Egynemti algebrai kifejezés B) Egytagu algebrai kifejezés
C) Tobbtagu algebrai kifejezés D) Két egytagu szorzdsa

E) Két tobbtagu szorzasa F) Tobb egytagu szorzasa
Az utolsé harom muveletet a tanult szabalyoknak megfelel6en végezd el!

15 Adott az A és B halmaz.

A = {14-nél kisebb, 5-tel nem oszthat6 természetes szamok}

B = {16-nal nem nagyobb, 3-mal oszthato6 pozitiv egész szamok}
a) Abrazold Venn-diagramon a két halmazt!

b) Add meg az A N B halmazt az elemei felsorolasaval!

¢) Hany elemt az A U B halmaz?

28\ Legyen A = {trapézok}; B = {deltoidok}; C = {hurnégyszogek} halmaza. Hatarozd meg az alab-
bi halmazokat!
a) ANB b) BNC c) AnC

38 Egy osztélykiranduldson mindenki kapott egy kétgombdcos fagyit a kiranduldsra beszedett osztély-
pénzbdl. A 35 {8s osztalybdl 12-en kértek vaniliat, 7-en epret és 20-an se vaniliat, se epret nem kértek.
a) Hanyan kértek olyan fagyit, amelyik vaniliat vagy epret tartalmazott?

b) Hanyan kértek vanilia-eper Osszetételli fagyit?

45 Egy iskolaban 152-en tudnak tszni, korcsolyazni pedig 88 tanulé tud. 45-en tszni és korcso-
lyazni is tudnak.

a) Hanyan tudnak Gszni, de korcsolyazni nem.

b) Az iskola tanuldi koziil 142-en se korcsolyazni, se iszni nem tudnak.

Hanyan jarnak az iskolaba?

53 Egy iskolai tédborban zenefelismerd (audiokviz), illetve filmfelismeré (videokviz) vetélkedét
tartottak. Minden jé valaszért egy pont jart. A nyolcadikosok csapata 18 pontot, a hetedikesek csa-
pata 16 pontot szerzett. Mindkét csapat 8 kérdésre adott jo valaszt. Hany kérdés volt a vetélked6n?

65 Végezd el az aldbbi miiveleteket!

a) —13 —[~27 +(—41)] b) (—5)-[12 = (~18)]+ (~96) : (—8)
1,333 1634997 16 _ 53
c) 214 +3210 164 +2910 d) 25 + 3,92 100

e) 1,2—[<i—i>-§]:1,5 f 3%+L:1;_

1,2
3 4)5 9 3 2 5




Osszefoglalas

750 Toltsd ki az alabbi keresztrejtvényt, és add meg a megfejtést! Dolgozz a fiizetedben!

| I. Az elsé 6t természetes szam.
IL II. A —917 ellentettje.
111 | III. 8983 + (—517)
| ] V. 111°
V. V. Az elsé négy primszam.
VL VI. Ennek a szdmnak a 27-szerese a 15 984.
VIL VII. Ahényadik hatvanya a 2-nek a 4096.
VIIL VIII. Az a szam, melynek a normalalakja
IX. 2,6943 - 10",
X. IX. A 13*sz4m értéke.
3% 3%\ Lipai 4 ais
X. A ( 7 ) kifejezés értéke.

A megoldashoz kapcsolddik Szasz Pal matematikus 1952-ben irt verse is. Vajon hogyan? Nézz
utdna az interneten!

»Nem a régi s durva kozelités, Ha itt végezziik hiisz jegyen.
Mi sz6t6l szoig igy kijon De rendre kijé még tiz pontosan,
Betiiiket szdmldlva. Azt is bizvdst igérhetem.”
Ludolph eredménye mar,

83 Melyik a nagyobb:

a) %—nek a fele vagy %-nek az %—szerese?

b) a0,125-nél %-dal nagyobb szam vagy a %-nek a harmada?

c) 2% reciproka vagy % és % hanyadosa?

95 Igaz-e, hogy két racionalis szdm
a) Osszege; b) kiillonbsége; c) szorzata d) hanyadosa
is raciondlis szam? Melyik esetben kell valamilyen kikotést tenned?

105 Szamold ki! Ha az eredmény nem egész szdm, akkor kerekitsd két tizedes jegyre!

a) V1 b) V2 c) V3 d) V4 e) V9 f) Y16
g V25 h) V36 i) V81 j) Y121 k) V12321 1) /1234321

118 Szdamold ki! Ha az eredmény nem egész szam, akkor kerekitsd gy, hogy harom nem nulla
tizedesjegy legyen a szamban!

a) V10000 b) V1000  ¢) V100 d) V10 e) V1
f Vo1 g /0,01 h) /0,001 i) 40,0001 j) +/0,00001




Osszefoglalas I/ 1 3

125" Mekkora a kocka éle, ha a felszine
a) 96cm’  b) 726 m*;  ¢) 1014dm?* d) 2,94km’ e) 13,5m*  f) 0,06 mm?™?

13~ Ird fel az alébbi kifejezéseket egyetlen sz4m hatvanyaként!
497 1y 1y 6" 5¥.(5y 105
@) 99 D (5) (s) ) g D(7):(7) 96

2\ 6.96 1y (Ly H 14° 5 65
) <(3)> 983 h)<2) (3) ) g LT
14~ Ird fel a felsorolt bolygdk Naptol mért étlagos tavolsagat normalalakban!
a) Fold: 149 600 000 km b) Mars: 227 900 000 km
¢) Vénusz: 108 200 000 km d) Jupiter: 778 300 000 km
e) Neptunusz: 4 496 600 000 km f) Platé: 5900 000 000 km

155" Ird 4t tort alakba a megadott hatvanyokat, majd szamitsd is ki az értékiiket! Allitsd a szdimokat
csokkend sorrendbe!

a) 2°° b) 47° c) (=57 d) (=3)"

16 Keresd meg a parokat!

@) Azessegikloo Y Egyenék
11,1 0,9 | 481 10,1 100 125 64 6°
59,6 | 48,2 9,9 51,8 3* 8’ 1 81

89,9 49,4 40,4 88,9 2° 1 5° 1024
99,1 51,9 90,1 50,6 512 10? 10 216

Y skt @
10°° 273 25 27 107! 0,8 0,5 0,45
77! 2} 5° 0,125 0,54 | 0,99 102 | 055
0,008 7 572 10 0,999 | 0,46 0,5 0,9
1000 bR 2° 107" 27! 0,5 10°° 5!

¢ Egmk
10 000 12 500 000 1,25-10° 125 000
10* 10 10 000 000 10°
1250 000 100 000 000 1 000 000 000 1,25-10°
10’ 1,25-10° 1,25- 107 125 000 000




Osszefoglalas

2a-(a+1) a—2a+1 a-a 2a-(3a+8)
a’ 2d° + 2a (a—1(a—-1) (a+2)(a+2)

(@a—1Da+1) a*+4a+4 a’+8a+15 16a + 64’

(a—3)(a—3) (a+3)(a+5) a—6a+9 a—1

175 Végezd el a miveleteket! Hasznéld a szdmok normélalakjat! Kovetkeztess az a) feladat ered-
ményébdl a tobbire!

a) 0,0056 - 263 000;  b) 0,000 056 - 2630; ¢) 0,000 000 056 - 263;  d) 0,56 - 263 000 000;

e) 147 280 :26 300;  f) 147 280 000 : 263; g) 147 280 : 56 000 000; /) 14 728 000 : 263 000 000.

185 Egy kocka élének hossza a egység. Szdmold ki a felszinét és a térfogatat! Add meg az eredmé-

nyeket normalalakban!
a) a=4,13-10 b) a=3,92-10"

195 Végezd el a felsorolt miiveleteket, add meg a legegyszertibb alakot, majd szdmitsd ki a ki-
fejezések helyettesitési értékét, ha
1

x=5ésy=—1!

a) 4x*-2y* 7x - 5y° b) 6x°-y*- 8y’ 3x
18x°y 21y* J 5xy° 12x°y°

) =7y 6xy 4x>  10xy*

205 Egyszertsitsd az aldbbi kifejezéseket!

14a — 21b 3a+9
)ISab b) 7 ) a+3

d 9a + 12ab 6a — 24> 10ab + 5b
) 3ab ¢ 10a*> — 8a 2 20a*+ 104

215 Igaz vagy hamis? Javitsd ki a hibasakat a fiizetedben!

a) (a+1)(2a+1)=2a"+2a+1 b) 3a+2)3—a)=7a—3a"+6

(2—a)a—2)=—4—a’ d) (a+2b)(a—b)=a’—ab+2b*
e) (e+3)(e—3)=¢e"—9 (f+1)(f+2) fi+3

1 1

g %+x)<§ )=5+x+x2 1+ )(2+x)—2+2x+05x
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CSOPORTMUNKA

Tervezzetek padtarsaddal egy szép sikidomot egy irdlapra! Tegyetek az
irdlap ala egy masik lapot, és a kettdbol egyszerre vagjatok ki a meg-
tervezett sikidomot! Illesszétek Ossze a két kivagott darabot ugy, hogy
el6szor tengelyesen tiikros, aztan kozéppontosan tiikros abrat kap-
jatok! A latottak alapjan gytjtsétek Ossze a fiizetetekbe a tengelyes és
a kozéppontos titkrozés el6z6 években tanult tulajdonsagait!

A tengelyes és a kozéppontos tiikrozés esetén a sik minden pontjahoz hozzarendeltiink egy pontot
a megadott utasitassal. Az ilyen hozzarendeléseket geometriai transzformacioknak nevezziik.
A transzformacio atalakitast, atvaltoztatast jelent.

A sikon 4talakitast végziink, hiszen a pontok helyét egy utasitassal megvaltoztatjuk. A transzformacid
a sik egy tetsz6leges P pontjadhoz a P” pontot rendeli. Ekkor a P” pontot P képének mondjuk.

Elevenitsiik fel a tengelyes és a kozéppontos tiikrozés kivitelezését! Adjuk meg egy tetszdleges
ABCDE 6tszog képét, ha

a) a BD atldegyenesre; b) a CD oldal K felezépontjara tiikrozzik!
Megoldds
A két abra mutatja a tetsz6legesen felvett 6tszog megfelel6 képét.
b) E’ B
C
A’ A
D
B’ E

A tengelyes és a kozéppontos tiikrozésrdl tavaly tanultuk, hogy tavolsagtartd transzformaciok, azaz
barmely szakasznak és képének hossza megegyzik. Az ilyen transzformacié neve egybevagdsagi transz-
formacio, roviden egybevagosag. Az egybevagosag jele: =.

A tengelyes és a kozéppontos tiikrozés is egybevagosagi transzformacio.

Az el6z6 példaban a két sokszog egybevago, ezt igy irhatjuk: ABCDE = A'B'C'D'E’".

Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy két sikidom akkor egybevagd, ha egymasra fektetve tokéletesen
fednék egymast.




Egybevagosagi transzformaciok

A tengelyes tiikrozés és a kozéppontos titkrozés megadasa nagyon hasonlit egymashoz. Vizsgaljuk meg

a két transzformacio kapcsolatat!

Koézéppontos tiikrozés:

Rogziteniink kell egy

K pontot. Ez lesz a tiikro-
zés kozéppontja.

Egy tetszbleges A pont
képét ugy kapjuk, ha

az A pontot 6sszekot-
jiuk a K kézépponttal, és
az AK szakaszt felmérjiik
az 0sszekotd egyenes tul-
oldaldra (A").
Kozéppontos tiikrozésnél
a K pont képe 6nmaga,
és tovabbi olyan pontok
nem léteznek, amelyek
egybeesnének a képiikkel.

B

=

Tengelyes tiikrozés:

Rogziteniink kell egy A

t egyenest. Ez lesz a tiik-

rozés tengelye.

Egy tetszdleges A pont T
képét ugy kapjuk, ha az

A pontbdl merdlegest
allitunk a t tengelyre, és

az AT szakaszt felmérjiik

a meréleges egyenes tul-
oldalara (A”).

Tengelyes titkrozésnél

a tengely barmely pont-
janak képe 6nmaga, és to-
vabbi olyan pontok nem
léteznek, amelyek egybe-
esnének a képiikkel.

Transzformaciokat a koordinata-rendszerben is meg tudtunk adni.

Abrazoljuk koordinata-rendszerben az A(2; —3), B(4; 3), C(—5; 0) koordinatdkkal megadott harom-
szoget! Adjuk meg az ABC haromszog képét, ha tiikrozziik

a) a masodik negyed szogfelezéjére;

Megoldas
a) yﬂ
t c’
1\
1.
— [\
C ™~ 0 <1
~
/ S~
—
B/

b) a K(—1; 2) pontra!

b) A’ y A
.
/ ~
\ C/
— B
/ —
_—— /
B’ —— : R
C | 0]\1 x
~ /
~
A




I I / 1 Egybevagdsagi transzformaciok

FELADATOK

1~ Egybevégok-e a képen lathato sikidomok?

25" Vélogasd ki a tiikkros hdromszogpérokat!

A\ N N B N i [P

35 Rajzolj vonalzéval egy négyszoget a fiizetedbe! Vélaszd ki az egyik oldalat tengelynek, az egyik
csucsat kozéppontnak. Szerkeszd meg a négyszog tengelyes és kdzéppontos tiikorképét!

4» Abrazold koordinata-rendszerben az A(—2; —2), B(4; 2), C(3; 4), D(—3; 2) koordinatakkal
megadott négyszoget! Add meg az ABCD négyszog
a) x tengelyre vett A’'B’C’D’ tiikkorképét; b) y tengelyre vett A”"B"C"D” tikorképét!

55 Hasznéld az el6z6 feladat pontjait! Milyen négyszog
a) aBCC'B’; b) aCD"DC” c) az ABCB™?

6 Abrazold koordinata-rendszerben a P(1; —3), Q(5; 1), R(—1; 4), S(—3; 0) koordinatdkkal meg-
adott négyszoget! Add meg a PQRS négyszog
a) origora vett P’Q'R’S’ titkkorképét; b) K(2; 1) pontra vett P"Q"R"S” titkkorképét!

75 Hasznéld az el6z6 feladat pontjait! Milyen négyszog
a) a PQP’'Q’; b) az SQS"Q"; c) aKQS"P"?

83 Az els6 abran lithato ABC és A’B’C’ hdromszdg tengelyesen titkrds, a masodik dbrén kozép-
pontosan tiikros.

a) Add meg a tiikortengely és a koordinata-rendszer tengelyeinek metszéspontjat!

b) Add meg a kozéppontos tiikrozés kozéppontjanak koordinatait!

yA C' yA
B [/ C
1 L/ 1
H > >
— /0 X 0 Al x
A / B’ A
AI
| —" B
C/




Vektorok I I / 2 )
e

Kossiik 0ssze szakaszokkal az abra pontjait! Az dsszekotés utasitasait ilyen mondatokkal adjuk
meg: Kosd 6ssze a P pontot a Q ponttal!

Ezt a mondatot réviden igy fogjuk irni: PQ , az dbran pedig igy rajzoljuk le: P :Q
Ho%n IE ki_a% éb_nal aﬁveilfezé ut_afitéi))k végrehajtasa utdn? A B C
a) DH, HE, EA, AB, BF, FI, I], JG, GC e o e
b) BA, AD, DH, HI, IE, EC, CG, G , JE
De ED¢
Megoldds
a) A B C b) A B C
oI
D E YF \G D E F G
H I ] H I ]

Az abran bejelolt szakaszoknak iranyitasa is van. A szakasz egyik végét kezdopontnak, a masikat vég-
pontnak mondjuk. A PQ iranyitott szakasszal vektort szemléltetiink, és igy jeloljitk: PQ . A vektorokat
altalaban kisbetiivel szoktuk jelslni: a, a , a.

Két iranyitott szakaszt egyenlének mondunk, ha egyenl6 hosszusaguak, parhuzamosak és egyiranytak.
Ha két iranyitott szakasz parhuzamos, és hosszuk egyenld, de iranyuk ellentétes, akkor ellentett vek-
torokat szemléltetd iranyitott szakaszokrdl beszéliink. Példaul a PQ ellentettje a QP . Ezt {rasban igy

jeloljik: PQ =—QP .

Hasonlitsuk 6ssze paronként az abran szemléltetett vektorokat! s R
Megoldas
Q S
B C

PQ = RS, mert egyiranyuak, parhuzamosak és a hosszuk is
egyenld.

PQ + AB, mert a hosszuk ugyan egyenls, de nem parhuza-

mosak. L A D

Ugyanezzel az indoklassal: PQ # CD, RS # AB,RS # CD.

AB = —CD (vagyis AB és CD egymés ellentettje), mivel parhuzamosak, hosszuk egyenld, de
iranyuk ellentétes.




I I / 2 ) Vektorok
Lo

Sik terepen egy fa mellett allunk. Szemléltessiik vektorokkal a kovetkezd utasitasokat ugyanazon

az abran!

a) 5 métert keletre haladva egy bokorhoz jutunk, ahonnan 5 métert délre haladva eljutunk egy
hazikéhoz.

b) A fatdl egyenesen a hazikéhoz megyiink.

F B
Megoldas
Legyen a fa helye a rajzunkon az F pont, a bokoré a B, a hazikéé a H.
a) Az utasitast a két piros vektor szemlélteti.
b) Az utasitast a zold vektor szemlélteti.
H

Az el6z6 példa adja az otletet, hogy két vektor 9sszegérdl beszéljiink. A latottakat roviden igy irhatjuk
le: FB + BH = FH .

Az abrak mutatjak, hogyan kaphatjuk
meg két tetszdleges vektor dsszegét. y /\ /\
a+b

\
Nézziik a kovetkezd Osszegeket:
a+ (—b),a+a, (—a) + (—a).

Ezeket roviden a — b, 2a, —2a alak-
ban is irhatjuk.

2a —2a

Ilyen médon beszélhetiink vektorok
kivondasarol és vektorok szammal
valo szorzasardl is.

Az abrak mutatjak, hogyan kap-
hatjuk meg két tetszdleges vektor b
kiilonbségét:

Az a — a kiilonbség miatt sziikségiink van a nullvektorra is. Jelolése: 0, 0, 0

4
4

a+b
b
a
a-b
b
A nullvektor hossza 0, és egyenl6 az ellentettjével. A nullvektor minden vektorral parhuzamos és min-

den vektorra merdleges.

A fentiek alapjan belathatok a kévetkezd dsszefliggések: a+b=Db + a,
(@a+b)+c=a+(b+c)=a+b+ec




Vektorok

11/2.

Rajzoljatok egy autdpalyat a fiizetetekbe! Tiin-
tessétek fel rajta a rajtvonalat, amely egyben a
cél is lesz! A két versenyauto tartézkodasi he-
lyét az abra rajtvonalanal a két szines, egység
hosszusagu vektor végpontja szemlélteti.

A versenyzok felvaltva lépnek a palyan. Egy
1épésnél kilenc racspont koziil valaszthatunk
ugy, hogy az utolsonak rajzolt vektorunkat
még egyszer az el6z6hoz fiizziik, s ennek
a végpontja, illetve a koriilotte [évé barmelyik
nyolc pont lehet az Gj vektor végpontja.

~ SN
/ N —
/ N —
I —
/ ™~ o
N | \\
)
|
RAJT /
N | ~ I
~—_
\
\\ [
N — TN
— ~— /

Ezek valamelyikét megrajzoljuk - ennek a vektornak a végpontja fogja mutatni az auténk helyét.

Prébaljatok ki a jatékot!

Ha valaki kisodrodott a palyardl, akkor egyszer kimarad a 1épésbdl, és a ki-
sodrddas helyétdl ismét egy egység hosszusagu vektorral folytathatja a ver-
senyt. Menet kdzben nem szabad a masik jatékos tartézkodasi helyére 1épni.
Az abran a piros autd elsé 6t és a zold autd elsé négy lépését latjuk. A zold
S/ auto biztosan kisodrédik a kovetkezd 1épésnél.

FELADATOK

15 Rajzolj a fiizetedbe két-két vektort, amelyek

a) egyenl6 hossztak, de nem egyenldk;

b) parhuzamosak és nem egyenl6k;

¢) parhuzamosak, egyenld hossztak, de nem
egyenldk;

d) egyenl6k!

28 Rajzolj a fiizetedbe két tetszdleges a és b
vektort! Szerkeszd meg a kovetkezd vektorokat:
a) a+b; b) a—b; c) b—a;

d) 3a; e) —2b; f) 3a—2b!

35 Rajzold meg koordinéta-rendszerben a PQ -t,
ha P(2; 3), Q(4; 6)! Hol van a PQ -val egyenld
vektor

a) B végpontja, ha kezd6épontja A(—3; 1);

b) Ckezdépontja, ha végpontja D(4; 1)?

45 Rajzold meg koordinéta-rendszerben az
AB -t, ha A(3;2), B(—1; 4)! Hol van az AB ellen-
tett vektoranak

a) P végpontja, ha kezdépontja Q(—4; 3);

b) R kezdbpontja, ha végpontja S(2; -1)?

5a0 Irj dsszefiiggéseket  F E D
a megadott vektorok 0
kozott az dbra alapjan!

A B C
65 Rajzolj egy ABCD paralelogrammat! Igaz-e,

hogy

a) AD=AB+BC+CD;
b) AC=AB+BD +DC;
¢) AB=AD + DB +CB;
d) AC +DB = 24B?
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Ez a sz6 mindenkinek ismerds, hiszen a mindennapokban is hasznaljuk. Odébb tolhatunk példaul egy
talicskat, egy autdt vagy egy szekrényt.

Azt, hogy honnan hova szeretnénk eltolni a targyakat, vektorokkal tudjuk megadni.

A vvektorral megadott eltolasnal barmely A ponthoz azt az A’ pontot rendeljiik, amelyre v = AA”. Ha
az eltolas vektora a nullvektor, akkor a sik minden pontja helyben marad.

Ezzel megadtunk egy Uj egybevagosagi transzformaciot, az eltolast. Bar a transzformaciot térben is ér-
telmezhetnénk, most csak sikban fogunk vizsgalddni.

Rajzoljuk meg az A pont eltolt képét, ha az eltolas v vektorat szemléltetd irdnyi- 1%
tott szakasz PP’! A rajzolashoz hasznaljuk a derékszogii vonalzonkat is! >

P L
Megoldds A
Rajzoljuk meg a derékszogli vonalzé cstsztatasaval az A pontra

illeszkedo, v-vel parhuzamos egyenest! Vegyiik korzényilasba az
adott vektor hosszat, és mérjiik fel az A pontbdl a kijeldlt iranyba!

Ekkor kapjuk az A" pon-

tot, ami az A pont eltolt . .

képe lesz.

A
A

A leirtak alapjan egy ABC haromszog csucsait is eltolhatjuk egy megadott c'
v vektorral. Az igy kapott pontok dsszekotésével az ABC hdromszog eltolt c
képét kapjuk.

Figyeljiik meg az abrat, és fogalmazzuk meg az eltolas legfontosabb tulajdon- 4
sagait! B




11/3.

Az eltolas

e egyenestartd, tavolsagtarto, szogtartd transzformacio,

e a koriljarasi iranyt megtartja,

e hatasara barmely egyenes (félegyenes, szakasz) parhuzamos lesz a képével,

e nem rendelkezik helyben marado, azaz fixponttal, ha az eltolds vektora nem a nullvektor.

Eltolassal készitett mintakat megfigyelhetiink a kornyezetiinkben is.

O AR AR A O A OO

A rajz feliilnézetben mutatja egy szoba sarkat és azt a szek-
rényt, amelyet ebben a helyzetben kellene betolni a sarokba.
Adjuk meg az eltolas vektorat szemléltetd iranyitott szakaszt!

Megoldas

Az eltolds utdn az A pont A" képe az a egyenesre, a B pont
B’ képe a b egyenesre kellene keriiljon. Szerkessziink az B
A ponton at egy a-val, a B ponton at egy b-vel parhuza-

mos egyenest! Ezek metszéspontja legyen Q. A QP segit- P b
ségével mindent a helyére tolhatunk, ahogyan ezt az abra
is mutatja.

4

a

A/
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FELADATOK

15" Rajzolj egy ABC haromszoget a fiizetedbe!
Told el a haromszoget gy, hogy az eltolas vek-
torat szemléltetd iranyitott szakasz legyen

b) BA;
d) 2-AB!

a) ﬁ;
1 57.
c) 5 AB;

25 Rajzolj egy ABCD paralelogrammit a fiize-
tedbe! Az atlok metszéspontja legyen K. Told el
a paralelogrammat gy, hogy az eltolas vektorat
az alabbi irdnyitott szakaszok szemléltessék:

a) AB; b) AC;

¢) AK; d) KB!

35" Rajzolj egy szakaszt és egy ra nem illeszke-
dé6 pontot! Told el a szakaszt ugy, hogy a felez6-
pontja az adott pontba keriiljon!

D\
csaaza, a B cstcsa c
a b félegyenesre

illeszkedik. ~ Szer- b
keszd meg a para-
lelogrammat!

43 Adva van az
ABCD paralelog-
ramma C és D
csucsa. Az A csu-

55 Egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza
10 cm és 3 cm, szarainak hossza pedig 6,5 cm
és 7,5 cm. Szerkeszd meg a trapézt!

65 Az ABCDEF szabélyos hatszdg kozép-
pontja legyen K, a teriilete pedig 747 cm”. Told

el a hatszoget az AK -val!

a) Milyen sikidom lesz az eredeti és a képként
kapott hatszog kozos része?

b) Mekkora a kozos rész teriilete?

c) Mekkora a két hatszog egyesitésével kapott
sikidom teriilete?

7o) Készits mintét eltolassal a fiizetedben 1év6
négyzethaldra a megadott mintak segitségével!

a) ~ b)

8~ Készits mintat a fiizetedben 1év8 négyzet-
haldra a két kiillonb6z6 szind csempe felhasz-
nalasaval! A minta eltolas segitségével alakul-
jon ki! Az abradon jelold az eltolas vektorat!

98 Az ABC, az A’'B’C’ és az A”B”C” harom-
szOgek egymas eltoltjai.

yA A’
A
T A/
B / K
M/
\./ R
olcq / X
C B”
\/
c

a) Add meg annak a K kezd6pontu vektornak
a P végpontjat, amely az ABC haromszoget
az A’B’C’ haromszogbe tolja!

b) Add meg annak a K végpontu vektornak
a Q kezddpontjat, amely az A”B”C” harom-
szoget az ABC haromszogbe tolja!
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A kovetkez6 jatékban fontos szerephez jut a forgatas.

Négy egyforma, haromszor harmas négyzetracsra van sziikség, amelyeket
az abran lathaté mddon kell egymas mellé helyezni. A jatékot ketten jatsz-
hatjatok. Az lesz a gy6ztes, aki eléri, hogy valamelyik sorban, oszlopban
vagy atloban a sajat jelébdl (x vagy O) négy legyen egymas mellett.
Miutan valaki elhelyezte a sajat jelét a jatéktablan, valamelyik haromszor
harmas négyzetet el kell forgatnia a kdzéppontja koriil ugy, hogy a forga-
tas utan a jatéktabla alakja nem valtozhat meg!

A bevezet6 jatékban alkalmaznunk kellett a forgatast. A mindennapokban is sok helyen taldlkozunk
ezzel a fogalommal.

Forgoszék Forgédobos mosogép Szélforgd Forgo oriaskerék

Adjunk meg egy K pontot a sikban, és adjunk meg egy @ szoget az iranyaval egyiitt! Az éramutat6 jara-
saval ellentétes iranyu szoget pozitivnak, az dramutato jarasaval megegyezd iranyut negativnak nevezziik.

45"( \QA
K K

Egy K pont koriili @ sz6gl elforgatds esetén a K pont helyben marad. A’
Egy K pontra nem illeszkedé A pont képeazaz A" pontlesz, amelyre KA = KA’,

és AKA’ sz0g nagysaga és iranya egyenl az elforgatds @ szogének nagysagaval

és iranyaval. a

Ezzel megadtunk a sikban egy adott pont koriili forgatast, amely szintén - *A
egybevagodsagi transzformacio.
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Forgassuk el az ABC haromszoget a K pont koriil +120°-kal!
C

A

Megoldads

A KA, KB, KC félegyenesekhez megszerkesztjiik a 120°-
os sz0g hianyzé szarat. Ezekre a K-bdl felmérjiik a KA,
KB, illetve KC szakaszokat. Igy kapjuk az A’, B’, C’
pontokat.

Tapasztalataink alapjan felsoroljuk a pont koriili elforgatas legfontosabb tulajdonsagait:

¢ Egyenestarto, tavolsagtartd, szogtart6 transzformacio.

e A koriiljarasi iranyt megtartja.

e A forgatas csak a K pont helyét nem valtoztatja meg, vagyis a forgatasnak egy fixpontja van.
o Az egyenes és a képe altal bezart szog a forgatas szogével egyenlo.

A [e]
Figyeld meg, hogy a 180°-os forgatds a mar kordbban tanult kozép-
K pontos titkrozéssel megegyezd transzformacio lesz!
A 4
Két egyenld hosszisdgt, egymassal nem parhuzamos szakaszt C
rajzoltunk a lapunkra. Szerkessziik meg azt a K pontot, amely \

koriil az egyik szakaszt ugy forgathatjuk a masikba, hogy az
A pont a C pontba, a B pont a D pontba keriil!

D




Forgassuk el!

Megoldas /—\
Az A pont az ismeretlen K kozépponta korvonalon at fog for- A a c
dulni a C pontba. Ezek szerint AC egy hur lesz az ismeretlen \

korben. A hur felezémerélegesén rajta van a kor Kkozéppontja.

Hasonléan BD is hur lesz egy masik ismeretlen korben, amely-

B
A két felez6mer6leges metszéspontja adja a keresett K pontot. K/ﬁ

nek szintén K a kozéppontja. Vagyis BD felezdmerdlegesére is
illeszkedik a K pont.

Vannak olyan sikbeli alakzatok, ame-
lyekhez megadhatunk egy olyan for-
gatasi kozéppontot, hogy a (nem 360°-
os) forgatas utan az alakzat 6nmagéba
forduljon. Ezeket az alakzatokat for-
gasszimmetrikusnak mondjuk. Ilyen
forgasszimmetrikus alakzatok példaul
a szabalyos sokszogek is.

A forgasszimmetriat megtaldljuk a ter-
mészetben, illetve targyaink diszitésé-

nél is.
FELADATOK

1a" Rajzolj a flizetedbe egy négyzetet! For-
gasd el 90°-kal az egyik oldalanak felezépontja
koril! Milyen sikidom lesz az eredeti és a kép-
ként kapott négyzet kozos része?

25" Rajzolj a fiizetedbe egy rombuszt! Forgasd
el az atlok metszéspontja koriil —90°-kal! Mi-
lyen sikidom lesz az eredeti és a képként kapott
rombusz kozos része?

38 Egy rombuszt az 4tléinak metszéspontja
koriil 90°-kal elforgattak. Az eredeti és a kép-
ként kapott rombusz kozos része szabalyos
nyolcszog lett. Mekkordk az eredeti rombusz
szogei?

45 Add meg azokat a 0° és 360° kozé esd szo-
geket, amelyekkel egy szabalyos

a) hatszoget;

b) nyolcszoget

a kozéppontja koriil elforgatva az eredeti és
a képként kapott sokszogek egybeesnek!

58 Rajzolj egy kort a fiizetedbe! Forgasd el
ezt a kort a korvonal valamely K pontja koriil
60°-kal, 120°-kal, —60°-kal és —120°-kal is!
Végezetiil titkkrozd az eredeti kort a K pontra!
Vizsgald meg az igy kapott abrat! Tengelyesen
szimmetrikus? Kozéppontosan szimmetrikus?
Forgasszimetrikus?
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A hasonlé és a hasonlit szavakat rendszeresen hasznaljuk a mindennapjainkban, de ilyenkor nem feltét-
lentil a matematikai értelemben. Megtalalhatok magyar szélasokban és kozmondasokban is:

Hasonlo a hasonloval hamar Osszebardtkozik.
Hasonlit, mint egyik tojds a mdsikhoz.
Sziinyogot a bikdhoz ne hasonlitsd!

Megismerkediink egy uj transzformaciéval, a hasonlésaggal.
Nézziik el6szor a hasonldsag egy specidlis valtozatat!

Rogzitsiink a sikon egy O pontot! Egy tetszdleges (O-val nem egybeesd) P’

’ p
P pont P’ képe illeszkedjen az OP félegyenesre gy, hogy %II)J = % =2l 4 /

Szerkesszitk meg az ABC haromszog csucsainak A’, B” és C” képét, majd

rajzoljuk meg az A’B’C” haromszoget! o
C
Megoldds 0 “
Megrajzoljuk az OA, OB, OC félegyeneseket. Az O-bol -A
felmérjiik kétszer az OA, OB, OC szakaszok hosszit. A B
Igy megkapjuk az A, B/, C” pontokat. Osszekétve 1at-
hat6 az A’B’C” haromszog. A’

A példaban szerepl6 transzformaciot kétszeres kozéppontos nagyitasnak nevezziik. Az ABC harom-
szognek az A’B’C” haromszog a kétszeres kozéppontosan nagyitott képe.

Roégzitsiink a sikon egy O pontot! Egy tetszdleges (O-val nem egybeesd) P pont P’ képe illeszked-
opr’
opr
B’ és C’ képét, majd rajzoljuk meg az A’B’C” haromszoget!

Megoldas

Megrajzoljuk az OA, OB, OC félegyeneseket. Az O-bdl )
telmérjiik az OA, OB, OC szakaszok hosszanak a felét. Az

igy kapott A”, B’, C” pontokat dsszekotve kapjuk a kivant
haromszoget.

jen az OP félegyenesre ugy, hogy = %! Szerkesszitk meg az ABC haromszog csucsainak az A',
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A példaban szerepl6 transzformaciot %-szeres kozéppontos kicsinyitésnek nevezziik. Az ABC harom-

szognek az A'B’'C” haromszog az L szeres kozéppontosan kicsinyitett képe.

2

A nagyitashoz vagy a kicsinyitéshez az el6z8ektél eltérd, A (ejtsd: lambda) aranyt is valaszthatunk. Ne-
gativ arany esetén a kép az O masik oldalan, a félegyenes meghosszabbitasan talalhatd. Az O pont min-
den esetben fixpont.

A/
B B A7
C C’
o 9)
A C/ C B’
B’ A

Az ABC haromszog képe A = —3-as aranyhoz Az ABC haromszog képe A :—%—os aranyhoz
Gondoljuk meg!

Ha az aranyszam A = 1, akkor minden pont helyben marad.

Ha az aranyszém A = —1, akkor kézéppontos titkkrozést kapunk.

Ha az aranyszam A = 0, akkor a sik minden pontjanak a képe a O pont lesz. Ez a transzformacié nem
hasonlosag.

nagyitas kicsinyités kicsinyités nagyitas

-1 0 1

\/

A kézéppontos nagyitast és kicsinyitést dsszefoglaloan kozéppontos hasonlésagi transzformaciénak
nevezzik.
A kozéppontos hasonlosagi transzformaciorol a példak alapjan a kovetkezé tulajdonsagokat fogalmaz-
hatjuk meg:
e Egyenestarto, szogtarto, a koriiljarasi iranyt megtarto o
transzformacio. (®)
e Barmely két pont esetén a képtavolsag és az erede-
ti két pont tavolsaganak aranya ugyanannyi, vagyis
aranytarto.

e A kozéppontos hasonlésag kozéppontjan athaladé
egyenes képe 6nmaga.

o A kozéppontos hasonlosag kozéppontjan at nem ha-
ladé egyenes képe az eredeti egyenessel parhuzamos
egyenes.

W GRS Rz Y
@.@- — W@

Mi csak sikban vizsgalodtunk, de beszélhetiink kozép-
pontos hasonlosagrol a térben is.
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K6zéppontos hasonlosag

FELADATOK

1" Rajzolj egy négyszoget a fiizetedbe!

a) Nagyitsd az egyik csticsabol a kétszeresére!

b) Kicsinyitsd a felére az egyik oldal felezd-
pontjabol!

25" Rajzolj egy kort a fiizetedbe!

a) Nagyitsd a korvonalat az egyik pontjabol
a haromszorosara!

b) Kicsinyitsd a felére a kdzéppontjabol!

35 Vélaszd ki azokat a haromszogparokat, ame-
lyek kézéppontosan hasonlok!

43 Rajzolj a fiizetedbe két pontot! Az egyik

legyen A, a mésik pedig A". Szerkeszd meg az
O kozéppontot, ha a kozéppontos hasonlosag

aranya

a) A=3; b) A =-3;
_2. _4

c)/l—s, d)ﬂ—?)!

55 Rajzolj egy hdromszdget és

a) nagyitsd az egyik csucsabol %—szeresére;

b) nagyitsd egy belsé pontjabdl —3-szorosara;
¢) kicsinyitsd egy kiils6 pontjabdl %-szeresére;

d) kicsinyitsd egy oldal felezGpontjabdl a —i
-szeresére!

6~ Nagyitsd az origébdl a kétszeresére az
A(1; 2), B(2; 3), C(4; 1), D(2; —1) csucsokkal
megadott négyszoget! Add meg a képként ka-
pott négyszog csucsainak koordinatait!

73 Az A(3; 1), B(1;3), C(3; 5), D(7; 5) csticsok-
kal megadott négyszoget kozéppontosan kicsi-
nyitettitk egy negativ arannyal. Tudjuk, hogy
A’(=3; =2), B'(=2; —3). Add meg a kozéppont
és a hianyz6 képpontok koordinatait!

83 Keresd meg az abrén a két kdzéppontosan
hasonl6 haromszoget! Add meg a kozéppontos
hasonldsag kozéppontjanak koordinatait! Add
meg a kozéppontos hasonlésag aranyat!

yA
//
—T — 1
1
o] 1 X
93 Rajzold VA
meg az abrat A B
a fuzetedben
ol
is! e 1
1 C _
0 X
p Q
R

a) Rajzold meg az ABC haromszog K kozép-
pontra vonatkozd % aranyu képét! Add meg

az igy kapott A’B’C” haromszog csticsainak
koordinatait!
b) Rajzold meg a PQR haromszog K kozép-

pontra vonatkozd —% aranyu képét! Add

meg az igy kapott P’Q'R’" hdromszdg csu-
csainak koordinatait!

c¢) Milyen kapcsolat van az ABC és a PQR
haromszogek kozott?



Szerkesztések

Az eddigi szerkesztésekben a kozéppontos hasonldsag aranyat egy szammal adtuk meg. A kovetkezok-
ben olyan szerkesztéseket lathatsz, ahol ezt a szamot nem ismerjiik.

Az adott K pontbdl nagyitsuk az ABC haromszoget ugy, hogy az A cstuicsa C
a megadott A" pontba keriiljon!

Megoldas A7
Mar 6sszegyujtottiik a kozéppontos hasonlosag legfontosabb tulaj-

donsagait. Tudjuk, hogy a kozéppontos hasonldsig K kézéppontja, C

az eredeti pont (a targypont) és a képe egy egyenesre illeszkedik.
Ezt felhasznalva megrajzoljuk a KB egyenest (mert erre illeszkedik
a B” pont) és a KC egyenest (mert erre illeszkedik a C” pont).

Azt is tudjuk, hogy a K kozéppontra nem illeszkedd egyenes és
a képe parhuzamos egymassal. Ezért az AB egyenessel parhuza-
mos, A" pontra illeszked6 egyenesen van a B” pont, és az AC egye-
nessel parhuzamos, A" pontra illeszkedé egyenesen van a C” pont.

Igy megkaptuk a haromszdg hidnyz6 csucsait.

Kicsinyitsiik az adott ABC haromszoget a kozéppontos hason-
lésag K kozéppontjanak megszerkesztése nélkiil ugy, hogy az
A csucsa az adott A’, a B cstcsa az adott B” pontba keriiljon!

Megoldds

Alkalmazzuk a kozéppontos hasonldsagnak azt a tulajdonsagat,
hogy a K kézéppontra nem illeszked6 egyenes és a képe parhu-
zamos egymassal. Ezért a megszerkesztend6 C” pont rajta van az
A’-n dtmend AC-vel parhuzamos és a B'-n atmend BC-vel pér-
huzamos egyenesen is, tehat C” ezen egyenesek metszéspontja.
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Megjegyzések:

o A kivitelezés csak akkor hajthat6 végre, ha a kiindul6 abran az AB és az A’B” parhuzamos.

o A kozéppontos hasonlosag K kozéppontjat nem kellett megszerkeszteniink, de tudjuk, hogy az AA” és
BB’ egyenesek metszéspontjiban van.

Mivel tudunk szakaszt mdsolni és felezni, ezért ha a kozéppontos hasonlosag aranyat egy egész szam-

e

mal vagy 2, 4, 8, ... nevezdj torttel adjuk meg, akkor a kozéppont ismeretében a kép megszerkesztése
egyszeri feladat. Az el6z6 leckében mar talalkoztal ilyen helyzetekkel. Mi a teend6 ezektdl eltérd arany-
szamok esetén?

Megfigyelhettiik, hogy példdul a A = 2 ardnyt ésa A = % aranyu kozéppontos hasonlésag szoros kap-
csolatban van egymassal. Ami az egyikben képpont, az a masikban targypont lesz, és forditva. Ez min-
den A és % esetén is elmondhatd.

Ezt felhasznélva kivitelezhetjiikk példaul a A = % aranyu kozéppontos hasonlo kép szerkesztését, mert

a 3-szoros nagyitas képét tudjuk, hogyan kell megszerkeszteni.

Szerkessziik meg egy tetsz6leges A pont A" képét egy adott K kozéppontu, A = % aranyu kozép-
pontos hasonldsag esetén!

Megoldds
A A Kkozéppontu, A = 3 aranyu kozéppontos hasonldsag-
ban egy tetsz6leges P pont képe a P’ lesz. Ezt a szerkesz-
tést szakaszmasolassal meg tudjuk valdsitani.
Pl
K p

Ha gondolatban felcseréljiik az 6sszetartozé két pont sze-
repét, akkor az adott A pont keresett A" képét mar meg
tudjuk szerkeszteni.

Ezzel a mddszerrel az is lathatd, hogyan kell egy tetszéleges A pont képét megszerkeszteni egy adott

K kozéppontu, A = % aranyu kozéppontos hasonlosag esetén. Az dbrankon ez az A” pont. Ezt a mdd-

szert alkalmazzuk akkor is, amikor egy szakaszt adott aranyban szeretnénk kettévagni.
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4. PELDA

Szerkessziik meg a C pontot egy adott AB szakaszhoz ugy, hogy AC: CB = 2 : 3 legyen!

Megoldads

Huzzunk egy tetszéleges félegyenest az A pontbdl kiindulva,
majd A-bol mérjiink fel 6t (2 + 3) egyenld szakaszt a korzénkkel!
Az 6todik szakasz végpontjat osszekotjilk a B ponttal, majd
az igy kapott egyenessel parhuzamost hizunk a masodik sza-

kasz végpontjan at, ahogyan ezt az dbra mutatja. Ez az egyenes

a megfelel6 C pontban metszi az AB szakaszt.

FELADATOK

1S Kicsinyitsd a KLMN téglalapot a K kozép-
pontbdl ugy, hogy az M csticsa a KM szakasz
egy elére adott, tetszdleges pontja legyen!

28 Adott az ABCD trapéz. Tudjuk, hogy egy
kozéppontos hasonlosag az AB szakaszt a CD
szakaszba transzformalja. Szerkeszd meg egy
tetszbleges E pont képét!

38 Szerkeszd meg egy tetszéleges AB szakasz
képét, ha adott a kdzéppontos hasonldsag K ko-
zéppontja és

a) A =4 wazi;
) A=8; wﬂ=%;
e) A=—4; p A==
g A=-8; h) A :—%!

45 Szerkeszd meg egy tetszéleges ABC hdrom-
sz0g képét, ha adott a kdzéppontos hasonlosag
K kozéppontja és

a) A=1; wA:%;

c) A=%, d A=—2;

Uijoo Ul

AT C B
_ 1. _4,
e)ﬂ_7’ f)/‘l_7)
_9. __5
g)il—7, h) A= 2!

58 Az adott AB szakaszt vagd két részre egy
C ponttal ugy, hogy
a) AC:CB=1:5;
c) AC:CB=4:5;

b) AC:CB=5:1;
d) AC:CB=2:7!

63 Az adott AB szakasz B ponton tdli meg-
hosszabbitasan szerkeszd meg azt a D pontot,
amelyre

a) AD:DB=4:1;
¢c) AD:DB=6:1;

b) AD:DB=5:2;
d) AD:DB=28:3!

78 Egy oszlop teljes hosszdn 1 6ra alatt ma-
szik végig egy csiga. Szerkesztéssel jelold be
a tartozkodasi helyét 8 perc, 12 perc és 40 perc
mdszas utdn!

83 Képzeld el, hogy az ABCD négyzet kerii-
letén egy cérna fut korbe. Az A csucsot rog-
zitettitk. Ezek utdn a cérnabol létrehozzuk
a négyzettel azonos keriileti AEF szabalyos
haromszoget. Szerkesztéssel jelold a négyzet
abrajan, hogy a cérna mely pontjai adjak majd
a haromszog cstcsait!

63
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Az el6z6 leckékben a kozéppontos ha-
sonldsaggal foglalkoztunk. A minden-
napi beszédiinkben altaldban nem
hasznaljuk a kozéppontos jelzét. Az
ikrekrdl azt mondhatjuk, hogy hason-
l6ak, de mondhatjuk azt is, hogy na-
gyon hasonlitanak egymasra. A mate-
matikdban nem fogalmazhatunk ilyen
valtozatosan, a geometriai hasonlosag

eltér a mindennapi értelmezéstdl.

Az ABCD deltoidnak AC egyenes a szimmetriatengelye. A D csucsabol nagyitsuk haromszorosara
az ABC haromszoget! Figyeljik meg az igy kapott A’'B’C’ és ADC haromszog alakjat, az oldalak
hosszanak és a szogek nagysaganak valtozasat!

Megoldds

Mivel az ABCD deltoidban AC egyenes a szimmetriatengely, ezért az A
ABC hdromszog egybevigd az ADC hdromszoggel. Rovid jeloléssel: B B’
ADCA = ABCA.

Az egybevagosag tulajdonsagai miatt a megfelelé oldalak hossza és

a megfelel6 szogek nagysaga egyenld: C

AD = AB, CD =CB, az AC pedig kozos oldal, ADC<L = ABC<L,

BACL =DAC<, ACD< = ACB<L..

A héromszoros nagyitds hatdsdra az A’B’C” hdromsz6g minden olda-

lanak hossza az ABC haromszog oldalhosszainak haromszorosa lesz,

a szogek nagysaga azonban nem valtozik. ¢

Al

Az el6z6 példa ADC és A’B’C” hdromszogét hasonlénak mondjuk: nincs hasonlosagi kozéppontjuk,
ezért nem kozéppontosan hasonlok. Roviden igy jel6ljik: ADCA ~ A'B'C’ A.

Egy kozéppontos hasonldsag és egy egybevagosagi transzformacio egymas utani végrehajtasat ha-
sonlosagi transzformacionak nevezziik.
A hasonlosag aranya a kozéppontos hasonldsagban szerepld aranyszam abszolut értéke lesz.

Az eddig tanultak alapjan a hasonldsag legfontosabb tulajdonsagai:

e egyenestartd (egy egyenes képe egyenes lesz);

e kortarto (egy kor képe kor lesz);

® szogtarto;

e ardnytartd (a A ardnyu hasonlosdgban minden szakasz hossza A-szorosdra valtozik).




Hasonldsag I I / 7 _

Igaz a kovetkezé megdllapitas is: Ha egy transzformacié minden szakasz hosszat A-szorosdra véltoztatja
(ahol A > 0), akkor az egy hasonldsagi transzformacio.

Ha van olyan hasonlésagi transzformacid, amely az egyik alakzatot a masik alakzatba viszi, akkor a két
alakzatot hasonlénak mondjuk.

Két alakzat hasonlosaganak megmutatasa ilyen médon nehézkes és hosszadalmas. Megkonnyitik azon-
ban a munkdnkat a haromszogekre vonatkozo allitasok, amelyeket most bizonyitas nélkiil elfogadunk.
Az allitasokat roviden a szokasos jelolésekkel is felirjuk.

Ha két haromszogben a megfelel6 oldalhosszak ara-
nya egyenld, akkor a két haromszog hasonlo.
Haa:a' =b:b" =c:c’,akkor ABCA ~ A’B'C'A.

Ha két haromszogben két-két megfelel6 oldalhossz
aranya egyenld, és az ezek altal kozrefogott szogek is
egyenldk, akkor a két haromszog hasonlo.

Haa:a =b:b" ésy =7y, akkor ABC/A ~A'B'C'A.

Ha két haromszogben két-két szog egyenld, akkor a két
haromszog hasonlo.
Haa=a', f =, akkor ABCA ~ A'B'C'/\.

Ha két haromszogben két-két megfelel6 oldalhossz
aranya egyenld és e két-két oldal koziil a hosszabbal
szemkozti szogek is egyenlok, akkor a két haromszog
hasonlé.

Haa:a' =b:b",a > bésa=a’, akkor

ABCA ~ A'B'C'A.

Ha a fenti négy feltétel koziil barmelyik teljesiil, akkor a két haromszog minden megfelel$ szakaszanak
aranya, illetve megfelel6 szogei is egyenlok.

A sokszogeket az atldikkal haromszogekre vagjuk, és ezek hasonldsagabol
kovetkeztethetiink a sokszogek hasonlésagara.

Sokszogek hasonldsdganak megallapitasakor a kovetkezé allitasok is hasz-
nalhatok: Két sokszog hasonld, ha a megfelel6 oldalhosszaik ardnya és
a megfelel6 atlohosszaik aranya is egyenld.

Két sokszog hasonlo, ha a megfelelé oldalhosszaik ardnya és a megfelel6 szo-
geik nagysaga is paronként egyenl6.
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Jancsi tanyérjan egy olyan téglatest alaku tortaszelet
van, amelynek a teteje 4 cm-szer 10 cm-es. Juliska
szeretné megkostolni, de neki a felénél kevesebb is
elég. Jancsi egy fiiggdleges vagassal két olyan tégla-
testre vagja a sliteményt, amelyeknek a teteje hasonlo
egymashoz. Hol kell vagnia, ha tudjuk, hogy a siite-
mények tetején az élhosszak centiméterben kifejezve
egész szamok?

Megoldas

El6szor megrajzoljuk a tortaszelet képét feliil-
nézetbdl. Jeloljiik x-szel Jancsi vagasanak tavolsagat
a stitemény szélétol.

Mivel az APQD és a QPBC téglalapok hasonldk, ezért a meg- D x Q 10 — x C
4 A A AD — M 4 = i
felel6 oldalak aranya egyenlo: PB = PO 0 _x — 4 W \
A feladat feltételei szerint az x lehetséges értékei: 1, 2, 3, 4.
Ezek mindegyikének behelyettesitésével kapjuk, hogy x = 2.
A x P 10 —x B

Vagyis a rovid éltél 2 cm-re kell vagni, hogy a feltételeket

teljesitstik.

Tudtad?

iz

A7

A5

A4

A3

A2

1189 mm

A0

Al

841 mm

Hazankban 1936 6ta a nemzetkdzi szabvany szerinti papirméreteket
hasznaljuk. Ezek mindegyike olyan téglalap, amelyben az oldalak ara-

nya 1:+/2 . (Majd latni fogjuk, hogy ez az arany pontosan egy négy-
zet oldalhosszanak és atléhosszanak aranyaval egyenld.) A megadott
arany nagy elénye, hogy ahdnyszor csak félbehajtjuk az eredeti lapot,
a kapott téglalap oldalainak aranya mindig ugyanaz marad, vagyis
a téglalapok mindig hasonléak lesznek egymassal. Ez a magyarazata
annak, hogy a masolégépeken példaul az A3-as lap kénnyen A4-es-
re kicsinyithetd. A papirivek kozott tobbféle alapméret van. Az A0O-s
méretti lap teriilete 1 m’. Ha a fent leirt ardnyt figyelembe vessziik,
akkor ennek mérete milliméterben kortlbeliil 841-szer 1189. Az ,,A”
betlijelzés utani szam azt mutatja, hogy hanyszor felezték az A0-s
alapméretet.
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FELADATOK

1~ Rajzolj egy egyenld szart derékszogii harom-
szoget, és felezd el az atfogohoz tartozé magas-
sag mentén! Mutasd meg, hogy az igy kapott
haromszogek hasonldk az eredetihez!

25" Rajzolj egy derékszogli hdromszoget! Raj-
zold meg az atfogohoz tartozé magassagot!
Mutasd meg, hogy az igy kapott haromszogek
és az eredeti haromszog hasonlo!

35 Szédmitsd ki a hidnyz6 szakaszok hosszat!

a) C/
C 20,25 cm
10 cm
A cm B 15cm B’
b) o
9 cm
C
6 cm 5cm
A

B 12cm B’

4N Egy z0ld hdromszog oldalainak arédnya
6: 6 :11. Egy hozza hasonl6 piros haromszog
keriilete 285,2 cm. Mekkora a piros haromszog
oldalainak hossza?

58 Egy térképen az 1 : 2 500 000 ardnyszamot
latjuk. Ez azt jelenti, hogy ami a térképen 1 cm,
az a valdsagban 2 500 000 cm. Ezen a térképen
Miskolc és Nyiregyhaza 2,9 cm-re, Nyiregyhaza
és Debrecen 1,9 cm-re, Debrecen és Miskolc
pedig 3,6 cm-re van egymastol. Hatarozd meg
a varosok egymastol valo tavolsagat légvonalban!

65 Két telepiilés tavolsdga légvonalban 145 km,
de a térképen csak 2,9 cm. Add meg a térkép
léptékeét!

75 Egy hdromszdgben az oldalhosszak: 11 cm,
16 cm, 24 cm. Képzeld el azt a hozza hasonld
haromszoget, amelyben a leghosszabb és a legro-
videbb oldal hossza kozotti eltérés 29,9 cm! Mek-
kora ennek a haromszognek a kozépsé oldala?

83 Melyik igaz, melyik hamis?

a) Két kiillonb6z6 négyzet mindig hasonlo.

b) Két kiilonboz6 téglalap mindig hasonlo.

¢) Két kiillonboz6 paralelogramma mindig ha-
sonld.

d) Két kiilonbo6z6 télkor mindig hasonlo.

e) Két kiillonb6z6 negyedkor mindig hasonlo.

f) Két kiilonboz6 korcikk mindig hasonlo.

g) Két kiillonbozé szabalyos hatszog mindig
hasonlé.

95 Két négyzet hasonlésdganak aranya 3

Egy-egy oldaluk hosszdnak 6sszege 66,5 m.

a) Milyen hossztak az oldalak?

b) Add meg a két négyzet keriiletének aranyat!
Milyen viszonyban van ez az ardny a hason-
16sdg ardnyaval?

c) Mekkora a négyzetek teriilete?

d) Add meg a két négyzet teriiletének aranyat!
Milyen viszonyban van ez az ardny a hason-
l6sag aranyaval?

103 Olvasd el a lecke végén 1év6 Tudtad? részt,

majd a szoveg alapjan oldd meg a kovetkezd

feladatokat!

a) Add meg az A3-as papir méreteit milliméter
pontossaggal!

b) Mekkora a teriilete az A5-0s papirnak?

c) Hanyad részét adja az AO-s papirnak egy
Al-es és egy A3-as papirlap egyiitt?

d) Melyik két kiilonb6z6 mérett lap teriilete
lesz dsszesen 1875 cm??

e) Oszd a ,Tudtad?” részben megkezdett mo-
don 11 darabra az ott 1év6 abrat! Milyen mé-
retl papirbdl lesz két darab?
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Az eddig tanult egybevagodsagi transzformaciok sikban:

t

e tengelyes tiikrozés; —

e eltolds;

Nem egybevagosagi transzformaciok:

e kozéppontos hasonldsag; &

Az eltolasok megadésa vektorok segitségével torténik. Ertelmeztiik két
vektor 6sszegét, killonbségét és a vektor szammal vett szorzatat.

FELADATOK

1a0 Adott a titkrozés tengelye. A sik mely egye-
nesei esnek egybe a tengelyes tiikorképiikkel?

25" Nevezz meg olyan sikbeli alakzatokat, ame-
lyeknek végtelen sok szimmetriatengelye van!

38 Huzz egy egyenest a paralelogramma atl6i-
nak metszéspontjan at! Mutasd meg, hogy ez
az egyenes a paralelogrammat két egybevago
sikidomra vagja!

45 Az ABCDE szabdlyos 6tszg AB oldalat mi-
lyen forgatas viszi a CD oldalba?

58 Az ABCD htrtrapéz egyik szérat forgatds-

sal a masik szarba akarjuk transzformalni.

a) Hol lesz a forgatas kozéppontja?

b) Mekkora lehet a forgatas szoge, ha a trapéz
egyik szoge 70°?

6 Egy egyenld szaru hdromszdgnek van 30°-
os szoge. Milyen forgatdssal lehetne az egyik
szarat a masikba transzformalni?

75 Rajzolj egy AB szakaszt! Oszd fel olyan ré-
szekre, amelyek aranya
a)2:5 b)3:2; ¢)1,5:8 d) 2:3,5!

e kozéppontos tiikrozés; %@

e pontkoriili forgatas.

« hasonlésdg. O =

83 Legyen adott az ABCD négyszog AB olda-
lanak B-n tuli meghosszabbitdsan egy B pont.
Rajzold meg az ABCD négyszog A kozéppontu
nagyitott képét ugy, hogy a B képe B’ legyen!

98 Az el8z6 feladat jeloléseit hasznélva legyen
az ABCD négyszog keriilete 26 cm, az AB oldal
8 cm, az A’B’ oldal pedig 10,2 cm hosszu. Mek-
kora az A’'B’C’D’ négyszog kertilete?

108 Legyen adott az ABCD trapéz AB alapjén
egy B’ pont. Kicsinyitsd a trapézt az A csucsa-
bdl ugy, hogy a B képe B’ legyen! Milyen négy-
sz0g a B'BDD’ négyszog?

113 Adott egy deltoid és egy téglalap. Szer-
kessz az adott deltoidhoz hasonlé deltoidot
ugy, hogy keriilete az adott téglalap keriiletével
legyen egyenld!

125 Egy tervrajzon a 12 méter hosszu folyosot
a mérnok 7,2 cm-nek, szélességét pedig 1,5 cm-
nek rajzolta. Milyen széles a folyos6?

138 Egy hatszég oldalainak hossza: 2 cm,
2,4 cm, 3 cm, 2,8 cm, 3,5 cm, 5,2 cm. A hozza
hasonlé hatszog leghosszabb oldala 23,4 cm.
Mekkora ennek a hatszognek a keriilete?
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14 Egy téglalapot az egyik kdzépvonala az eredetihez hasonlé két téglalapra vég. Hatarozd meg
a két oldal aranyat az eredeti téglalapban!

155 Rajzolj 2 cm-es oldalhosszal egy négyzetet és mellé egy 2 cm-es 4tmérdjli kort. Add meg azt
a vektort, amivel ugy tolhatod el a kort, hogy a kozéppontja a négyzet atléinak metszéspontjaba
keriil! Végezd el az eltolast!

16s" Egy paralelogramma kertilete 42 cm, a révidebb oldalanak a hossza 8 cm. Milyen hosszu
annak az eltoldsnak a vektora, amelyik az egyik révid oldalt a masikba tolja?

175 Rajzolj egy ABCD téglalapot! A téglalap abrajan jelold a DA, DB, DC vektorokat!
Dontsd el, hogy melyik igaz, melyik hamis a kovetkezd dllitdsok kozil!

a) DA + DC =DB.

b) DA + DB és D DC parhuzamos egymassal.

) AD DA, DB DC C mindegyike nem lehet azonos hosszusagu.

d) DC — A = DB

e) DA + DB és DC egyenld hoszu.

f) Lehet olyan eset, hogy DA + DB és DA — DB merdleges egymasra.

185" Ha a PA szdcskdt egy vizszintes vektorral eltoljuk, akkor az eredeti és a kép dsszeolvaséséval
értelmes szot kapunk: PAPA.
Adj meg néhany ilyen sz6écskat! Gondolhatsz tobb bettibdl allora is!

195 Ha egy kétjegyli szamot egy vizszintes vektorral eltolunk, akkor az eredeti és a kép &sszeolva-

sasaval négyjegyt szamot kapunk. Példaul ha a 13 a kiinduld szam, akkor 1313 lesz az 6sszeolvasas

eredménye.

a) Milyen - a szamokon értelmezett — miivelet hozza létre ugyanezt a szamot egy kétjegy(i szam
esetén.

b) Mi a helyzet, ha haromjegy(i szambol indultunk ki?

203 A képen lthaté nyomtatott bettiket rajzold le a fiizetedbe, és a bejelolt pont kériil forgasd el

90°-kal, 180°-kal és —90°-kal!
a) B b) c) ﬁ

215 Rajzold le a fiizetedbe a képen lathatd szabalyos sokszogeket! Fejezd be a rajz mintazatét tgy,
hogy mindegyik grafikad forgasszimmetrikus legyen!

[ 1]

L/
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225 A képen l4thaté virdgokat gy tekinthetjiik, hogy forgasszimmetrikusak. Hany fokos forgas-
szimmetriarol beszélhetiink? Add meg a legkisebb szoget!

235 Egy szabalyos hatszdg egyik oldalat milyen transzforméciok viszik t a szemkozti oldalba?

245 Egy szabélyos nyolcszdg két nem parhuzamos oldalét milyen szogti forgatas viszi 4t egymasba?

255 Az ABC haromszdg AB oldala 36 cm hossza. A BC oldalt hdrom C

egyenld részre vagjuk, és az osztopontokon at az AB oldallal parhu- /x

zamos egyeneseket rajzolunk. Milyen hossztsagu szakaszai lesznek /

ezeknek az egyeneseknek a haromszog belsejében? / b4

26 Egy derékszogli haromszdg oldalainak hossza 28 cm, 45 cm, 4 36 om B

53 cm. Mekkora darabokra vagja az atfogohoz tartozd magassag az
atfogot?

275 Mindkét fényképen a Duna Aréna latha-
to. A nagyobb képen az épiilet magassagat bal
oldalon 1,6 cm-nek, a tetejének az éleit pedig
5,2 cm-nek és 1,7 cm-nek mértitk. A masik képen
0,9 cm az épiilet
magassaga. Hata-
rozd meg mérés
nélkiil, hogy mek-
koranak latszanak
az éplilet tetejének
élei ezen a képen!

283 A képen lathaté csokolddébdl annyit szabad letdrndd és megen-
ned, hogy a megmaradt darab alakja feliilnézetben hasonlo legyen az
eredetihez.

Hanyadrészét eheted meg a csokoladénak?




A kdvetkezd dran a gyerekek egy I Akkor ma
nagy zacskéval fogadtak a tanarmat. e Zozd és Kristaf
A Kk&vetkezik!
Nem tudtuk eldsnteni, hogy ki legyen ;°V okazik
. a kovetkezd, lgyhogy aki akartar annak :
[

~ A banyaszat komoly dolog.
F8ként az (rben!/ Rengeteg elézetes
szamitasra van szilkség, hogy melyik hinnéd vagy
| aszteroidat érdemes befogni. Ha megkapjuk
a koordinatakat, akkor a pilsta besllitja leszel! |
a banyaszhajét, aztan uzsgyi felfelé! L g

A szamitasok,

arepiilés és

a finomlandolas *

a pilsta
feladata. A mi dolgunk,
"W hogy az alatt a par nap”
alatt: amig foldkozelben
L, vagyunk, a lehetd legtobb
j értékes asvanyt
A banyasszuk Ki...

Képzeld, a miltkor =
bejott egy punk fazon B /s
a szalonba, és azt kérte, hogy ﬁ
vagjam ksrbe a hajat, oldalt AL
©0°-0s szogben alljon a felnyirt & S
pajesza, a szakilla pedig =7
mindeniitt legyen
hegyesszogben.

Nem hittem, hogy fodraszként
valaha is hasznat veszem a geohazinak, aztan
nézd mar...! Tgy pont olyan lett, ahogy
megalmodta a srac. ~ =

4 -

Nagyon sok
munksat a szamitégépek
Végeznek el; persze csak
. akkor: ha megfelelden allitottak
be 8ket. A legjobb banyaszok
ma mar a legtehetségesebb
programozék kaziil keriilnek ki,
széval nem elég a tesiéran
majerkedni, matekbdl is
villantani kell
hozza. et
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CSOPORTMUNKA

1. Hogyan hatdroznitok meg egy korbekeritett, téglalap alaku kert
atléjanak hosszat, ha a keritésen nem tudtok atjutni, de az oldalainak
hosszat meg tudjatok mérni?

2. Hogyanhataroznatok meg egy téglatestalakia doboz kétlegtavolabbi
csucsanak tavolsagat, ha meg tudjatok mérni az élek hosszat?

’ Mindkét esetben gondoljatok arra, hogy mérhettek, szerkeszthettek is!

Mekkora egy 3 cm oldalhosszusagu szabalyos haromszog teriilete?

Megoldas

A haromszog teriiletét az a oldalhossz és a hozza tartozé m, magassaghossz

fe s g / a-m . . [
segitségével hatdrozzuk meg: t = %, Mivel az oldalhoz tartozé magassag

2
hosszat most nem ismerjiik, ezért szerkessziik meg a haromszoget, és mérjiik m
meg ezt a hosszt!
Méréstink eredménye: m, = 2,6 cm. Vagyis t = 3 22 6 3,9 (cm?). 3 B
cm
Mekkora a 3 cm élhosszusagu kocka két legtavolabbi csticsanak tavolsaga? H G
; E
Megoldas E
Az ABC egyenld szart derékszogt haromszog befogdi 3 cm hossztak.
Szerkessziik meg ezt a haromszoget! Az ACG derékszogli haromszog egyik D |
befogdja 3 cm hosszi, a masik befogdja az el6bb emlitett ABC haromszog g ¢
C 3cm B AC atfogdjanak hosszaval egyen- A B
\ 16, vagyis ezt a haromszoget is meg
3cm tudjuk szerkeszteni. A keresett szakasz ennek a harom-

szognek az atfogodjaval azonos hossztsagu.

A megszerkesztett abrdan meg tudjuk mérni a kocka két
G legtavolabbi csticsanak tavolsagat. A kocka testatldjanak
hossza kb. 5,2 cm.

3cm




A példakban latott megoldasok segitségével a be-
vezetO kérdésekre is valaszolni lehet. A megmért
adatok alapjan hasonld alakzatokat szerkesztiink
a fiizetinkbe. A megszerkesztett abran meg-
mérjiik a kérdéses szakasz hosszat. Természete-
sen a valasznal figyelniink kell arra, hogy milyen
arannyal kicsinyitettiink.

A lecke kérdéseinek megvalaszolasanal szamita-
nunk kell a mérésbél és a szerkesztésbél adodo
hibakra.

Hogyan lehetne mérések helyett szamolassal va-
laszt adni a fenti kérdésekre? A kovetkezd leckék-
ben erre keressiik a valaszt.

;—

Erdekesség

Egy téglatest alakt doboz testatlojanak hosszat
egy téglalap alaku asztalon is megmérheted.
Az abra mutatja a kivitelezést!

1~ Egy négyzet oldala 3,5 cm hosszu.

a) Szerkesztéssel és méréssel hatarozd meg,
hogy hany milliméter hosszu az atléja!

b) Add meg szamoldssal az atlojanak hosszat!
(Gondolj arra, hogy a négyzet egy deltoid,
igy a teriiletét kétféleképpen is meg tudod
hatarozni!)

25 Egy szabalyos haromszog oldala 4 cm hosszu.
a) Hany milliméter hosszu a magassaga?
b) Mekkora a tertlete?

3a" Egy derékszogli haromszog befogoéi 27 cm
és 63 cm hosszuak. Mekkora a haromszog at-
fogojanak a hossza? Mekkora a kisebb hegyes-
szoge? Szerkessz és mérj! A Kkivitelezés el6tt
gondolj a hasonldsagral

4~ Egy dithos madar @il a 14 méter magas
torony tetején. A vadasz a torony labatol
35 méterre van, és a puskacsovét 2 méter
magasra emeli. Hiny métert kell megten-
nie a golyonak, mig elér a dithés mada-
rig? Mérj az abra alapjan!

A PITAGORASZ-TETEL

55 Egy rombusz minden oldaldnak és az egyik
atldjanak a hossza is 16 cm. Mekkora a masik
atlo hossza?

6> Egy tanterem hossza 8 méter, szélessége
6 méter, magassaga 3 méter. Milyen hosszu
zsinort lehet kifesziteni a terem két legtavo-
labbi csticsa kozott? Szerkessz 1 : 200 aranyu
segédabrakat!

75 Egy kocka alakd kamra élei 3 méter hosszu-
ak. A mennyezet kozepén egy plafonba simuld
vilagitotest van. Milyen messze van ez a vilagito-
test a kamra csucsaitdl?

8 Egy padlastéri szoba egyik fiiggéleges fala
hartrapéz alakd, melynek méretei 5 m, 3 m, 3 m
és 3 m. Milyen magas a szoba?

35m



Egy négyzet alaku szobaban tgy teritettiink le egy kisebb négyzet alaku szényeget, hogy minden csu-
csa a szoba egy-egy szélénél talalhato. A szoba oldalai 34 deciméter szélesek. Minden sarokban egy-
egy egybevagd derékszogii haromszog maradt takaratlanul, melynek befogdi 24 deciméter és 10 de-
ciméter hosszusaguiak. Mekkora a szényeg teriilete? Mekkora a szényeg egy-egy oldaldanak hossza?

Megoldas

Készitslink vazlatrajzot a szoveg alapjan!

A szoba minden oldala 34 deciméter hosszu, ezért a teriilete:

T = 34> = 1156 (dm?).

Minden sarokban van egy-egy derékszogl haromszog alaku rész,
amelyet nem fed a szényeg. Mivel ismerjiik a befogok hosszat, ezért

egy ilyen rész teriilete: t = 10 '224 = 120 (dm®). Ezek alapjén a

sz6nyeg teriilete: T — 4 -t = 1156 — 4 - 120 = 676 (dm”?).
A négyzet alaku szényeg oldalhosszat jelolje c. Ebbél kovetkezik,
hogy a teriilete: ¢* = 676. Tehét a szényeg oldalhossza: ¢ = 26 dm.

Egy 34 deciméter oldalhosszusagu, négyzet alaku szobaban két
négyzet alakd szényeget teritettiink le az abran lathaté modon. A két
téglalap alaku lefedetlen padlérész oldalai 24 deciméter és 10 deci-
méter hosszusaguak. Mekkora a két sz6nyeg teriilete 6sszesen? Ha-
sonlitsuk Ossze ezt az el6z6 példaban latott nagy szényeg tertiletével!

10 24 Megoldas

¢ 10 A négyzetc alakl'{'szénye’gek o'lda,l-
hosszait ismerjiik, ezért kisza-

24 | ¢

10 24

24 24 le sz6nyeggel.

10 24

10

24

24| ¢

10 c

24

10

10

24

10

24

10

24

10

24

10

24

molhatjuk az egyiittes teriiletiiket: 10° + 24° = 676 (dm”?).
Megfigyelhetd, hogy a kapott teriilet egyenlé az el6z6 példa-
¢ |24 Dbanlatott nagy szonyeg teriiletével.
10 S 10 Ez azonban nem meglepd! A szoba teriiletébdl két téglalap
nincs szényeggel takarva. Ezek teriilete pontosan akkora, mint
24 10 az el8z6 példéban latott négy derékszogli hdromszog egyiittes
tertilete. Vagyis mindkét esetben ugyanakkora részt takartunk
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Gondold végig! Az el6z6 két példaban latottakat barmilyen a és a b

b befogdju derékszogli haromszoggel és a + b oldalu négyzettel c

megvaldsithatod.

Tedd a két abrat egymasra, és olvasd le a tapasztalt Gsszefiiggést:

a’+b* =

Nagyon fontos eredményre jutottunk. Tapasztalatainkat szavakkal is

megfogalmazzuk:

A derékszogii haromszog két befogodjara rajzolt négyzet teriiletének
Osszege egyenlé az atfogora rajzolt négyzet teriiletével.

Ez az allitas a Pitagorasz-tétel.

Szamitsuk ki a derékszogli haromszog hianyzé oldalhosszat!

Hasznaljuk a Pitagorasz-tételt!
a)a=3cm,b=4cm
c) a=5cm,c=13cm

Megoldds

b)a=5cm,b=7cm
d) a=10cm,c=21cm b

a) Mivel ¢ = a’ + b’, ezért ¢ = 3° + 4° = 25. Vagyis c = v/ 25 = 5 (cm).
b) Mivel ¢’ = @’ + %, ezért ¢ = 5 + 7° = 74. Vagyis ¢ = v/ 74 =~ 8,6 (cm).
. 2_ 2 2 ox12 2 2 142 g2 ; _\/7_
c) Mivel c"=a" + b", ezért b" = ¢ —a” = 13" — 5" = 144. Vagyis ¢ = v 144 =12 (cm).
d) Mivel ¢ = a’* + b, ezért b> = ¢ — @ = 217 — 10° = 341. Vagyis ¢ = v 341 =~ 18,5 (cm).

Piithagorasz, gorog filozofus Szamosz szigetén szii-
letett a Kr. e. VI. szazadban. (Helyesirasunk sza-
balyai szerint nevét Piithagorasznak irjuk, a réla
elnevezett tételt viszont Pitagorasz-tételnek.) Uta-
zasai és tanulmanyai utan visszatért sziil6foldjé-
re, ahol tanitani kezdett. Késobbi utjait kovetéen
egy titkos tarsulatot alapitott, ahol a matematika
mellett vallasi és politikai kérdésekkel is foglalko-
zott. Hamarosan azonban 6sszeiitkozésbe kertilt
Szamosz-sziget uralkoddjaval, ezért Kroténban
folytatta a munkajat.

Nagyon jé el6ado volt, de eldadasait nem jegyez-
te le. Eredményei 6sszekeveredtek tanitvanyaié-
val, igy amikor Piithagoraszt emlitjiik, akkor leg-

A PITAGORASZ-TETEL

inkabb Piithagorasz kovetdire, a piithagoreusokra
kell gondolnunk. A szévetség tagjai egy istenben
hittek, aki a vildgot a szdmok kozétti kapcso-
latoknak megfelelden teremtette. Szerintiik az
ember igazi hivatdsa annak a boldogsagot jelentd
harmonidnak a megtalalasa, amelyhez leginkabb
a matematika muvelése segit hozza.

Tudjuk, hogy a réla elnevezett tételt az emberi-
ség mar 6t megel6zden is ismerte, de valamelyik
bizonyitas biztosan téle szarmazik. Nézz utdna,
hogy koriilbeliil hanyféle bizonyitasa ismert a Pi-
tagorasz-tételnek! Keress olyan hires embert, aki
bizonyitotta ezt a tételt! A vildghalén tovabbi ér-
dekességeket is taldlhatsz a témaval kapcsolatban.



I I I / 2 ) A Pitagorasz-tétel

Igaz a Pitagorasz-tétel megforditasa is:

Ha egy haromszog két oldalhosszanak négyzetdsszege egyenlé a harmadik oldal hosszanak négy-
zetével, akkor a haromszog derékszogii.

Nagyon hasznos a kovetkezd két észrevétel is. (Hasznaljuk a haromszogre a szokdsos jeloléseket, és
legyen a leghosszabb oldal a c.)

- Haa’+ b’ < ¢ akkor a haromszog tompaszogii. ak
(A leghosszabb oldallal szemben 1év6 szoge lesz a tompaszog.) .

- Haa’+b" > ¢ akkor a haromszog hegyesszogii. a &
(A leghosszabb oldallal szemben 1év6 szoge is hegyesszog.)

A fenti allitasok igazolasatol eltekintiink, de figyeljitk meg 6ket a gyakorlatban!

4. PELDA

Milyen haromszdgeket hataroznak meg a kovetkezd oldalhosszak?
a)a=11cm,b=13cm,c=25cm
b) a=28cm,b=45cm,c=53cm
c)a=12cm,b=17cm,c=21cm
d)a=14cm,b=23cm,c=25cm

Megoldas

Elészor mind a négy esetben meg kell vizsgalnunk, hogy egyaltalan 1étrejonnek-e a haromszogek.
Ehhez a haromszog-egyenl6tlenséget hasznaljuk.

Csak az a) feladatrészben megadott adatok nem hataroznak meg haromszoget, ezért itt nem lehet
valaszolni a feltett kérdésre.

a) Ilyen haromszog nincs, mert 11 + 13 < 25, tehat nem teljesiil a harom-
sz0g-egyenldtlenség.

b) 28> + 45> = 784 + 2025 = 2809 és 53° = 2809.
Mivel 28> + 45° = 53%, ezért ez a hdromszdg a Pitagorasz-
tétel megforditasa alapjan derékszogi.

c) 12>+ 17° = 144 + 289 = 433 és 21°> = 441.
Mivel 12* + 17* < 217 ezért ez a harom-
sz0g tompaszogu.

d) 14° + 23> = 196 + 529 = 725 és 25> = 625.
Mivel 14> + 23* > 25°, ezért ez a harom-
sz0g hegyesszogu.




|

1" Szdmitsd ki a derékszogli hdromszdg hidnyz6 oldalhosszat! Haszndld a :C
Pitagorasz-tételt!

a) a=8cm, b=15cm b) a=12 cm, b=35cm b
¢) a=10dm, b=27dm d) a=21dm, b=34dm
e) a=16cm, c=65cm f) b=72cm, c=97cm
g) a=17m, c=66m h) b=53m, c=98m

25" Létezik-e olyan haromszog, amelynek oldalhosszai az aldbbiak? Ha igen, akkor allapitsd meg,
milyen haromszogrél van sz6!

a)a=16cm, b=23cm, c=40cm b) a=56mm, b=9mm, c¢=10,5mm

c) a=78dm, b=16dm, ¢=17,8dm da=28m, b=39m, c¢c=49m

35 Egy kétagu létra zart allapotban 2,4 méter magas. Ha kinyitjuk, akkor labai
1,2 méterre vannak egymastol. Milyen tavolsagra van a vizszintes talajtol a ki-
nyitott létra legmagasabb pontja?

g
w
Nﬁ\
45 3 méteres tavolsagot athidald, 3,5 méter hosszu, egyenes cstszdat épitettek.

Milyen magasrdl indul a cstiszda?

53 Milyen messze van a 9,6 cm és 11 cm befogdju derékszogt haromszog de-
rékszogl csucsa az atfogotol?

L2y

6 Egy padléstéri szoba egyik fiiggdleges fala hurtrapéz alakii, méretei pedig 5 m, 3 m, 3 m és 3 m.
Szamitsd ki a szoba ezen faldnak tertiletét!

7~ Egy fészer ajtaja 90 cm széles és 210 cm magas. Egy atlos vaspdanttal szeretnénk megerdsiteni.
Milyen hosszusagu ez a vaspant?

85" Maximum milyen hossztisagu lehet annak a szakasznak a hossza, amelyet egy 21 cm-szer
15 cm-es téglalap alaku papirlapra rajzoltunk?

9 Egy homlokzatra késziilé felirathoz betiiket

festenek. A bettik 39 cm széles és 80 cm magas tég-

lalapra keriilnek. A rajz mutat néhany vazlatot.

a) Milyen hosszt vonalbdl all a Z betti?

b) Mennyivel hosszabb vonal sziikséges az N bet(-
hoz, mint a Z bettthoz?

¢) Hasonlitsd 6ssze az M és az N betii vonaldnak
hosszat!

d) Hany szazaléka az Y megrajzolasahoz sziikséges vonal hossza a Z megrajzolasahoz sziikséges
vonal hosszanak?

A PITAGORASZ-TETEL



I I I / 2 ) A Pitagorasz-tétel

103 Az ABC haromszdg oldalainak hossza a = 6, b = 8 és ¢ = 10 egység.
a) Milyen hosszt a ¢ oldalhoz tartozé magassag?

b) Milyen hosszu az a oldalhoz tartozé sulyvonal?

¢) Milyen hosszu a b oldalhoz tartozé sulyvonal?

d) Milyen hosszu a c oldalhoz tartozé sulyvonal?

118 A parkban, ahol Barbara futni szokott, van egy téglalap alaku sétany, amelynek révidebb ol-

dala 36 méter. Az egyik atldja mentén is kiépitették az utat, ez 85 méter hosszu.

a) Készits vazlatrajzot a parkrol! Az atlos szakasz legyen AB, a téglalap masik két csticsa pedig Q
és R.

b) Tegnap délutan Barbara bemelegitéskénta B- A - R - B - A - R — A Gtvonalat futotta végég.
Héany métert futott 6sszesen?

125 A képen egy futballpélya vazlata lathaté. Ez a pélya 110 méter hosszt és 76 méter széles.
oldalvonal

felez6vonal

[euoadefe

biinteté6pont
kapuel6tér

kapu

J9[nIs30launqg

kezd6kor golvonal

a) Milyen messze van a kezd6kor kozepe a palya oldalvonalatdl és a gélvonaltdl?
b) Milyen messze van a palya két legtavolabbi pontja egymastol?

c¢) Mekkora a felezévonal altal kialakitott félpalya atléjanak hossza?

d) Milyen messze van a kezdékor kozepe a palya cstcsaitdl?

Keress az interneten bizonyitasokat a Pitagorasz-tételre. Hanyfélét talaltal? Beszéljetek meg a ko-
vetkezd dran néhanyat ezek kozil.




Szamitasok sikban I I I/ 3 .
T

Két fa kozott 1,5 méter magassagban vizszintesen kifeszitettiink egy 10 méter hossza ruhaszarité kote-
let. A kozepére raakasztottunk egy szaradd inget, amely 80 cm-re 16g le a kotél szintjétol. A kotél a ra-
akasztott vizes ing stilya miatt 4 cm-t megnyult. Milyen magasan lesz ekkor a szarad¢ ing alja a talajtol?

Megoldas
A szoveg alapjan vazlatrajzot készitiink.

Alkalmazzuk az dbra derékszdg(i haromszdgére a Pitagorasz-tételt: x = v/ 5,02 — 5% = 0,45 (m).
A szarad6 ing aljanak tavolsaga a talajtol: y = 1,5—0,45—0,8 = 0,25 (m). Vagyis az ing alja

25 cm-re van a talajtol.

Egy ingaora fadoboza beliil 18 cm széles. Ha az dra ingdjat félretoljuk a falig, akkor éppen 1 cm-rel
van magasabban, mint fiiggéleges helyzetben. Milyen hosszu az éra ingaja?

Megoldas

Rajzoljunk abrat a szoveg alapjan! Az inga hosszat jeloljiik x-szel.

Mivel az 6ra doboza 18 cm széles, ezért az ABC derékszogii haromszég BC befo-
goéjanak hossza 9 cm. Tudjuk, hogy szélsé helyzetben az inga als6 vége 1 cm-rel
magasabban van, mint fiiggéleges helyzetben, ezért az AC befog6 hossza x — 1.
[rjuk fel a Pitagorasz-tételt: x> = (x — 1>+ 9°.

Mit is jelent az (x — 1)*?

(x—1p=(x—1) (x—1)

Végezziik el a szorzast!
(x=1)(x—1)=(x—-1)yx—(x—1)1=x"—x—x+1=x"-2x+1

Tehat a Pitagorasz-tételnél kapott egyenletet ilyen alakban is irhatjuk:

(]
¥=x*—2x+1+81 p
B HC
2x = 82
x =41

Vagyis az inga 41 cm hosszu.




A domin¢ feliilnézetben olyan téglalap, amely két négyzetre vaghaté. Tudjuk, hogy a téglalap at-
16ja 3 cm-rel hosszabb, mint a rovidebb oldala. Mekkora feliilnézetben a dominé révidebb oldala?

Adjuk meg milliméter pontossaggal!

Megoldds

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

A Pitagorasz-tétel alapjén: ¢ = a’ + (2a)’ = @’ + 4a’ = 5a°.

Vagyis ¢ = av's.

Tudjuk a sz6veg alapjan, hogy a + 3 = av/5. Vagyis:a av/'5 — a = 3.
~ 2,4 (cm).

Kiemeléssel: 61(\/§ - 1) = 3,azaza = 3

V5 -1

2a

Felulnézetben a domino rovidebb oldala 24 mm-es.

_—

1~ Képzeld el, hogy egy 2 km hosszu egyenes
ut két végén rogzitettek egy 2001 m hosszu ko-
telet! Milyen magasra kellene emelni kdzépen
a kotelet, hogy feszes legyen? Szamolas el6tt

tippelj!

25" Boldizsar egy 33 méter hosszu és 16 méter
széles medencében 18 hosszt uszott a 33 mé-
teres palyan. Gaspar gyorsabb, és azt gondolta,
vicces, ha atlosan uszik, ezért ugyanannyi id6
alatt 6 18-szor tette meg a medence két szem-
kozti csticsa kozotti tavolsagot. Hany méterrel
uszott tobbet Gaspar, mint Boldizsar?

351 Két, egymastdl 20 méterre 1évo épiilet ko-
zott kifeszitettek egy huzalt, amelynek két végét
azonos magassagban rogzitették. Kozepén egy
tabla16g, ezért a huzal kdzepe 40 cm-rel alacso-
nyabban van, mint a rogzitési pontok. Milyen
hosszu a huzal?

45 Be lehet-e tolni egy 90 cm széles és 2 m
magas ajton egy 2,2 m oldalhosszusagu, négyzet
alaku butorlapot?

58 A gyerekek deltoid alaku sarkanyt készite-
nek, melynek két 4tléja egy 60 cm és egy 42 cm
hosszti nadszal. A rovidebb atlé harmadolja
a hosszabbat. A nad végeit egy vékony huzallal
kotik ossze. Milyen hosszu ennek a huzalnak
a hossza, ha a koétésekre plusz 18 cm-t fognak
elhasznalni?

6 Egy téglalap alaku telek egyik oldalanak
hossza 28 méter, a két szemkozti csticsanak ta-
volsaga pedig 53 méter. Mekkora a telek kerii-
lete, illetve tertilete?

75 Keritést szeretnénk késziteni az 1386 m” te-
riilett, derékszogii haromszog alaku zoldséges-
kertiink koré. A kert 42 méter hosszusagu be-
fogdja mentén mar elkésziiltiink vele. Milyen
hosszt keritést kell még késziteni, ha teljesen
korbe akarjuk keriteni a kertet?

8N Add meg a derékszogli haromszog be-
fogoihoz tartozd stlyvonalak hosszara vonat-
kozé képleteket, ha a befogdk hossza a és b!

A PITAGORASZ-TETEL



Szamitasok térben I I I / 4 )
I

Andris egy 3-szor 4-szer 12 cm-es, téglatest alaki dobozba szeretne beletenni egy mindkét végén
kihegyezett, 13 cm hosszu ceruzat. Sikerrel jarhat-e a probalkozasa?

Megoldas
A téglatest alaki doboz két legtavolabbi cstcsanak tavolsagat kellene meghataroznunk, vagyis
a téglatest testatlojanak hosszat. Az dbrankon az AG egy ilyen testatlo.

Az ABC derékszogli hdromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan: x* = 12° + 4°.
Az ACG derékszdgli haromszdgben a Pitagorasz-tétel alapjan: d* = x* + 3,
Helyettesitsiik be az x* értékét: d* = 12° + 4° + 3%, azaz: d” = 169.

Ezek alapjan a testatlo hossza: d = v/169 =13.

Tehat a 13 cm hosszu ceruza atlosan éppen elférhet a dobozban.

A latottak alapjan az a, b és c élhossztisagu téglatest testdtléjanak hossza: d = v a> + b + ¢*.

Egy 20 cm-szer 20 cm-es keresztmetszet(, 110 cm magas négyzetes oszlopon maszik egy hangya.
Az Gtvonalat az abra mutatja. Tudjuk, hogy atjanak a vizszintessel bezart szoge mindig ugyanak-
kora. Milyen hosszu utat tett meg, amig az aljatol feljutott az oszlop tetejéig?

Megoldds

Ha az oszlop négy oldallapjat egymds mellé kiteritjiikk, akkor
a hangya ttvonala egy szakaszt alkot, mivel tudjuk, hogy ttjanak
a vizszintessel bezart sz6ge mindig ugyanakkora. Jel6ljiik a han-
gya utjanak, azaz az abran zolddel jelolt szakasznak a hosszat

x-szel. Az oszlop adatait felhasznalva felirhat6 a Pitagorasz-tétel:

X’ =80°+ 110°. y,
Ezek szerint a hangya utjanak hossza: /

x = V6400 + 12100 = /18 500 ~ 136 (cm).




Erdekesség

A 3, 4 és 5 egység hosszu oldalakbdl kialakitott harom-
sz0grél mar lattuk, hogy derékszogli. Ennek a harom-
szognek a segitségével a mindennapi életben kénnyen ki-
jelolhet6 a derékszog.

Egy hosszu zsindrra, egymastol egyenl6 tavolsagokra cso-
mokat kotiink. Az elsé és a tizenharmadik csomé 6ssze-
illesztésével a zsinort haromszog alakura feszitjik ugy,
hogy a haromszdg cstcsai az elsd, a negyedik és a nyolcadik
csoménal legyenek. Igy derékszogi hdromszoget kapunk.
Ennek a haromszognek az okori egyiptomiak és az azsiai

népek is évezredek ota ismerték a gyakorlati jelentGségét. A régészek eze-

ket a hosszuisagokat faragott koveken is megtalaltak, s6t Kheopsz faraé
piramisaban, a kiralyszobaban is megtaldlhaté ez a haromszog. A szoba
atléja 5, a leghosszabb fal éle 4, a legkisebb fal atloja pedig 3 egység
hosszusagu.

Az o6korban ezt az alakzatot magikus sikidomnak tartottak. Plutarkhosz

szerint ez a legszebb haromszog.

1~ Megadtuk egy téglatest harom oldalanak
hosszat. Milyen hosszuak a téglatest lapatldi és
a testatldja?

a)a=1,b=2,c=2 b)a=50b=7,¢c=10

2 Egy téglatest alaku szoba egyik alsé sarka-
bol el kellene jutni a szoba legtavolabbi cstcsaba.
A hasznalhatd utvonalak a kovetkezok: a testatld;
egy lapatlo és utana egy él; harom él valamilyen
sorrendben. Hanyféle utvonal van 0sszesen?

35 Egy téglatest alaku szoba méretei 5 m, 4 m
és 2,4 m. Hany kiilonb6z6 hosszusagu utvonal
van az el6z6 feladatban leirt utvonalak kozott?
Add meg ezeket!

43 Egy téglatest testdtldja 10 cm. Lehet-e a tég-
latest minden élhossza centiméterben mérve
egész szam?

53 Egy 16 cm-szer 16 cm-es keresztmetszet(,
2 m magas, fliggblegesen allo négyzetes oszlo-
pon négy hangya maszik. Mindegyik az alsé
alaplap egy-egy csucsabdl indult. Tudjuk, hogy
a hangyak egyenes utvonalanak a vizszintessel
bezart szoge mindig ugyanannyi. Milyen hosz-
szu utat tesznek meg, amig az oszlop aljatol fel-
jutnak az oszlop tetején 1évé cstcsig, ha

a) az els6 hangya csak egy lapon;

b) a masodik hangya két lapon;

¢) a harmadik hangya harom lapon;

d) a negyedik hangya négy lapon mdszott?

6 Egy téglatest harom kiilonboz6 lapjdn 5 cm,

V153 cm és /160 cm a lapatlok hossza. Mi-
lyen hosszu a testatlo?

A PITAGORASZ-TETEL



Szabalyos haromszog, négyzet, kocka

Hatarozzuk meg az a = 14 cm oldalhosszusagu szabalyos haromszog ma- C
gassaganak hosszat!
Megoldas
Az ATC derékszogli haromszogre a Pitagorasz-tételt alkalmazzuk: "
m® + ay - a’. /]

T

[\STINY

Klfe]ezzuk az m- et és behel ettes1tjuk az a értékét: B
m = a— /a / *F14 7-/3 =~ 12,12 (cm).

A
Vagyis az a oldala szabélyos haromszdg magassaganak hossza az oldal @—sze—
resével egyenld, azaz m = a @ 2 /30°
Ez az oOsszefiiggés akkor is alkalmazhato, ha az a atfogdji 30°-os hegyesszoggel b
rendelkezd derékszogl hiromszog hosszabbik befogdjanak a hosszdt szeretnénk /0 p
meghatdrozni. A révidebb befogé ekkor £ B C

5.

Mekkora az a = 14 cm oldalhossztisagu szabélyos haromszog teriilete?
Megoldas
A haromszog teriilete az oldal és a hozza tartozé magassaghossz ismeretében kiszamolhaté. Tud-
juk, hogy az a oldalu szabalyos haromszdg magassaga: m = a - @,
/§
a-a —— 2 2
ezért a terilete: t = 1M — ‘/7 14 4‘/3 =49-/3 ~ 84,9 (cm?).

2 2

Vagyis az a oldalu szabalyos haromszog tertilete az oldalhossz négyzetének a é—szeresével egyenld,

i

azazt = a*-




Kivagtunk papirbol egy 10 cm oldalhosszusagu négyzetlapot. Hany milliméter lesz az oldal-
hosszusaga a vele azonos teriilett, szabalyos haromszog alaka papirlapnak?

Megoldas
A négyzet teriilete: a° = 10° = 100 (cm®).

/3
4

A szabélyos haromszdg ismeretlen oldala legyen b, ekkor a teriilete: b*-

400

V3

A két sikidom teriilete egyenld: b* - @ =100. Vagyis: b = =~ 15,2 (cm).

A szabalyos haromszog oldalhossza koriilbeliil 152 mm lesz.

Erdekesség

Ha az el6z6 példaban latott négyzetet
megfelel6 sokszogekre vagod, akkor
anégyzetet atdarabolhatod a vele egyen-
16 tertilett szabalyos haromszogbe.

Masold le az abran egymashoz kapcso-
16d6 négy sokszoget! Hasznalj atlatszd
papirt! A négy szabalytalan sokszog

alkotta lancot négyzetté és szabalyos
haromszoggé is dsszecsukhatod.

Bolyai Farkas (1775-1856) bizonyitotta, hogy az egyenlé teriiletti sokszogek atdarabolhatok egy-
masba. Bolyai Farkas a matematika mellett mas tudomanyteriiletekkel és miivészetekkel is foglal-
kozott. Matematika-, fizika- és kémiaprofesszorként dolgozott Marosvasarhelyen, és rengeteget tett
a korszerii természettudomanyos ismeretek elterjesztése érdekében. Leghiresebb tanitvanya fia, Bo-
lyai Janos (1802-1860) volt, aki az egyik legismertebb magyar matematikus. A szakirodalomban és
a vilaghalon tovabbi érdekességeket is talalhatsz roluk.
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Szabalyos haromszog, négyzet, kocka I I I / 5 )

4. PELDA

Mekkora az a = 12 cm élhosszusagu kocka lapatloja és testatloja? G
Megoldas
Az ABC derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tételt alkalmazva:
2 2 2
e€=a +a.

C
Vagyis a lapatlé hossza: e =v/2-a> =a-v2 = 12-/2 = 17,0 (cm). %

Az ACG derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tételt alkalmazva:
d=é+a.

Vagyis a testatld hossza:

d=v2-a*+a*=v3-a*=a-v/3 =12-v/3 ~ 20,8 (cm).

22 cm

A 22 cm B

Természetesen a kocka testatldjanak hosszat kozvetleniil a téglatest testatlojanak képletével is meg-
hatarozhattuk volna.
A példa alapjan megfogalmazunk két fontos allitast.

Az a oldalt négyzet 4tl6janak hossza az oldal hosszanak +/2 -szeresével egyenld, azaz a - v'2 .
Az a élii kocka testatlojanak hossza az él hosszdnak a /'3 -szoroséval egyenld, azaz a - v/'3 .

Ebben a leckében négy 0sszefiiggést fogalmaztunk meg a példak alapjan. Ezeket a Pitagorasz-tétel isme-
retében barmikor ujra tudjuk alkotni, ha sziikségiink lesz ra.

FELADATOK

15" Mekkora a szabalyos haromszog magassaga 4N Mennyivel hosszabb a kocka testétléja,
és teriilete, ha az oldalhossza mint a lapatléja, ha az éle 22 cm hosszu?

a) 26 cm; b) 52 cm; S ron Lith .
N . , . )
0 3 cm: d) 12 em? 53 Mekkora az dbrakon lathatd szines so

szogek tertilete, ha a kockak éle 8 cm hosszu?
25" Megadtuk a négyzet tléjanak hosszat. Mi- a) b)
lyen hosszu az oldala?

a) V2 dm b) V3 dm
c)6dm d) 1,4 dm

38 Add meg a szabélyos hdromszog oldalénak
és magassaganak a hosszat, ha a teriilete

a) 100 m% b) 400 cm’;

¢)9v'3 m? d) 81v/3 m’!




I I I / 5 ) Szabalyos haromszog, négyzet, kocka

6 Az ,Els6bbségadas kitelezd!” tébla egy 450 mm oldalhosszusigt
szabalyos haromszog. Korben egy 6 cm széles piros sav van rajta.

a) Mekkora az oldalhossza a bels6 fehér szabalyos haromszognek?
b) Mekkora a piros rész teriilete?

7 Egy 5 méter széles és 2,5 méter magas falat szabalyos hatszog-
lett burkoldlapokkal szeretnénk befedni. A lapok oldalainak hossza
14 cm. A burkolélapokat tizenkét darabos csomagokban lehet meg-
vasarolni. Hany csomaggal kell venni, ha a szabasok miatt a burko-
lando feliiletnél 5%-kal tobbet kell szamolnunk?

85 Egy szabdlyos hatszdgleti faladika belseje 5,5 cm magas. A szem-
kozti oldallapjai a doboz belsejében 9,5 cm-re vannak egymastol.
Mekkora a doboz térfogata?

98 Mekkora a kocka felszine és térfogata, ha a
a) lapatloja; b) testatldja
15 cm hosszu?

10~ Egy téglatest két élének hossza 11 cm és 12 cm, a testatldja pedig
133 cm hosszu. Milyen hosszt a harmadik é1?

113 Az ABCDEFGH kockat szétvagtuk az AFH stk mentén. A kisebb H G

test felszine 300 cm’. Mekkora a kocka éle? B E

123 Képzeld el a nyolc darab egyforma, 1 cm éld kockébol elkészit-

het6 Osszes lehetséges téglatestet! Add meg az igy kapott téglatestek D

lapatléinak és testatléinak hosszat! C
A B

133 Egy 2,4 cm €l dobdkocka egyik lapjan hat potty helyezkedik el
az abran lathaté6 mdédon. Milyen messze vannak ezek a szemkozti lap
kozepén talalhato pottytol?

143 Egy atlatsz6 dobdkocka tetején négy piros potty van, de az
abran a kocka atlathatésaga miatt a szemkozti lap harom pottyébdl
a kozépsd is latszik. Mekkora a kocka éle, ha ez a kozépsé potty a fen-

tiekt6l pontosan v/ 4,5 cm-re van?




CSOPORTMUNKA

Alakitsatok két-harom fés csoportokat, és vizsgaljatok meg
a mellékelt abrat!

Adjatok 6ssze a korvonalak mentén elhelyezkedd szamokat!
Rajzoljatok néhany tovabbi kort a megkezdett szabalyszer-
ség alapjan, és irjatok a kis korokbe a megfelel6 szamokat!
Adjatok meg ezek Osszegét is! Mi a sejtésetek az igy kapott
Osszegekrol? Probaljatok magyarazatot adni a sejtésre!

Nem tudjuk biztosan, de lehetséges, hogy a szamoknak ez
az elrendezési 6tlete Piithagorasztdl szarmazik. Ezért ezeket
a koroket Pitagorasz-koroknek nevezziik.

Hanyféle haromszoget készithetiink tizenkét gyufaszal felhasznalasaval? A kapott haromszogeket

csoportositsuk (hegyesszogti, derékszogu, tompaszogii)!

Megoldas

Bontsuk a 12-t harom egész szdm Osszegére! A sorrend most nem szamit.

1+14+10 2+2+8 3+3+6 4+4+4
1+2+9 2+3+7 34+4+5

1+34+8 24446 | TT——
1+4+7 2+5+5 [ V/,/:>
1+5+6 —

~N

A haromszog-egyenl6tlenség miatt csak a szinessel kiemelt dsszegek megfelelok.

Mivel 2%+ 5% > 5% 4°4+4> > 4>, 3>+ 4> =57

ezért az els6 két szamhdrmas hegyesszogti, a harmadik pedig derékszogli haromszdget hataroz meg.

A 3,4 és 5 egység oldalhosszusagu haromszoggel mar korabban is talalkoztunk. Tudjuk, hogy - a Pita-
gorasz-tétel megforditdsa miatt — ez a hdromszog derékszog, és az elmult ezredévekben fontos szerepe
volt a terepen valé mérésekben. Vannak-e tovabbi olyan derékszogii haromszogek, amelyeknek minden
oldalhossza egész szam? Némi probalkozas utan sok ilyen tulajdonsagii haromszoget lehet taldlni. Az
ilyen hdromszogeket Pitagorasz-féle haromszogeknek, a harom oldal hosszanak mérészamat pedig

pitagoraszi szamharmasnak nevezziik.
A kovetkez6 tablazat néhany pitagoraszi szamharmast tartalmaz:

a 3 5 7 8 9 11 12 13
b 4 12 24 15 40 60 35 84
c 5 13 25 17 41 61 37 85

A PITAGORASZ-TETEL

16
63
65

20
21
29



Ha egy pitagoraszi szamharmas minden tagjat ugyanazzal az egész szammal szorozzuk meg, akkor is
pitagoraszi szamharmast kapunk. Az igy kapott szamharmashoz tartozé haromszog hasonlé lesz az
eredetihez, az oldalhosszak pedig ebbdl adéddan egész szamok maradnak. A tabldzatban csak olyan
szamharmasok szerepelnek, amelyek legnagyobb kozos osztdja az 1.

Hogyan tudndnk ilyen szdmhdrmasokat alkotni?
Az 6ra elején a csoportmunkaban sejtésként négyzetszdmokra gondolhattatok. Irjuk le egymas mellé
a négyzetszamokat! Irjuk két szomszédos négyzetszam ald a kiilonbségiiket!

1 49 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361...
357 9 11 13 151719 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Igazolhatd, hogy az alsé sorban a paratlan szamok szerepelnek, névekedd sorrendben. Bejeloltiik kozii-
lik a négyzetszamokat, illetve a felettiik 1év6 két négyzetszamot is. Ezek szerint:

25—-16=9, azaz: 3° + 4’ =5, Ez a 3, 4, 5 szamharmast adja.
169 — 144 =25,  azaz: 5 +12°=13".  Ezaz5, 12, 13 szimharmast adja.

Az also sor végtelen sok négyzetszamot tartalmaz, ezért végtelen sok pitagoraszi szamharmas létezik.
Ilyen médon azonban nem tudjuk az Osszes szamharmast elkésziteni. A tablazatunkban is szerepel
olyan, amelyik nem ebbdl az eljarasbdl szarmazik (példaul: 8, 15, 17).

A 3, 4, 5 egység oldalhosszusagu Pitagorasz-féle haromszoget nagyitsuk akkora Pitagorasz-féle
haromszoggé, hogy az 5, 12, 13 egység oldalhosszuisagu haromszoggel egy-egy befogéjuk mentén
osszeillesztve egy Uj haromszoget kapjunk! Mekkora lesz az igy kapott haromszog teriilete?

Megoldds

A 3-nak és a4-nek az 5 nem a tobbszordse. A megadott befogok hosszat figyelve a 3-nak és a 4-nek
csak a 12 lehet a tobbszorose. Vagyis két eset lehetséges. Az elsé esetben 4, a masodik esetben
3 a nagyitds ardnya.

L. eset: II. eset:

(16 +5)-12
t=~ /" =126 t=~— " =84
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Az el6z6 példéban latott két hdromszog oldalainak hossza és teriiletiik mérészama is egész szdm. Erde-
kességként megemlitjiik, hogy az ilyen haromszogeket Héron-féle haromszogeknek nevezziik.

Hérén matematikus és fizikus volt, aki a Kr. u. I. szdzadban élt. Nagyon keveset tudunk réla. Ira-
sai gylijteményes jellegtiek, fellelheté benniik egyiptomi, hindu és babiloni hatas is. Tobbek kozott
a sikidomok teriiletszamitasaval és a testek térfogatszamitasaval is nagyon részletesen foglalkozott.

;—

1~ Megadtuk a derékszogli haromszog be-
fogdinak hosszat. Pitagorasz-féle haromszoget
alkotnak-e?

a) a=28,b=45
c) a=34,b=79

b) a=33,b=156
d) a=36,b=77

23 Egy haromszog minden oldalhosszanak
mérdszama egész szam, a keriilete pedig 8 egy-
ség. Mutasd meg, hogy egy ilyen haromszog
nem lehet derékszogt!

3& Harom egymast kovetd pozitiv egész szam
lehet-e pitagoraszi szamharmas?

4N A 37, 48, 55 egy pitagoraszi szamhdrmas —
allitja El6d. Aztan észreveszi, hogy valamelyik
szamban a két szamjegyet felcserélte. Segits
megtalalni a hibat!

53 Két Pitagorasz-féle hiromszog dsszeillesz-
tésével készits olyan haromszoget, amelyben
az oldalhosszak mérészama és a teriilet méro-
szama is egész szam (vagyis készits Héron-féle
haromszdget)!

6 Egy egyenl6 szaru derékszogd hdromszog
befogdja azonos hosszusagu egy félbevagott
szabalyos haromsz6gbdl kapott derékszogl ha-
romszoghosszabb befogdjaval. A kétharomszog
Osszeillesztésével is ,nevezetes” haromszoget
kapsz. Hatarozd meg a szogeinek az aranyat!
Ugye latod a haromszog ,,nevezetességét”?

A PITAGORASZ-TETEL

75 Hatarozd meg azokat a Pitagorasz-féle harom-
szogeket, amelyek teriilete 30 egység!

8™ A koordinata-rendszerben a K(3; 2) kozép-
pontu korre illeszkedik a

a) P(5; 3) pont;

b) Q(15;7) pont.

Add meg a kérvonalra illeszkedd tovabbi racs-
pontokat!

9 A kovetkezd éllitasokat a leckében szerepld

tiz Pitagorasz-féle haromszogrol fogalmaztuk

meg. Dontsd el, hogy erre a tiz haromszogre

vonatkozdan melyik kijelentés igaz, illetve me-

lyik hamis!

a) Az atfogo hosszanak mérészama mindig pa-
ratlan szam.

b) A szamhdarmas valamelyik tagja oszthato
ottel.

¢) Van kozottiik olyan, amelyben mindkét be-
fogd hosszanak mérészama paratlan szam.

d) Mindegyik haromszog teriiletének méro-
szama egész szam.

e) Van kozottiik olyan szamharmas, amelyik-
ben nincs hdrommal oszthat6 szam.

f) Van olyan, amelyikben az atfogd hosszanak
mérészama oszthaté harommal.

(Annak megvalaszolasa, hogy ezek a kijelen-

tések minden Pitagorasz-féle haromszogre ér-

vényesek-e, nem konnyt feladat, ezért ezt nem

is szerepeltetjiik feladatként.)



Egyéni megfigyelés

Jelolj ki a fiizetben egy K pontot! Rajzolj egy
K kozéppontd, tetsz6leges sugaru kort! Rajzold
meg egy atmérdjét, amelynek két vége legyen
A és B! Valassz a korvonalrél néhany C pontot,
¢és mindegyik esetében mérd meg az ACB sz6-
get! Mi a sejtésed?

A megfigyelésed eredményét csak sejtésnek ne-
vezheted. J6 lenne azonban igazolni is az allitast!
Legyen az AB atmérdju korvonal egy tetszoleges
pontja C. Ez a pont ne essen egybe a berajzolt at-
méré egyik végpontjaval sem.

A rajzunkon az AKC egyenld szdrt hdromszog,
mertaz AK és CK szakasz is a kor sugaranak hossza-
val egyenlé. Ezért ebben a haromszogbenaz A ésa C
csucsnal egyenl6 szog van. Ezt jeloltiik a-val.

Hasonl6éan a BKC is egyenld szarti hdromszog, amelyben a B és C

a C csticsndl van egyenlé szog. Ezt jeloltiik f-val.

Mivel a haromszogek belsé szogeinek Osszege 180°, ezért az ABC

haromszdgben:

2a+ 2 =180° azaz @ + = 90°. Ezek szerint a C csucsnal derékszog

van.

A bebizonyitott allitdst Thalész-tételnek nevezziik:

Ha egy kor atmérdjének két végpontjat 6sszekotjitk a kor barmely mas
pontjaval, akkor derékszogli haromszdget kapunk. (A kor atmérdje

a derékszogli haromszog atfogoja lesz.)

Az is igazolhatd, hogy a korlap egy belsé P pontja esetén az APB sz0g tompaszdg, egy kiilsé Q pont
esetén (ami nem illeszkedik az AB egyenesre) pedig az AQB sz0g hegyesszog lesz.

Igaz a Thalész-tétel megforditasa is:

Ha egy AB szakasz valamely C pontbol derékszogben latszik (azaz ACB szdg derékszog), akkor az

AB atmér6jii kornek C az egyik pontja.

Az AB atmér6jii kort az AB szakasz Thalész-korének nevezziik. Az AB atmér6 a Thalész-kor minden
pontjabol (kivéve az A és B pontok) derékszogben latszik.

Thalész, gorog filozoéfus és matematikus Kr. e. VI. szdzadban élt, 590 koriil.
Elemi geometriai allitasok megfogalmazasa, és tobbek kozott a szog fogal-
manak tisztazasa is a nevéhez flizédik.

Megallapitotta, hogy az egyenld szart hdromszog alapon fekvé szogei
egyenl6k. Felismerte, hogy a kort az atmérdje felezi. Emellett olyan csillaga-
szati ismeretekkel is rendelkezett, amelyek segitségével el6re ki tudta szami-
tani egy napfogyatkozas pontos idejét.

O volt az els6 a gorogok kozott, aki a természet egységének raciondlis ma-
gyarazataval is foglalkozott.
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A kor és a derékszogli haromszdg I I I / 7 )

Ismert egy derékszogli haromszog c 4tfogodja és az atfogdhoz tartozé m, magassaga. Szerkessziik
meg a haromszoget!

Adatok:

Megoldas
Vazlat:

C
i /t\ ;
Vegyiik fel az ismert AB szakaszt! A megszerkesztendd C pont illeszkedik az AB-t6l m,_ tavolsagra
1évé parhuzamos egyenesre. Két ilyen egyenes van. A C pont az AB Thalész-korére is illeszkedik.
A két egyenesnek és a kdrnek a megadott adatok esetén négy metszéspontja van. A négy megoldas

haromszogei egybevagdk egymassal, igy azt mondhatjuk, hogy egyféle megfelelé haromszoget
tudtunk szerkeszteni.

Kivitelezés a leiras alapjan:

Az ABC hegyesszogli haromszogben megrajzoljuk az A cstcsra illeszkedé magassagvonalat. Ez
a szemkozti oldalt a T, pontban metszi. Megrajzoljuk a B csticsra illeszkedd magassagvonalat is.
Ez a szemkozti oldalt a T, pontban metszi. Igazoljuk, hogy az A, B, T, és T, pontok egy korvonalra
illeszkednek!

Megoldas

Mivel a magassagvonalak merdlegesek a szemkozti oldalra, ezért az
ABszakasza T, és a T, pontokbdl is derékszogben latszik. Vagyis a T,
és a T, pontok rajta vannak az AB Thalész-korén. Mivel ennek a kor-
nek AB az atmérdje, ezért a négy pont valoban egy korre illeszkedik.




|

1s" Rakd novekedd sorrendbe az dbran lathatd
AQB, APB, ARB, AKB, AHB st)geket!

28 Az ABC hegyesszogli haromszogben a ma-
gassagok talppontjai legyenek P, Q és R, a magas-
sagpont pedig legyen M. A megadott hét pontbol
az Osszes lehetséges mddon valaszd ki azokat
apontnégyeseket, amelyek egy korre illeszkednek!

33 Egy kor alaki medence szélén harman
tldogélnek. Bendeguizzal szemben (a meden-
ce legtavolabbi pontjanal), téle 15 méter tavol-
sagra DOmotor licsorog, akitdl Ferdinand csak
4 méterre van. Milyen messze van Ferdinand
Bendeguztdl?

43 Egy derékszogt haromszognek adott az
atfogoja és az egyik befogdja. Szerkeszd meg
a haromszoget!

5& Hany darab derékszogli haromszoget hata-
roz meg az abran lathaté hét pont? Sorold fel
a haromszogeket!

B C

63 Hany darab derékszogii haromszoget hata-
roz meg az abran lathaté nyolc pont?

B C

G F

78 Igaz-e a kovetkezé allitas? Valaszodat in-
dokold!

Ha egy hdromszog két rovidebb oldaldra mint
dtmeérdre egy-egy kort rajzolunk, akkor a két kor
a harmadik oldalon metszi egymadst.

83 Magyarazd el, hogy miért egyenld széru az
abran lathaté PQF haromszog!

C

A F B

9 Igazak-e a kovetkezd allitasok?

a) A derékszogli haromszog atfogéjanak hosz-
sza kétszer akkora, mint az atfogoéhoz tarto-
z6 sulyvonal hossza.

b) A szabalyos hatszog barmely két szomszé-
dos csucsahoz taldlhaté egy olyan harma-
dik cstcs, amivel derékszogli haromszoget
alkotnak.

¢) A szabilyos 6tszog cstcsaibol kivalaszthato
harom olyan, amelyek derékszogli harom-
szoget hatdroznak meg.

A PITAGORASZ-TETEL



Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megismerkedtél a Pitagorasz-tétellel, amely sikban

és térben is nagy segitség lehet ismeretlen szakaszok hosszanak meg-

hatarozasaban. Az eddig csak szerkesztéssel és méréssel meghatarozhat6 2
szakaszhosszakat most mar ki is tudjuk szamitani.

Derékszogii haromszog esetén a két befogora rajzolt négyzet teriilet- b
Osszege egyenl6 az atfogora rajzolt négyzet teriiletével.

Ez az allitas a Pitagorasz-tétel.
Az abra mutatja a szovegben megfogalmazott allitast: 2

a+b=c

A Pitagorasz-tétel megforditasa is igaz:

Ha egy haromszog két oldalhosszanak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal hosszanak négy-
zetével, akkor a haromszog derékszogu.

A Pitagorasz-tétel segitségével a szamitdsokban nagyon jol hasznalhat6 6sszefiiggésekhez jutottunk.

V3

Az a oldalu szabélyos haromszog magassaganak hossza: m = a - o a a

2. V3 a
TR

Az a oldalu szabalyos haromszog teriilete: t = a

Az a oldalu négyzet 4tléjanak hossza: a - v'2 .

Az a élii kocka testatléjanak hossza: a /3 .

FELADATOK

1~ Melyik vonal hosszabb? El8szér tippelj, aztén szdmolj!

/N /N /N //\ /N

NN N NN N

25 Egy fiskamra ajtaja 95 cm széles és 2 méter magas. Szeretnénk atlosan részerelni egy vaspéntot,
hogy erdsebb szerkezetti legyen. Milyen hosszt lehet ez a pant maximalisan?




35 Az 1 :200-as aranyu feliilnézeti tervrajzon
az AB szakasz hossza 5 cm. A szakasz két vége
kozott a valésagban 3 meéter szintkiilonbség
van. Milyen hosszu a szakasz val6jaban?

45 Egy 12 méter széles, téglalap alaku kert

egyik sarkaban egy kerti csap talalhat6. Egy

25,5 méteres locsolocs6 pontosan atér a kert

legtavolabbi sarkaba.

a) Mekkora a kert teriilete?

b) Akertkoré keritést szeretnénk épiteni. Meny-
nyi drothalét kell vasarolnunk a kerités-
hez, ha a 3 méter széles bejarati kaput mar
elkészitettiik?

58 Egy 4 cm oldalhosszasagu négyzetbe a le-
het6 legnagyobb méretli nyomtatott Z betfit
irtuk. Milyen hosszt vonalat haztunk?

65 Rajzolj a négyzethaldra egy
a) V5 b) J/10;
0) V13; d) V18

egység hosszusagu szakaszt!

78 Szabalyos haromszdget szeretnénk rajzolni
a koordinata-rendszerbe. Két csucs koordinatai
ismertek: A(2; 1), B(8; 1). Add meg a harmadik
csucs koordinatait!

8M Egy négyzet alaku szobat parkettaznak.
A négyzet atldja 3,8 méteres. Mekkora feliile-
tet kell parkettazni? Milyen hosszu lesz a szoba
falai mentén futd szegdléc?

9N Egy 2,5 méter magas kétagu létrat ugy
nyitottak ki, hogy a labai a vizszintes talajon
90 cm-re vannak egymdst6l. Milyen tavolsagra
van a talajtdl a létra legmagasabb pontja?

105 Van egy-egy 7 cm, 10 cm, 24 cm, 25 cm
és 26 cm hosszusagu palcank. Hanyféle harom-
sz0g allithat6 6ssze harom palcabdl? Van-e ko-
zottiik derékszogli?

118 Melyik hosszabb: a 12 cm €l kocka vagy
a8cm, 12 cm és 16 cm él4 téglatest testatloja?
Tippelj, majd szamolj!

123 Hany darab szakaszt hatdroz meg az abran
lathatd 6t pont? Keresd meg az egyenl6 hosszu-
sagu szakaszparokat!

yll

133 Milyen hossztak az 4bra szines szakaszai?

A

29
20

145 Egy diith6s madar il a 14 méter magas to-
rony tetején. A vaddsz a torony labatél 35 mé-
terre van, és a puskacsévét 2 méter magasra
emeli. Hany métert kell megtennie a golyonak,
mig elér a dith6s madarig? Hasznald a Pitago-
rasz-tételt!

A PITAGORASZ-TETEL



Az ezen az oldalon talalhatd, 15-22. tesztkérdé-
sekhez mindig egy helyes valasz tartozik.

158 Egy kor 65 cm és 72 cm hosszusagu hurja
merdleges egymasra, és egyik végpontjuk ko-
z0s. Mekkora a kor sugara?

A: 68,5 cmy B: 97 cm;

C: 48,5 cm; D: 194 cm;

E: Ilyen kér nem létezik.

165 Hany darab igaz a kovetkezd négy allitas

kozul?

- Ha egy haromsz6g minden oldaldnak hossza
méterben kifejezve paratlan szam, akkor az
nem lehet derékszogti haromszog.

- Harom egymast kévetd egész szam nem lehet
egy derékszogl haromszog oldalainak hossza.

- Ha egy haromszognek van egység hosszusa-
gu oldala, akkor az nem lehet Pitagorasz-féle
haromszog.

- Van olyan Pitagorasz-féle haromszog, amely-
nek az atfogoja 13 egység hosszusagu.

; B: 1;

; D: 3;

m O
=N O

175 Egy 5 egység hosszuisagl szakasz mind-
két végpontja illeszkedik egy-egy tengelyre, és
mindkét koordinatdja egész szam. A szakasz
nem illeszkedik egyik tengelyre sem. Milyen
messze van az origo a szakasztol?

A: 3; B: 4;

C: 5; D: 2,4;

E: Az el6z6ek egyike sem.

18~ Egy deltoidnak 5 cm és 12 cm hosszisagu
oldalai vannak, és csucsai egy korre illeszkedik.
Mekkora annak a kérnek a sugara?

A: 6 cm; B: 6,5 cm;

C: 8,5 cmy; D:9 cmy;

E: Ilyen kor nem minden esetben 1étezik.

A PITAGORASZ-TETEL

195 A képen lathato 150-szer 60 cm-es torol-
koz6n harom parhuzamos csik van. Melyik 4l-
litas igaz?

A: A harom szakaszbol lehetne haromszoget
szerkeszteni.

B: Egy 0,9 m’ teteji asztalt ezzel a torolkozével
pontosan le lehetne fedni.

C: A parhuzamos csikok tavolsaga 20 cm.

D: A legrévidebb csik nem éri el az 50 cm-t.

E: A leghosszabb csik hossza milliméter pon-
tossaggal 161,6 cm.

20~ Egy 20 cm magassagu szabalyos harom-
sz0g oldalanak hossza melyik megadott meny-
nyiséghez van a legkozelebb?

A: 35 cm; B: 17 cm;
C: 18 cm; D: 23 cmy
E: 24 cm.

21~ Két kiilonbo6z6 kocka testatldinak kiilonb-
sége 3 cm. Mekkora az oldalaik kiilonbsége?
A: Ennyi adatbdl nem mondhaté meg;

B: 3 cm; C: 3\/§ cm;

D: \/E cm; E: ﬁ cm.

228 Két egyenlé hosszusagti 6 cm hosszusa-
gu szakaszbdl T bettit alakitottunk ki. Milyen
messze van a betl vizszintes szdrdnak egyik
vége a fiiggbleges szar aljatdl?

A: V12 cmy B: 12 cm;

C: v45 cm; D: v72 cm;

E: 9 cm.



235 Attila és Balint az iskola egyenes kerité-
séhez rogzitette egy 25 méter hosszusagu kotél
mindkét végét. A rogzitési pontok egymastol
24 méterre vannak. Cili megfogta a kotél koze-
pét és addig tavolodott a keritéstdl, amig a kotél
feszes nem lett. Milyen tavolra keriilt ekkor a
kotél kozepe a keritést6l?

24N Egy derékszog alaku képtdmasz asztalon

fekvé része 8 cm hosszu, a ferde része pedig

16 cm-es.

a) Hany fokos szogben 4ll a vizszintes asztal-
hoz képest a kép?

b) Mekkora a képtamasz fiiggdleges oldala?

253 Az asztalon 6t kiilonbézé hosszasagu hur-
kapalca van. A hosszuk 7 cm, 15 cm, 20 cm,
24 cm és 25 cm.

a) Hanytéleképpen valaszthatunk koziiliik har-
mat ugy, hogy egy haromszoget lehessen
Osszeallitani a harom szakaszbdl, mint ol-
dalbol?

b) Melyek lesznek derékszogt haromszogek az
el6z6ek kozul?

268 A szoba sarkabol elindult egy hangya.
Az Gtja egy vizszintes, egyenes szakasznak tekint-
het6 a padlon. Amikor megallt, akkor az egyik
faltél 39 mm-re, a masiktol pedig 80 mm-re
volt. Mennyire tavolodott el a saroktdl?

273 Mekkora a teriilete a kovetkezd, oldalaik-
kal megadott haromszogeknek?

a) 16 cm, 63 cm, 65 cm;

b) 28 cm, 45 cm, 53 cm;

c) 32 cm, 63 cm, 63 cm;

d) 53 cm, 53 cm, 56 cm.

28» Tudjuk, hogy az ABCD deltoidnak csak
az A csucsanal van derékszog. Az AB és az AD
oldalak hossza 6 cm, a masik két oldal pedig
10 cm hosszua. Milyen hosszuak az atlok?

295 Mekkora a kertilete a racsra rajzolt sok-
szogeknek? A szomszédos parhuzamos egye-
nesek 5 mm-re vannak egymastol.

a) b)

308 Adjunk képletet a rombusz oldalhosszara,
ha az atloi e és f egység hosszuak!

318 Megmértiik egy fiok belso részét: szélessé-
ge 40 cm, hosszusaga 60 cm, mélysége 12 cm.
Elfér benne egy 73 cm-es vékony, egyenes fém-
rud?

328 Van hdrom darab egyforma zsémlénk,
amelyek félgombnek tekintheték. A korlapjaik
sugara 6 cm. Ugy tettiik korlapjaikkal egy ta-
nyérra a zsomléket, hogy paronként egymashoz
érnek. Milyen messze van egy zsomle teteje,

a) egy masiknak a tanyéron 1év6 kozepétdl;

b) a masik kettének az érintkezési pontjatdl?

A PITAGORASZ-TETEL
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Az egyenletmegoldas kezdetei

Az ékirasos agyagtabldk tanusaga szerint az dkori Mezopotdmiaban (Kr. e. 2000) mar tudtak szo-
rozni, négyzetre emelni, ki tudtdk szamolni a szamok reciprokat, valamint meg tudtak oldani egy-
szerl egyenleteket és egyenletrendszereket is. Képleteket azonban még nem hasznaltak, a megol-
dast szavakba ontott utasitdsokkal adtak meg. Az egyiptomi algebra nem volt annyira fejlett, mint
a mezopotamiai, de hasznos szamitasok elvégzésére alkalmas volt. Ezt bizonyitja a hires degyipto-
mi, szamtannal és mértannal foglalkozé Rhind-pa-
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Gondoltam egy szamra. A szam négyszeresénél 66-tal nagyobb szam fele éppen 100. Melyik szam-
ra gondoltam?

Megoldas
Jeloljiik a szamot x-szel. A szoveg alapjan felirt 6sszefiiggés:
(4x +66) : 2 = 100.

Oldjuk meg az egyenletet a lebontogatas médszerével!

A szam négyszeresénél 66-tal nagyobb szam egyenl6 200-zal, ebbdl a szam négyszerese 66-tal ke-
vesebb, azaz 134, igy a gondolt szam ennek a negyede: 33,5.

A kapott eredményt mindig az eredeti sz6vegbe helyettesitve ellenérizziik!
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Egy sziiletésnapi partin minden résztvevd kezet fogott mindenkivel, igy 136 kézfogds tortént.
Hényan vettek részt a sziiletésnapi partin?

Megoldas

A megoldast a pozitiv egész szamok halmazan keressiik. Jeloljiik a résztvevok szamat x-szel.

1 résztvevo x — 1 emberrel fogott kezet, hiszen sajat magaval senki sem fog kezet. Ez mindenkir6l
elmondhatd, azaz mind az x résztvevé x — 1 emberrel fogott kezet. Ez Gsszesen x - (x — 1) kézfogas, de
igy minden kézfogast kétszer szamoltunk. Példaul Matyas és Jakab kézfogasat megszamoltuk akkor
is, amikor Matyas kézfogasait szamoltuk &ssze, és akkor is, amikor Jakab kézfogasait vettiik szamba.

Ezek alapjan felirhat6 a kovetkez6 egyenlet: x(xT—) =136, ebbdl

x(x—1)=272.
Ezt az egyenletet probalgatassal tudjuk megoldani.
Mivel x pozitiv egész szam, ezért néhany esetet kiprobalva eljutunk a megoldashoz.
5
20

10
90

15
210

16
240

17
272

x
x(x—1)

A megoldas tehat a 17. Tobb lehetéség nincsen, mert nagyobb szam valasztasa esetén az x(x — 1)
szorzat nagyobb lesz az el6z6 szorzat értékénél. Tehat a sziiletésnapi partin 17 résztvevé volt.

17-16
2

Ellendrzés: 17 résztvevo esetén = 136 kézfogds tortént.

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket az egész szamok halmazan!
a) 8(x+2)+3(x+5)=x+ 121

b) x+15=2-(x+10)—(x+5)

c) 2(x+4)+x—10=5(x+4)—2(x+6)

Megoldds
a) Bontsuk fel a zardjeleket, majd 6sszevonas utdn alkalmazzuk a mérlegelvet!
8x+16+ 3x+15=x+ 121

11x+ 31 = x+ 121 /=31

11x = x4+ 90 /—x

10x = 90 /:10
x=9

Ellen6rzés: 8-(9+2)+3-(9+5) =811+ 314 = 130. Tehat az egyenlet megoldasa a 9.
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b) Bontsuk fel a zardjeleket, majd dsszevonas utan alkalmazzuk a mérlegelvet!
x+15=2x+20—x—5
x+15=x+15 [ —x

15=15

Mit jelent ez az eredmény? Ez egy igaz egyenldség, ami azt jelenti, hogy az egyenletnek minden
egész szam megoldasa. Ezt azonossagnak nevezziik.
Mivel a megoldast az egész szamok halmazan kerestiik, ezért ebben az esetben az egyenletnek
végtelen sok megoldasa van. Ellendrzésképpen helyettesitsiink az egyenletbe egy-két talalomra
valasztott értéket!

¢) Oldjuk meg az a) példahoz hasonlé mddon!
2x+8+x—10=5x+20—2x—12

3x—2=3x+8 / —3x
—2=38
Ez az egyenléség nem igaz. Ellentmondasra jutottunk. Ennek az egyenletnek semmilyen szam-
halmazon nincs megoldasa.

Azt a szamhalmazt, amelyben a megoldast keressiik, alaphalmaznak nevezziik. Ha nem tesziink sem-
milyen megkétést, akkor mindig a lehetd legbdvebb szdamhalmazra szoktunk gondolni. Az els6 példa-
ban ez az eset all fenn, az alaphalmaz a tanult szamok halmaza. A masodik példaban az alaphalmaz
a szoveg értelmezése alapjan a pozitiv egész szamok halmaza, a harmadik példaban pedig az egész
szamok halmaza volt. A kapott megoldasok alkotjak az egyenlet igazsaghalmazat.

CSOPORTMUNKA

Hgﬁ a I”;rbﬂk?,

Alkossatok négyfés csoportokat. Osszatok szét egymas ko-
z0Ott a felsorolt négy kérdést, és mindenki irjon egy lapra
egy gondolatot a sajat kérdésével kapcsolatban. Ha készen
vagytok, adjatok tovabb a lapot a téletek balra iilének, aki
hozzair valamit a mar leirt gondolathoz, majd djra tovabb-
adja. K6zosen beszéljétek meg a leirtakat, amikor a négy lap
korbejart!

Lazjagn x:j es X,ﬁ#()
%=y /4
‘r.’:j:jtj :3"‘/—}"£
79 -XI'-:;?‘ -x"

X (4-x) =ly-x)y+ ""-}/(‘dd’()

1. Mit értiink az egyenlet alaphalmazan?
2. Mely szamok alkotjak az egyenlet igazsaghalmazat?
3. Mit jelentenek az alabbi egyenletmegoldasi moddszerek?
Mikor melyiket célszert alkalmazni?
- mérlegelv
- lebontogatas modszere
- probalgatas modszere

x::a-!—)"/loﬁ'e. x:.j

x=2x /iR
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FELADATOK

15" Oldd meg az egyenleteket az egész szamok
halmazan!

a) 5x —10 =25

b)4-(3x—2)=28

c) 12x+22=8x—6

d) 5x+21 —3x=—8+ 3x

25 Oldd meg az egyenleteket a racionalis sza-
mok halmazan a lebontogatas mddszerével!

a) 3x+6):8—-7=2
b) (%+4>-9=27
(x+3)~4

c) z =6
—2,1(x— 53

d) —(1x4 ) _ 6
5,_.2\.9_

e) <2x 3) = 7,8

351 Oldd meg az egyenleteket a racionalis sz4-
mok halmazan!

a) 8x —3(x+4)=3x—26

b) 4(2x—9) = 5(6+ x)

c) —3(8—7x)+6=4—-4(2x—9)

d) x—7+6(2x—8)=9—-2(5—4x)+x

e) 5(x—3)+2=2(8x+6)

7 _3
D 5(=9=x)=5(5x=7)
@) 1,7(7x —2,6) = 3,1(2x +0,7) — 0,89

2 -9 _2
h) $(43-x)+59 = 10(0,4x 3)

45 a) Gondoltam egy szamra. Hozzdadtam

a hdromszorosat, igy 54,8-et kaptam. Melyik

szamra gondoltam?

b) Gondoltam egy szdmra. Hozzdadtam a felét,
igy 74,7-et kaptam. Melyik szamra gondol-
tam?

550 a) Egy szam és a szamnal 5-tel kisebb szam
Osszege 23,3. Melyik ez a két szam?

b) Egy szam és a nala 9-cel nagyobb szam 0sz-
szege 47,8. Melyik ez a két szam?

65 Kristéfnak és Eszternek dsszesen 15 000 Ft
zsebpénze van. Amikor mindkett6jiik zsebpén-
ze megkétszerezddik, Kristéfnak annyi zseb-
pénze lesz, mint Eszternek most.

a) Mennyi pénze van most Kristéfnak?

b) Mennyivel volt tobb pénze Eszternek?

78 - A jégkdsdanak elfogyott a ne-
gyede, meg még 6 liter — jegyezte
meg Panni.

— En ugy ldtom, a 60%-a maradt
meg — mondta Jerry.

Mennyi jégkasa volt eredetileg a gép-
ben, ha mindkét gyereknek igaza volt? |

83 a) Két szdm kiilénbsége 7, dsszege 17. Me-
lyik ez a két szam?

b) Két szam kiilonbsége 8, 6sszege 4. Melyik ez
a két szam?

c) Két egész szam kiilonbsége 3, szorzata 70.
Melyik ez a két szam?

95 a) Egy szdmnak és a kétszeresének a szorza-
ta 32. Melyik ez a két szam?
b) Egy szamnak és a haromszorosanak a szor-

zata % Melyik ez a két szam?

10 Alj, Bali és Cili életkora egész szam. Hény
éves Ali, Bali és Cili? Keresd meg az Osszes
megoldast, ha a kévetkezd négy allitas koziil
pontosan az egyik hamis!

a) Ali és Bali egyiitt 22 évesek.

b) Bali és Cili egyitt 33 évesek.

c) Ali és Cili egyiitt 26 évesek.

d) Ali, Bali és Cili egytitt 39 évesek.
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CSOPORTMUNKA

[rjétok le a fiizetetekbe az aldbbi egyenl6tlenségeket, és beszéljétek meg kozdsen, hogy melyik igaz
és melyik hamis! Javitsatok ki a hibasakat!

7 6 _ _6 3
a) 3 <5 19)12<11 c) —2<7 d) 5< 1

Az alabbi feladatokat osszatok el ugy, hogy mindenkinek jusson
legalabb egy! Figyeljétek meg, hogyan valtozik az egyenldtlenségek
igazsagtartama a megadott miivelet elvégzése utan!

A) Minden egyenl6tlenséghez adj hozza 4-et!

B) Minden egyenlétlenségbdl vonj ki 2-t!

C) Minden egyenlétlenséget szorozz meg 3-mal!

D)Minden egyenlétlenséget szorozz meg (—3)-mal!

E) Minden egyenlétlenséget szorozz meg %-del!

F) Minden egyenl6tlenséget ossz el 2-vel!
G) Minden egyenl6tlenséget ossz el (—2)-vel!

Foglaljuk 6ssze a csoportban szerzett tapasztalatokat!

Egyenl6tlenség esetén

Nem valtozik a relacids jel allasa, ha Megfordul a relacids jel allasa, ha
- ugyanannyival noveljiik mindkét oldalt; - negativ szammal szorzunk;
- ugyanannyival csokkentjiik mindkét oldalt; - negativ szammal osztunk.

- pozitiv szammal szorzunk;
- pozitiv szammal osztunk.

Ezeket a megfigyeléseket az egyenl6tlenségek megoldasakor hasznosithatjuk.

Oldjuk meg az egyenl6tlenséget: (—2)[x (—3)+ 10] < 40!
Megoldas

Jeloljiik az egyenletmegoldasnal tanult ferde vonal mogott, hogy milyen muveletet végziink!
(—2)[x (=3)+ 10] <40 /:(=2) Negativ szammal osztunk, igy a relacidjel megfordul.

x(=3)+10=-20 /-10 Kivonasnal a reldciojel allasa nem valtozik.
x:(=3)=-30 /:(=3) Negativ szammal osztunk, igy a relacidjel megfordul.
x =10 Ezek a szamok alkotjdk az igazsaghalmazt.
Szamegyenesen dbrazolva: + >
10
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Oldjuk meg az egyenl6tlenségeket a mérlegelv felhasznalasaval!

a) 3(1 —2x)—(4—5x)=3+2(4—2x)
b) 2x—3—5%x<8—b

9
Megoldds
a) 3(1-2x)—(4—-5x)=3+2(4—2x) /zarojelfelbontds
3—6x—4+5x=3+8—4x /6sszevonas
—x—1=211—4x /+4x; +1
3x =212 /:3
x=4
Szamegyenesen abrazolva: + >
4
b 2x-3-2 X <g- 2ol /-9
18x —27 —3(5—x) <72 —(2x—1) /zardjelfelbontas
18x —27—-15+3x <72—-2x+1 /6sszevonds
21x —42 <73 —-2x [+ 2x; +42
23x < 115 /:23
x <5
Szdmegyenesen abrazolva: o >
5

Ellendrzés: Egyenlétlenségek megolddsa utdn altalaban nincs lehetségiink minden megoldast visz-
szahelyettesiteni az eredeti egyenletbe. Ilyenkor valasztunk egy tetsz6leges szamot az igazsaghalmaz-
bdl, és azt helyettesitjiik vissza.

Ha megfelel6 eredményt kapunk, az nem biztositja azt, hogy jol szamoltunk, csak valdszintibbé teszi.

Ha ellentmondast kapunk, akkor viszont biztosak lehetiink abban, hogy valamit eltévesztettiink a meg-
oldas vagy az ellenérzés soran.

Példaul a 2. példa a) részében egy szoba jovo érték az 5. Behelyettesitve az eredeti egyenletbe:

3(1-2-5)— (4= 5-5)=3+2(4—2-5)
3(=9)— (-21)= 3+ 2(-6)
—6 =—9 teljesiil.




Egyenlotienségek
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A hétkoznapokban gyakran nem egyenléségekkel talalkozunk. Sokszor eléfordul, hogy két kifejezés
kozott egyenldtlenséget tudunk felirni.

Dorkanak négyszer annyi pénze volt, mint Rézanak. Ketten egyiitt egy 4000 Ft-os ajandékot sze-
rettek volna megvenni édesanyjuknak. Kaptak a batyjuktél 600 Ft-ot, de még igy sem volt elegend6
pénziik. Hany forintja lehetett Dorkanak és Rozanak?

Megoldas

Jeloljiik Roza pénzét x-szel, ekkor Dorkanak 4x pénze van. A batyjuktol kapott 600 Ft-tal egyiitt
x + 4x + 600 forintjuk lett, ami még nem elegendd. Ez alapjan a kovetkez6 sszefiiggés irhato fel:

x + 4x + 600 < 4000
5x + 600 < 4000 /—600
5x < 3400 /:5
x < 680

Azt nem tudjuk pontosan meghatarozni, hogy mennyi pénziik volt a lanyoknak, csak annyit allit-
hatunk, hogy Rézanak 680 Ft-nal, Dorkanak 4 - 680 = 2720 Ft-nal kevesebb pénze volt.

Osszefoglalas:

A mérlegelvet az egyenlotlenségek megoldasa soran is alkalmazhatjuk, de figyelniink kell az

aldbbiakra:

e Ha az egyenlétlenség mindkét oldalat ugyanazzal a pozitiv szammal szorozzuk vagy osztjuk,

akkor a relacids jel allasa nem valtozik meg.

e Ha az egyenldtlenség mindkét oldalat ugyanazzal a negativ szammal szorozzuk vagy osztjuk,

akkor a relacids jel allasa ellenkezoéjére valtozik.

FELADATOK

15 Igaz vagy hamis?

a) Ha egy egyenl6tlenség mindkét oldalat ne-
gativ szammal szorozzuk, a relacios jel meg-
fordul.

b) Ha egy egyenl6tlenség mindkét oldalat ugyan-
annyival csokkentjiik, a relacios jel megfordul.

c) Ha egy egyenlétlenség mindkét oldalat po-
zitiv szammal szorozzuk, a relacids jel nem
fordul meg.

d) Ha egy egyenl6tlenség mindkét oldalat ne-
gativ szammal osztjuk, megfordul a relacios
jel.

258 Oldd meg az alébbi egyenl6tlenségeket a ra-
ciondlis szdmok halmazén! Abrazold a meg-
oldasokat szamegyenesen!

a)3x—7>8—x

b) 8+ 3x=>—4x—6

c) —4x—4>-3—3x

d) 2,5x — 4,3 < 10,7 + 1,5x

e) —2,9+ 3,1x =—5,4x — 62,4

35 Add meg azokat az egészeket, amelyekre
a) 9<3a=<9 b) 0 <4b < 12
¢) =12 < 5¢ < 12 d) —13 < 4d < 12




Egyenlotlenségek

45 Oldd meg az alabbi egyenldtlenségeket a ra-
ciondlis szdmok halmazin! Abrazold a meg-
oldasokat szamegyenesen!

a) 2(x—3)>5x+9

b) 3(5—2x) =< 4(—4x—6)

c) 1-5(6—x)>3(3x+5)

d) 2(1,8x —3,7) < 6 — (1,9x — 8,6)

e) =52 —2(1,1x — 0,4) < (=3,2 — 1,6x) (=5)

5a'a) Ha —2 < x =< 2, akkor mennyi lehet az

x’? Add meg a vélaszt algebrai alakban és abra-

zold szamegyenesen is!

b) Ha —2 < x < 2, akkor mennyi lehet az | x |2
Add meg a vélaszt algebrai alakban, és abra-
zold szamegyenesen is!

65 Oldd meg az aldbbi egyenldtlenségeket
a raciondlis szdmok halmazén! Abrézold a
megoldasokat szimegyenesen!

a) ’CZL3<4x—7

b)%—32—5—4x
_2x+31 ~3x+5
c) 3 5 — 2

X o 4x+1
d) 7x+6 2< 5

78 Ha az a < b egyenlétlenség nem igaz, az
azt jelenti, hogy a = b.

Milyen relacios jelet hasznalnal, ha

a) nem igaz, hogy a > b;

b) nem igaz, hogy a < b;

¢) nem igaz, hogya = b.

83 Péter 15 kg-mal nehezebb, mint Kata, de
5 kg-mal konnyebb, mint Zoli. Agi 37 kg. Leg-
feljebb hany kg lehet Péter, ha egyszerre négyen
beszallhatnak egy 200 kg teherbirasu liftbe?

93 Apa haromszor olyan nehéz, mint Jancsika,
és 18 kg-mal nehezebb, mint anya.

V/2.

a) Legfeljebb hany kglehet apa, ha egy 160 kg-ot
elbiré tandembiciklire még épp ratilhetnek
harman?

b) Legfeljebb hany kil6 lehet Jancsika, ha mind-
harmuk stlya egész szam?

105 Ha a kadban fiirdést egy ember egyetlen
hénapra zuhanyzasra cseréli, akkor koriilbeliil
2,5 m’ vizet takarithat meg. Legaldbb hany na-
pon kellene 10 000 000 embernek fiirdés helyett
zuhanyoznia, hogy egy Velencei-tonak megfele-
16 vizmennyiséget sporolhassanak meg? (A Ve-
lencei-t6 vizkészlete kb. 41 millié m”.)

113 Egy erd6ben hdromszor annyi tlgyfa van,
mint biikkfa, ezek szama egytittesen kevesebb,
mint 1000.

Ha a tolgyfakhoz iiltetnének még 100 db fiatal
tolgyfat, akkor a tolgyek szama 700-ndl tobb
lenne.

a) Legfeljebb hany biikkfa van az erd6ben?

b) Mennyi tolgyfa lehet az erd6ben?

123 Anna és Bori szeretnének megvenni egy

kirakot 2500 Ft-ért. Anna 6sszegytjtott pénze

Bori pénzének kétszeresénél 100 Ft-tal tobb.

Anyatoél kaptak még 250 Ft-ot, és még igy sem

tudtak megvenni a jatékot.

a) Mennyi pénze lehet Annanak és Borinak
kiilon-kiilon?

Nagyi megszanta 6ket, és mindegyiknek adott

100 Ft-ot, igy mar elegend6 pénziik volt, s6t a

vasarlds utan maradt is.

b) Mennyi pénziik lehetett a lanyoknak, ha
tudjuk, hogy pénziik értéke 10-zel oszthat6?




IV/ 3 Szoveges feladatok szamokrol, életkorokrol

Gondoltam egy szamra. A gondolt szam % részénél 8-cal nagyobb szam ugyanakkora, mint a gon-

dolt szam kétszeresénél 5-tel kisebb. Melyik szamra gondoltam?

Megoldds

Jeloljiik a szamot x-szel. A szoveg alapjan felirhatjuk az alabbi algebrai kifejezéseket:

A gondolt szam % részénél 8-cal nagyobb szam: %x + 8.

A gondolt szam kétszeresénél 5-tel kisebb szam: 2x — 5.
A szovegbdl kideriil, hogy a két kifejezés egyenlo:
%x +8=2x—5

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy a gondolt szam a 8.
Az eredmény szovegbe torténd helyettesitésével meggy6zddhetiink annak helyességérol.

PAROS MUNKA

Mindketten valasszatok egy haromjegy(i természetes szamot, és mondjatok el, mit jelent a szam
alaki, helyi és valodi értéke! Felvaltva fogalmazzatok meg a felsorolt fogalmakat!

a) Egy kétjegyli szamban 3-as és 5-0s szamjegy van. Melyik szamokrdl lehet sz6?

b) Egy kétjegy(i szam tizes helyi értékén 4ll6 szdmjegye 3. Irjuk fel a szamot 4ltalanos alakban!
¢) Irjuk fel az 6sszes olyan kétjegy(i szimot, amelyben a szdmjegyek dsszege 12!

d) Irjuk fel 4ltalanos alakban azokat a kétjegy(i szdmokat, amely jegyeinek dsszege 12!

Megoldas

a) Ha 3 all a tizes helyi értéken, akkor 5-0s van az egyes helyi értéken.
Ekkor a szdm: 35 =3-10+5- 1.

Ha 5 all a tizes helyi értéken, akkor 3-as van az egyes helyi értéken.
Ekkor a szam: 53 =5-10+3 1.

b) Az egyes helyi értéken allé ismeretlen szamot jeldljiik x-szel. (Ha le akarjuk irni ezt a szamot,
akkor 3x alaku lenne, ami kdnnyen Osszekeverhet6 az x szam 3-szorosaval. Ezért altalaban a szam
f6lé huzott vonallal jeldljiik, ha egy tobbjegyti szamrél beszéliink. Jelentése: 3x = 3- 10 + x.)
Ekkor az x értéke 0; 1; ... ; 9 lehet, azaz 10 db ilyen szam van.
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¢) Az cgyes s ‘,[izes, helyi ért,éken csak Tyges helyi érték | Egyes helyi érték | A kétjegyt szam
egyjegyl szam allhat, ezért a 0, 1,
2 szamjegyeket nem valaszthatjuk. 3 9 39
A felirhat6 szamok a kovetkezok: 4 8 48
5 7 57
6 6 66
7 5 75
8 4 84
9 3 93

d) A tizes helyi értéken 1év6 szamot jeloljiik x-szel. Ekkor az egyes helyi értéken 12 — x all. A két-
jegyl szdm x(12 — x) alakban irhat6 fel. A feliilvonds most is azt jelenti, hogy egy kétjegyt
szamrdl van sz6, nem pedig az x és a 12 — x szorzatarol. Az x nem lehet a 0, 1, 2 szdmjegyek
valamelyike, azaz x csak 3, 4, 5, 6, 7, 8 vagy 9 lehet.

Az x(12 — x) kétjegyli szamot atirhatjuk x(12 — x) = x - 10 + (12 — x)- 1 alakba.
Az itt felirt muveleteket mar konnyen elvégezhetjiik, ha sziikséges.

Egy kétjegyli szam masodik szamjegye 3-mal nagyobb, mint az els6. Ha a szamjegyeit felcseréljiik,
akkor a kapott kétjegyli szamot az eredeti szamhoz hozzaadva 77-et kapunk. Melyik szamra
gondoltunk?

Megoldas

Készitstink tablazatot az ada-
tok alapjan, amelyben fel-
hasznaljuk a szamok alaki ér-
tékét és valodi értékét! Felcserélt szam | x+3 x (x+3)-10+x =11x + 30

Tizes | Egyes A szam valédi értéke
Eredeti szam X x+3 | x10+x+3=11x+3

Az §sszefiiggést mindig a feladat szovegébdl olvassuk ki, és ezek alapjan irjuk fel az egyenletet:
I11x+3+11x+30=77

22x+33=77
22x =44
x=2

Tehat a keresett szdm a 25, a szdmjegyek felcserélésével kapott szam az 52. A két szam Osszege
valéban 77.

A feladat megoldhato probalgatassal is, hiszen a lehetéségek szama nem tul nagy. Az egyenlettel
vald felirds viszont tobbjegyl szdm esetén is sikerre vezet.

107
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Eletkorral kapcsolatos feladatok

4. PELDA

Dani édesanyja 6tszor annyi id6s, mint Dani, az édesapja pedig 7 évvel idésebb az édesanyjanal.
Hany évesek a csalad tagjai, ha a harom csaladtag életkoranak dsszege 84 év?

Megoldas

Jeloljitk Dani életkorat x-szel. Dani édesanyja 5x éves. Dani édesapja 5x + 7.

Az igy felirhat6 egyenlet: x + 5x + 5x 4+ 7 = 84, amelybdl adddik, hogy x = 7.

Tehat Dani 7 éves, édesanyja 35 éves, édesapja pedig 42 éves. 7 + 35 + 42 = 84, azaz megfelel a fel-

adatban leirtaknak.

Peti négy évvel ezel6tt negyedannyi id6s volt, mint az édesapja most. Eletkoruk 6sszege most 64 év.
Hany éves Peti és hany éves az édesapja?

Megoldas
Eletkoruk 4 évvel ezel6tt | Eletkoruk jelenleg
Peti x x+4
Edesapja 4x—4 4x
A szoveg alapjan felirhat6 az aldbbi egyenlet:
X+4+4x =64
5x+4 =064
x =12

Tehat négy évvel ezel6tt Peti 12, édesapja pedig 44 éves volt, azaz Peti most 16, édesapja pedig
48 éves, és életkoruk Osszege 64 év.
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FELADATOK

15" Anna 14 éves, apukaja 42. Hany év mulva
lesznek ketten egyiitt 100 évesek?

28 Gerg0 25 éves, anyukdja 52.

a) Hany évvel ezel6tt volt Gergé negyedannyi
id6s, mint az anyukaja?

b) Hany éves volt akkor Gergé?

35 Simi és Samu ikrek, kishuguk, Janka 4 évvel
fiatalabb naluk. Harman egyiitt 29 évesek.
Hany éve volt Janka feleannyi idés, mint Samu?

45 Amikor Addm sziiletett, édesanyja 24 éves
volt. Hany év mulva lett az édesanyja

a) 25-szor annyi idés, mint Addm;

b) 13-szor annyi idds, mint Adédm;

¢) 3-szor annyi idés, mint Addm;

d) 2-szer annyi id6s, mint Addm?

55 Hény éves most az az ember, aki 16 év
mulva 6tszor annyi id6s lesz, mint amennyi
8 évvel ezel6tt volt?

6 Dévid nagypapaja 10 évvel id8sebb, mint
David életkoranak haromszorosa. 15 évvel ez-
el6tt nagypapa még 11-szer annyi éves volt,
mint David. Melyikiik hany éves jelenleg?

73 Bence éppen hetedannyi idés, mint sziilei
életkoranak az 9sszege. Tavaly apukdja még négy-
szer annyi idés volt, mint Bence, és 5 évvel volt
id6sebb az anyukdjanal. Melyikiik hany éves?

83 Egy kétjegyli szdm egyik szdmjegye a masik
kétszerese. Ha a szamhoz hozzaadjuk a szam-
jegyei felcserélésével kapott szamot, akkor egy
olyan kétjegyli szamot kapunk eredményiil,
melynek szamjegyei megegyeznek.

a) Melyik ez a szam?

b) Hany ilyen szamot talaltal?

9a' Sorold fel azokat a kétjegyti

a) szamokat, ahol a szamjegyek 0sszege 17;

b) paratlan szamokat, ahol a szamjegyek Gssze-
ge 15;

¢) paros szamokat, ahol a szamjegyek 6sszege 10!

105 Egy kétjegyti szam els6 szamjegye 6-tal ki-
sebb, mint a masodik. Ha ezt a szamot kivonjuk
a szamjegyei felcserélésével kapott szambol,
akkor 54-et kapunk. Melyik ez a szam?

118 Egy kétjegyll szém elsé szdmjegye 5-tel
nagyobb, mint a masodik. Ha ennek a szam-
nak a kétszeresét hozzdadjuk a szamjegyek fel-
cserélésével kapott szamhoz, eredményiil 171-et
kapunk. Melyik ez a szdm?

125 Egy kétjegyd szdm szdmjegyeinek ossze-
ge 11. Ha a szam négyszereséhez hozzaadjuk
a szamjegyek felcserélésével kapott szam hat-
szorosat, 650-et kapunk. Melyik ez a kétjegyt
szam?

133 Edit, Emil, Enikd és Elemér testvérek. Ele-
mér két év hijan kétszer annyi idés, mint Edit.
Emil 10 évvel fiatalabb, mint Elemér. Eniké épp
feleannyi idds, mint testvérei életkoranak az
Osszege. Négyen egyiitt 69 évesek. Hogy hivjak
az ikreket?

14 Gazsi levelet irt
az édesapjanak. A le-
vélben ennyi allt:

Apa megfejtette a rejtvényt, jot mosolygott és
atutalta a pénzt.

Mennyi pénzre volt sziiksége Gazsinak, ha a kii-
16nb6z6 betiik kiillonbozé szamokat jeldlnek az
Osszeaddsban?
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Az élelmiszerek tobbségén megtalalhatd az adott élelmiszer ossze-
tétele, amit sok esetben %-ban adnak meg. Nézziink néhany példat!

KOLONLEGES MINGSEGO SZILVALEKVAR

Gylimélestartalom: 350%

szes cukortartalom: 55 g/100g
Készillt: 350 g gytimalcs/100 g termék
Ossz_gtevﬁk: szilva (350 g/100 g)
Agyilimslessk gondos valogatésa
ellenére elvétve magtsretet tartalmazhat

Van olyan cimke, amely ~ Van olyan cimke, amelyik alapjan ki le- Van olyan cimke, amelyik
alapjan egyszeriinek het szamolni, hogy melyik 6sszetevé6b6l — marketingszempontbdl érthetd
tnik eldonteni, hogy mi mennyi van a termékben. ugyan, de megmosolyogtatja az
van a dobozban. emberek nagy részét.

Eszreveszitek a turpissdgot?

Egy lekvarkészitéssel foglalkozd cég kétféle eperlekvart ké-
szit. Az egyik fajta hagyomanyos mddszerrel késziil, igy sok
benne a hozzdadott cukor (40%), a masik cukorszegény,
csak minimalis mennyiségli hozzaadott cukrot tartal-
maz (10%). Egyik alkalommal véletlentil dsszeontotték
a kétféle lekvart: 25 kg-ot a 40%-o0s és 15 kg-ot a 10%-0s
cukortartalmubol.

a) Mennyi cukor volt az 6sszekevert lekvarban?

b) Hany szazalékos volt a keverék cukortartalma?

Megoldas

Készitsunk tdblazatot!

Lekvar mennyisége (kg) | Cukor (%) | Cukor mennyisége (kg)
Hagyomanyos készitést 25 40 25 % =25-0,4=10
Light tipust 15 10 15- % =15-0,1=1,5
Keverék 40 28,75% 11,5

Az Gsszedntés utan az egyes lekvarfajtakban 1évé cukormennyiség 6sszeadodik. Ezt hasznaljuk fel
a megoldas soran.

A tablazatbdl kiolvashato, hogy dsszesen 10 + 1,5 = 11,5 kg cukor van 40 kg keverékben, tehat
a cukor szazalékos aranya % 100 = % = 28,75%.

Tehat a kétfajta lekvar 6sszedntése utan kapott keverék 28,75%-os cukortartalmu.
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A boltban 10%-os és 20%-os ecetet is lehet kapni. Mennyi vizet kell 6nteni 1 liter 20%-os ecethez,
hogy 10%-os ecetet kapjunk?

Megoldds
10% éppen fele a 20%-nak, tehat ha 1 liter vizet adunk az 1 liter 20%-os ecethez, akkor éppen 10%-

os ecetet kapunk.
Formadlisan is felirhatjuk, de ugy sokkal bonyolultabb. 1 liter 20%-o0s ecetben 0,2 liter ecetsav van.

Jeloljiik x-szel a hozzdadott viz mennyiségét. A kapott oldat toménysége: % 100 =10.

Az egyenletet megoldva most is az x = 1 liter eredményre jutunk.

Pista bacsi permetezdszert kevert. Tegnaprél maradt neki 20 liter 1,5%-o0s oldata. Ma kevesebb
vizzel higitotta a kis tasak novényvédo szert, és igy 3,6%-os oldatot kapott. Mennyit 6ntsén a mai
3,6%-0s oldatbol a tegnapi 20 literhez, ha 2,8%-os oldatot akar kapni?

Megoldas

Jeloljiik a hozzaontott 3,6%-os oldat mennyiségét x literrel. Készitsiink az adatainkrdl tablazatot!

Mennyiség (liter) Toménység (%) Novényvédo szer
1,5%-o0s oldat 20 1,5 20- 0,015
3,6%-o0s oldat x 3,6 x- 0,036
2,8%-o0s oldat (keverék) 20 + x 2,8 (20 + x) - 0,028

A tablazat els6 két oszlopat a megadott adatok alapjan ki tudjuk tolteni. A harmadik oszlop értékét
ugy kapjuk meg, hogy a megadott mennyiséget megszorozzuk a szazaléklab szazadrészével. Szi-
nessel jeloltiik azokat a kifejezéseket, amelyeket az adatok alapjan szamoltunk, illetve fejeztiink ki.
Az egyenlet felirdsanal azt hasznaljuk fel, hogy az 6sszedntés utdn a névényvédod szer mennyisége
osszeadddik:
20-0,015 + x- 0,036 = (20 + x)- 0,028 /- 1000
2015+ x 36 = (20 +x)- 28
300 + 36x = 560 + 28x
x =325
A 3,6%-o0s oldatbol 32,5 litert kell az 1,5%-oshoz
onteni, hogy 2,8%-os permetszert kapjunk.
Ellendrzés: A tiszta novényvédo szer mennyisége:
A 1,5%-osban 0,3 liter.
A keverékben: 1,47 liter.

} Osszesen: 1,471. A 3,6%-osban 1,17 liter.
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4. PELDA

A karacsonyi vasarban egy viszontelado kétféle aron vasarolt diot: 35 kg-ot 2400 11:; -0s és 45 kg-ot
2000 112—;—05 aron. A kétfajta megvasarolt didt 9sszedntotte.
a) Atlagosan mennyibe keriilt 1 kg dié?
b) Hany kg-ot vasaroljon méga 2000 112_; egységarubol, hogy a keverék 2100 E—; egységaru legyen?
Megoldas
a) Osszesen 35 - 2400 + 45 - 2000 = 174 000 Ft-ot fizetett ki a didért.
Tehat 1 kg keverék ara: % = 2175 Ft.
b) Jeloljiik x-szel a tovabbi megvasarolt 2000 Ft-os dié mennyiségét.
Mennyiség (kg) Egységar (%) Erték (Ft)

2175 E—;-os di6 80 2175 174 000

2000 lf—;-os di6 x 2000 X+ 2000

Keverék 80 +x 2100 (80 + x) - 2100

Ebben az esetben a didért kifizetett 6sszegek felhasznalasaval irhatunk fel egyenletet:
174 000 + x - 2000 = (80 +x)- 2100 : : ", , T
174 000 + 2000x = 168 000 + 2100x & '
6000 = 100x
x =60
Tehat 60 kg 2000 Ft-os diot kell még vasarolni.

Megjegyzés: A feladatot kicsit atgondolva rajohe-
tiink, hogy mas megoldasi modszerrel is eljutha-
tunk a megoldashoz. A viszonteladé kezdetben
35 kg 2400 Ft-os didt vett. Ha 35 kg 2000 Ft-os
diét venne, akkor az atlagar nyilvan kézépen
lenne, 2200 Ft-nal felezné a kiilonbséget.

Ha kétszer annyi, azaz 70 kg 2000 Ft-os diot
venne, akkor az atlagar harmadolna a kiilonb-
séget, azaz 2133,3 Ft lenne.

Ha haromszor annyi, azaz 105 kg diét vesz, akkor az atlagar a negyedel6 pontban lesz, azaz éppen
2100 Ft. Mivel kezdetben mar vett 45 kg-ot, ezért még 60 kg-ot kell vasarolnia az olcsébb didbol.
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V/4.

FELADATOK

1~ Szamitsd ki az alabbi mennyiségeket!

a) Mennyi az epertartalma 2 dl 6%-os epres
joghurtnak?

b) Mennyi a gyiimoélcstartalma 4 liter 25%-o0s
almalének?

¢) Mennyi a kakadtartalma 25 dkg 70%-os
csokoladénak?

25 Hatdrozd meg, hany

gramm cukrot tartal-

maznak az alabbi élelmi-

szerek, majd szamold ki,

hany darab kockacukor-

nak felel meg ez a meny-

nyiség! Egy kockacukor tomege kb. 3,3 g. Figyelj

az altalad fogyasztott ételek cukortartalmara!

a) 28 grammos, 29,6%-o0s cukortartalmu tej-
szelet

b) 160 grammos, 17,5%-0s cukortartalmu ke-
tchup

¢) 20 grammos, 9%-o0s cukortartalmt miizli-
szelet

d) 300 grammos, 12,2%-os cukortartalmd,
meggy izl joghurt

e) 500 ml-es, 13,2%-0s cukortartalmu, szén-
savas tiditdital

f) 190 grammos, 9,7%-0s cukortartalmu, gyii-
molcsos bébiétel

3~ Hany szazalék a kakadtartalma annak a tab-
la csokoladénak, amelyik 200 grammos, és
76 gramm kakao van benne?

45 a) 15 liter 3,4%-os sotartalmu tengervizhez
5 liter édesvizet ontiink. Hany szazalékosra
valtozott igy a tengerviz sotartalma? Feltéte-
lezziik, hogy 11 tengerviz kb. 1 kg.

b) Hany liter édesvizet kell onteni 15 liter 3,4%-
os sotartalmu tengervizhez, hogy 1,5%-0s sos
vizet kapjunk?

58 Az egyes orszagokban igen kiilonbozd
a megitélése annak, hogy mekkora klor-
koncentracidra van sziikség a strandok meden-

céinek fert6tlenitéséhez. Ez az érték 0,3 %—tc’il
1,2 ?-ig valtozhat.

a) Szamold ki, hany gramm klort tartalmaz
egy 20 x 10 x 2 méteres uszomedence a két
szélsGséges esetben!

b) Hany szazalék a klortartalma a medencében
1év6 viznek?

6 Mennyi vizet ontsiink 2 liter 100%-os alma-
léhez, hogy 65%-0s almalevet kapjunk?

78 Osszedntiink 3 liter 20%-os és 2 liter 100%-
os gylimolcslevet. Hany szazalékos lesz az igy
nyert ital?

83 Mennyi vizet kell elparologtatni 85 kg 6%-o0s
séoldatbol, hogy 8%-os séoldatot kapjunk?

95 Egy kereskedd két termel6tdl vasarolt ba-

rackot. Az egyiktdl kilonként 200 Ft-ért 80 kg-

ot, a masiktol kilonként 140 Ft-ért 120 kg-ot.

Az §sszes barackot 9sszedntotte.

a) Atlagosan hény Ft-ba keriilt a barack kg-on-
ként?

b) Hany kg-ot kellene még vasarolnia az ol-
csobb fajtabdl, hogy a kilonkénti ara 160 Ft
legyen?

10 Két hord6 4ll a pincében. Az egyikben
100 liter viz van, a masikban pedig 100 liter al-
kohol. Zsiga egy pohar vizet atmer az alkoholos
hordéba. Megkeveri, majd ebbdl a keverékbdl
merit 4t egy poharnyit a vizeshordoéba. A vizes-
hordéban lesz tobb alkohol, vagy az alkoholos-
hordéban lesz tobb viz?
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Mozgasos feladatok

Nézz utana, hogy

a) mekkora a legnagyobb sebessége a teniszez6k adogatasainak
(szervainak);

b) melyik a leglasstbb allat a vilagon;

¢) mekkora sebességgel mennek a vonatok Japanban;

d) mekkora a sebessége a 100 méteres sikfutds gydzteseinek!

A mozgasos feladatoknal célszer(i felhasznalnunk mas 6rakon szerzett ismereteinket is. Ismételjiik at,
milyen &sszefiiggés van a megtett ut és a megtételéhez sziikséges id6 kozott! Irjuk fel, hogyan szamol-
hato ki a sebesség ezek segitségével! A példak és a feladatok megoldasa soran mindig feltételezziik, hogy
a mozgo testek sebessége allando, és igy kétszer annyi id6 alatt pont kétszer akkora utat tesznek meg.

A fizikaban a sebességet v-vel, az utat s-sel, az idot t-vel szoktuk jelolni. A feladatok megoldasa
soran hasznaljuka v = % képletet, illetve két masik alakjat,azs =v-t ésat = % képleteket is.

PAROS MUNKA

Beszéljétek meg, mit jelentenek a % ésa % mértékegységek! Ismételjétek at azt is, hogyan kell

az egyik mértékegységet atvaltani a masikra!

Nagyi 24 x 7 méteres kiskertjének a sarkaban van egy nedves

zug, ahonnan egy csiga elindult vilagga. Elérhet-e estére a kert
m.

legtavolabbi sarkaba, ha az éticsiga sebessége 3 h

Megoldas
A Pitagorasz-tétel segitségével kiszamoljuk a legtavolabbi sarok tavolsagat.

V242 +7° =576 +49 = /625 = 25 (m).
A csiga 25 métert 23—5 = 8% = 8 ora 20 perc alatt tesz meg, ha
egész nap siet. A Nap nyaron tobb mint 12 6ra hosszat van fenn,

tehat a csiga napnyugtaig elérhet a kiskert atellenes sarkéaba.
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Gaspar és Vince kitalaltak, hogy koérbebiciklizik a Velencei-tavat (32 km). Délelétt 10 érakor in-
dultak el ellentétes iranyban. Vince 6ranként 18 km-t, Gaspar 22 km-t tett meg.

a) Mikor taldlkozott a két gyerek?
b) A kiindulasi ponttél milyen messze talalkoztak a fiak?

Megoldas
a) Mivel a fiik egyszerre indultak, ezért mindketten ugyanannyi ideig bicikliztek a taldlkozasig.
Jeloljiik ezt x-szel. Irjuk a tébldzatba az adatokat, hasznaljuk a megtett ut felirdsahoz az s = v - ¢

képletet!
_ (o (KM |4 ids - :
v sebesseg( h > t - eltelt id6 (h) | s - megtett ut (km)
Géspar 22 X 22x
Vince 18 X 18x

Az egyenlet felirasahoz felhasznéljuk, hogy a két fiu altal egytittesen megtett ut 32 km:
22x + 18x = 32

x=0,8
Tehat a talalkozasig eltelt id6 0,8 dra, azaz a fiuk 10:48-kor talalkoztak.

b) Tudjuk, hogy a fiik 0,8 érat bicikliztek a talalkozasig.
Ennyi id6 alatt Gaspar 22 - 0,8 = 17,6 km-t, Vince pedig 18 - 0,8 = 14,4 km-t tett meg.
Ellenérzés: 17,6 + 14,4 = 32 km.

Egyiittes munkavégzés

Az ilyen tipusu feladatok soran mindig feltételezziik, hogy a munkaban részt vevo felek ugyanolyan
sebességgel dolgoznak kiilon-kiilon, mint egyiitt. Ha egyiitt dolgoznak, mindig révidebb id6 alatt vé-
geznek, mint ha kiilén dolgoznanak.

A Kovacs csalad a hétvégi nagytakaritasnal a haz minden

ablakat megpucolta. Anya egyediil 2 6ra alatt, apa 3 6ra alatt

végzett volna az 6sszes ablakkal, de inkabb egytitt dolgoztak.

a) Hany oraalattvégeztek egytittazablakok megtisztitasaval?

b) Hany ora alatt végezne egyediil a fiuk, Balint, ha apaval
egylitt 2 6ra alatt lennének készen?
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Megoldas
a) Tekintsiik az 0sszes ablak lemosasahoz sziikséges munkat 1 egésznek. Jeloljiik x-szel azt az id6-
tartamot, amennyi alatt egyiitt végeznek a munkaval. Foglaljuk tablazatba az adatokat!

Az x 6ra alatt elvégzett

A munka elvégzéséhez
sziikséges id6

Az 1 6ra alatt elvégzett
munka hanyada

munka mennyisége

Anya 2 6ra % rész % rész
Apa 3 6ra % rész % rész

Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezé egyenletet:

2iX=1 /6

2 3
3x+2x=6
x=1,2

Tehat ketten egytitt 1,2 6ra alatt végeznek az Gsszes
ablak lemosdsaval.

12,12 _12 12 _60 _,

Ellendrzés: T+T =50 730 60 =

b) Jeloljik y-nal azt az id6t, amennyi alatt Balint egyediil végezne az ablakpucolassal.

A munka elvégzéséhez Az 1 6ra alatt elvégzett

sziikséges id6

munka hanyada

A 2 ¢ra alatt elvégzett
munka mennyisége

Apa 3 6ra % rész % rész
r1: 7 L r l 14
Balint y ora rész rész

Ketten egyiitt 2 6ra alatt végeznek az egész munka-
val, igy felirhatjuk az aldbbi egyenletet:

2420 g2
%2% /-3y
y=26
Tehat Balint egyediil 6 ora alatt végezne az
ablakpucolassal.

2 ,2_6

Ellendrzés: 3 + rink i 1
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FELADATOK

1s Dori és Dani, az egyéves ikrek négykézlab
maszva kozlekednek a lakasban. Amikor dél-
utan meghalljak, hogy megérkezett apa, kzos
szobajukbol teljes gozzel a bejarat felé indul-
nak. Ddri 2 mp alatt 1 métert, Dani pedig 5 mp
alatt 3 métert tesz meg.

a) Ki a gyorsabb?

b) Ki mennyi id6 alatt teszi meg a sziikséges

12 métert?

250 -En 18 k;ln -val szoktam hazafelé biciklizni

— dicsekszik Imi.

~ Az semmi - valaszol Laci. — En a multkor tigy

szaguldoztam, hogy 4 métert tettem meg mdsod-

percenkeént.

a) Ki a gyorsabb?

b) Ki hany km-t tesz meg a 20 perces hazaut
alatt?

38 Szili és Boti 12 km-re laknak egyméstdl.

Délel6tt 10 orakor elindultak egymas felé, mert

megbeszélték, hogy a Botiéktol 4 km-re 1évo

parkban talalkoznak. Szili biciklivel ment, Boti

gorkorival. Szili atlagsebessége 16 %

a) Hany orakor talalkoztak?

b) Mekkora volt Boti atlagsebessége?

c) Fél orat beszélgettek a parkban, aztan Szili
biciklivel hazavitte Botit, majd hazakereke-

zett. Hany orara ért haza Szili?

45 Alabarbol Balabarba 9 6rakor elindult egy
terepjard, 10:25-kor pedig egy motor. A terep-
jard 11 orakor negyed orara félreallt tankolni,
majd folytatta az utjat. A két jarmua 12:45-kor
egyszerre érkezett meg Balabarba. A motoros
fél perc alatt tett meg 1 km-t.

a) Milyen messze van Alabartol Balabar?

b) Mekkora a terepjaréd és a motoros atlag-

sebessége?

55" Latouret 6rmester kivezényli Galamb koz-

legényt, hogy asson egy 0,5 m széles, 6 m hosz-

szu, 1,5 m mély 1ovészarkot a sivatag szélén.

Egyediil 24 6ra alatt végezne az asdssal.

a) Galamb baratja, Troppauer Hiimér, a kolto,
szintén 24 ora alatt asna ki egyediil a 16vész-
arkot. Mennyi id6 alatt asnak ki ketten egytitt?

b) Kozos baratjuk, Minkusz is 24 6ra alatt vé-
gezne a munkaval egyediil. Mennyi id6 alatt
asnak ki harman egytitt?

c) Ha az ezred minden katondja 24 o6ra alatt
asna ki a lovészarkot, akkor igaz-e, hogy
ezer katona 86,4 masodperc alatt dsna ki az
arkot egyiitt?

63 — En egy 6ra alatt Gsszepakolom a lakdst,
neked viszont mdsfél ordig tart. Csindljuk meg
egyiitt! — javasolja Judit az 6ccsének. Hany perc
alatt végeznek, ha kozosen raknak rendet?

78 A vegetaridnus vampir 20 perc alatt hdmoz
meg egy tal vérnarancsot. Felesége 30 perc alatt
késziil el vele. Hany perc alatt végeznek, ha
egyiitt dolgoznak?

8™ Aladar 2,5 6ra alatt tolti fel egyediil az 6sz-
szes farsangi képet és videot a netre. Ha Krisz-
ta is segit neki, akkor 87,5 perc alatt végeznek.
Mennyi id6 alatt végezne Kriszta egyediil a fel-
toltésekkel?

93 A varosi sportpalydnak harom kiilonb6z6

teljesitményt és markdju flinyiré robotja van.

Az Atolosz 3 dra alatt, a Portolosz 4 6ra alatt,

az Aramosz 6 ora alatt nyirja le a fiivet a foci-

palyan.

a) Hany perc alatt végez a flinyirdssal az Ato-
losz és a Portolosz, ha egyiitt dolgoznak?

b) Hany perc alatt vagja le a fiivet a Portolosz és
az Aramosz?

¢) Mennyi id6 kell a hdrom robotnak, ha egy-
szerre dolgoznak?

117
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A geometriai feladatok megoldésa kozben is el6fordulhat, hogy egyenleteket kell megoldani. Altaléban
célszerl abrat késziteni a feladat szovegéhez — ez otletet adhat a megoldashoz. Gondoljuk végig, mi-
lyen ismeretekkel rendelkeziink a feladat szovegével kapcsolatban! Ha egyenlettel oldjuk meg a felada-
tot, mindig irjuk fel, mit valasztottunk ismeretlennek, és ne feledkezziink meg az ellenérzésrol sem!

Emlékezteto a feladatok sikeres megoldasahoz:

A haromszog belso szogeinek osszege 180°.

A haromszog barmely oldalanak hossza kisebb a masik két oldal hosszanak dsszegénél.

A sokszogek (haromszog, négyszog...) keriiletét megkapjuk, ha az oldalainak hosszat 6sszeadjuk.
Az n oldald konvex sokszog belsé szogeinek osszege (n — 2) - 180°.

n(n—3)

—

Sok feladat esetén sziikség van sikidomok teriiletének a kiszamitasara. Ismétlésként leirunk néhany
kordbban tanult képletet.

Az n oldala konvex sokszog atléinak szama

Mekkorak az egyenlé szard haromszog szogei, ha az egyik szoge 54°-kal nagyobb egy masik
sz0génél?

Megoldas
Tudjuk, hogy a bels6 szogek 6sszege 180°. Az egyenld szart haromszognek két kiilonb6z6 nagysa-
gu szdge lehet. Igy két esetet kell megkiilonboztetniink.

1. eset: Ha az alapon fekvi szogek a nagyobbak.
Az alapon fekvé szogeket jeloljik a-val, igy a szdrak éltal bezart szog:
a — 54°. A bels6 szogek 6sszegét ekkor a kévetkezéképpen irhatjuk fel:
a+a+ (o —54°) = 180°

3a — 54° = 180°

3a = 234°
a=78% és a — 54° = 24°.

Tehat a haromszog bels6 szogei: 78°; 78°; 24°.
Az eredmény megfelel a szovegben megfogalmazott feltételeknek, és a ka-
pott szogek Osszege 180°.

2. eset: Ha a szdrak dltal bezdrt szog a nagyobb.
A szarak dltal bezart szoget [-val jeloljilk. Ekkor az alapon levé szogek
[ — 54°-kal egyenl6k. A bels6 szogek osszegét igy irhatjuk fel:
B+ 2(B — 54°) = 180°
34 — 108° = 180°

B—54°\  [B—54°
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Az egyenlet alapjan a szdrak altal bezéart szog: 5 = 96°. Az alapon levé szogek: 5 — 54° = 42°-osak.
Tehat a haromszog bels6 szogei: 42°; 42°; 96°.
Ez az eredmény is megfelel a sz6vegben megfogalmazott feltételeknek.

Egy haromszog legrévidebb oldala 1 cm-rel nagyobb a kozéps6 oldal felénél. A leghosszabb oldal a
kozéps6 125%-a. Mekkordk a haromszog oldalai, ha a keriilete 23 cm?

Megoldas
Jeloljitk a kozépso oldal hosszat x-szel. Ekkor a haromszog masik két oldalanak hossza: % +1és
1,25 - x.

[rjuk fel az oldalak dsszegét, amirél tudjuk, hogy 23 cm:
X+24+141,250=23

2
2,75x+1=23 $el 1,25x
2,75x = 22
x=38
Tehat a haromszog oldalai: 5 cm, 8 cm és 10 cm. x

Egy téglalap egyik oldala 5 cm-rel hosszabb, mint a masik oldala. Ha mind a két oldalt 2-2 cm-
rel megnéveljiik, akkor a téglalap teriilete 42 cm®-rel nd. Mekkorék a téglalap oldalai? Készitsiink

abrat a feladathoz!
Megoldas
A feladatot kétféleképpen is megoldjuk. ) (x+5)-2 9.9
Jeloljiik a téglalap oldalainak hosszat x-szel és x + 5-tel. -
1. megoldds
Felirjuk a noveléssel kapott teriileteket, amit az abran zolddel o
jeloltiink:
(x+5)2+2-2+x-2=42

4x + 14 = 42 x+5 2

x=7
Tehat a téglalap oldalainak hossza: 7 cm és 12 cm.
Ellendrzés: Eredeti teriilet: 7 cm - 12 cm = 84 cm”.

Uj teriilet: (7 + 2) cm - (12 4 2) cm = 126 cm’. A teriilet névekedése 42 cm”.
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2. megoldds

[rjuk fel a nagy téglalap teriiletét kétféleképpen:
T=x(x+5)+42,illetve T = (x +2)(x +5+2).

Szoveges feladatok a geometria korébol

Ezek egyenlésége miatt: x(x +5)+42 = (x +2)(x +7)

Figyeljiink a tobbtagu kifejezések szorzasara!

A5+ 42 =x"+Tx+2x+14
5+42=9x + 14
28 = 4x
7=x

A megoldas ugyanugy fejezhet6 be, mint az el6z6 esetben.

FELADATOK

1a" Egy héromszogben az oldalak aranya
1:4:7, keriilete pedig 108 cm. Mekkorak az
oldalai?

2" Egy haromszogben a szogek ardnya 2:3: 5.
a) Lehet-e a haromszog egyenl6 szara?
b) Mekkorak a szogei?

353 Egy egyenld szrti hdromszog két oldalénak
aranya 3:7, keriilete pedig 221 cm. Mekkorak
a haromszog oldalai?

45 Egy derékszogli hdromszog egyik befogdja-
nak hossza a masik befogé harmada. Ha a be-
fogokat 2-2 cm-rel noveljiik, a haromszog terii-
lete 18 cm’-rel nd. Mekkora az eredeti harom-
sz0g teriilete?

2cm
18 cm’

o

3a 2cm

55 Egy szabdlyos sokszog belsd szogeinek osz-
szege 2160°. Hany oldala a sokszog?

6 Két négyzet oldalainak ardnya 4 : 5, keriile-

tiik 0sszege 108 cm.

a) Mekkorak a négyzetek oldalai?

b) Mekkorak annak a négyzetnek az oldalai,
amelynek teriilete megegyezik a fenti négy-
zetek teriiletének 0sszegével?

75 Egy konvex sokszognek osszesen 90 4tldja
van. Hany oldalu a sokszdg?

83 Egy derékszogli hdromszdg belsd szdgeinek
aranya 1:2:3. Hany fokos szoget zar be egymas-
sal a derékszogli csucsbdl indulé magassagvonal
és a belso szogfelez6?

93 Egy konvex sokszognek kétszer annyi 4tldja
van, mint oldala. Hany oldalu a sokszog?

10 A paralelogramma egyik oldala 5 cm-rel

nagyobb, mint a masik oldal kétszerese, kertile-

te pedig 283 cm.

a) Mekkorak a paralelogramma oldalai?

b) Mekkora a teriilete, ha a hosszabbik oldal-
hoz tartozé magassaga egyenld a két oldal
kiillonbségének 6todével?



Vegyes feladatok IV/ 7 .

Az alabbi feladatok a szdveges feladatok gyakorlasat segitik.

Dolgozzatok egyiitt, beszéljétek és oldjatok meg kozdsen a feladatokat! Az ellendrzést csoportban vé-
gezzétek, és a feladatok végén talalhat6 utolso kérdést/kérdéseket mar egytitt gondoljatok végig, hogy
minél tobb szempontot figyelembe véve valaszolhassatok!

Sziikség esetén hasznaljitok az internetet!

FELADATOK

1 Kicsit csépog a csap, igy 6ranként masfél liter viz csopog el feleslegesen. A vizdij teriiletenként
igen valtozo, egy orszagon beliil tobbszoros dijkiilonbség is el6fordulhat. Példaul mig Budapesten

218 %, addig Pécsett 425 % a vizdij.

a) Mennyi viz folyik el igy feleslegesen egy év alatt?

b) Koriilbeliil mekkora lenne annak a kockanak az éle, amelyikbe ez a vizmennyiség pontosan
belefér? (Hasznalj szamoldgépet!)

c) Egy gyerek atlagosan 1,5 liter vizet iszik naponta. Hany gyereknek lenne meg az egy napra sziik-
séges ivovize az egy honap alatt elcsopogo vizbol?

d) Hanyszor tudnal bel6le lezuhanyozni? (Nézz utana, atlagosan mennyi vizet hasznal el egy ember
zuhanyzaskor!)

e) Mennyivel fizet tobbet a feleslegesen elfolyt vizért egy pécsi lakos, mint egy budapesti?

f) Nézz utdna, mennyibe keriil nalatok 1 m’® viz, és szdmold ki, hogy hasonlé helyzetben mennyi
pénzt pazarolnatok el!

g) Nézz utana, hol a legdragabb a viz a vilagon!

23 Az 6tfés Kertész csaldd sielni megy Ausztridba.
Egyiitt késziilddik apa, anya, a 4,5 éves Geri, a 9 éves
Alma és a 11 éves Dia. A sipélyat mar kivalasztottak,
a sibérleteket pedig interneten keresztiil eldre kifizet-
ték, mert igy olcsobb volt. Most szallast keresnek.

Az egyik lehet6ség, hogy megszallnak Magyarorsza-
gon, és napi 100 km-t autdznak (50 km-t a sipalyaig,
majd ugyanennyit vissza a szallodaig). A masik lehe-
tdség, hogy megszallnak egy osztrak szallodaban a si- :
palya mellett. Az arakat tablazatba foglaltuk: e

Feln6tt 0-4 éves gyerek | 4-8 éves gyerek | 8-14 éves gyerek
Magyar szilloda 7?00 Ft{f,o/e] ingyenes a felnétt ar 50%-a | a felnétt ar 70%-a
(félpanzidval)
o 30 euro6/f6/éj . oy oy
Osztrék szalloda . - ingyenes a feln6tt ar 40%-a | a felnétt ar 75%-a
(félpanzidval)




IV/ 7 ) Vegyes feladatok

a) Szamold at forintba az euréban megadott osztrak darakat! (Nézz utana az interneten, hany Ft-ért
tudsz eurdt valtani!)

b) Szamold ki, melyik szalloddban mennyibe keriil 1 éjszaka az 5 f6s csaladnak!

¢) Mennyibe keriil a napi 100 km megtétele, ha az auté 7,6 liter benzint fogyaszt 100 km-en? (Nézz
utana az aktualis benzinaraknak!)

d) Szamold ki, mennyibe keriilne egy 5 napos, 4 éjszakas szallds a Kertész csaladnak Magyar-
orszagon és Ausztridban! A magyarorszagi szallas esetén a plusz benzinkoltséget is add hozza
a koltségekhez!

e) Mennyibe keriilne ez a tura a te csaladodnak?

f) Hany forinttal kell kevesebbet fizetni az osztrak szallodaban, ha a széllas félpanzi6 nélkiil csak
22 eur6/f6/¢j egy felnéttnek?

g) Haa Kertész csalad az arat félpanzié nélkiil kéri, itthonrdl kell ennivalét vinnitik, ami 35 000 Ft
pluszkoltség. Mennyibe keriil ezzel egyiitt a szallas és az étkezés?

h) Te melyik szallodat valasztanad? Miért? Indokold meg a valasztasodat!

38 Néhény barat elindult a hétvégi Elj egészségesen! félmaraton futdversenyen (21 km). A start

9:00 6rakor volt, 8000 induléval.

a) Péter tervezett atlaga 5,5 perc volt km-enként. Hany 6rakor ér célba, ha végig tartani tudja ezt
a tempot?

b) Sanyi is 5,5 perces atlagtempot tervezett, de sikeriilt gyorsabban futnia, igy 5 perc 23 mp alatt
futott le 1 km-t. Hany perccel el6bb ért célba, mint Péter?

km

¢) Hany T—Val futott Sanyi?
d) Gerg6 12 k}rln -s atlagsebességgel futott. Hany perc alatt fut le 1 km-t? Hany méter van még

hatra Sanyinak, amikor Gerg6 beér a célba?

e) Hany perc alatt futott le 1 km-t az az induld, aki 11:45-re ért célba?

f) A férfi félmaraton vilagcstcsat az eritreai szarmazasi Zersenay Tadese tartja 58:23-as id6vel.
Hany métert fut 1 perc alatt? Hany perc alatt fut 1 km-t?

g) Te hany perc alatt futsz le 1 km-t? Ha ezt a tempot tartani tudnad, le birnad-e futni 2 éran beliil
a félmaratont?




Pénziigyi feladatok IV/ 8 .
e

A batyam 100 svajci frankot (CHF) adott a sziiletésnapomra. Gyorsan kiszdmoltam, hany forintot
ér: 1 svajci frank most 297 forint, igy 29 700 forint boldog tulajdonosa lettem. Anya figyelmezte-
tett, hogy a frank arfolyama gyorsan valtozhat. 2008-ban 1 svajci frank még csak koriilbeliil 150 Ft
volt, 2015-ben pedig mar nagyjabdl 300 Ft.

a) Mennyit érne a 100 svéjci frank, ha a forinthoz képest 3%-ot er6sodik?

b) Mennyit érne a pénzem, ha a frank arfolyama a 3%-os er6sodés utan 2%-ot esne?

Megoldds

a) A svijci frank 3%-os erdsodése azt jelenti, hogy 100 CHF 29 700 - 1,03 = 30 591 forintot érne.
b) A3%-oser6sodés utan a2%-os gyengiilés azt jelenti, hogy 100 CHF 29 700 - 1,03 - 0,98 = 29 979
forintot érne.

Dolgozzatok parban! Nézzetek utdna, mennyi most az eurd arfolyama! Szamoljatok ki, hany forintunk
lenne, ha 100 svajci frank helyett 100 eurdt, illetve ha 100 angol fontot kaptunk volna! Hasonlitsatok

Ossze az értékeket!

Amikor nagyi meghallotta, hogy a bankba akarom tenni a megsporolt 100 000 Ft-omat, minden-

képpen megprobalt lebeszélni. Azt javasolta, hasznaljam az 6 régi bevalt modszerét, és varrjam a

pénzt egy parnahuzatba. gy badrmikor hozzéférhetek, ha sziikségem van rd.

— Es az infldcié? - kérdeztem t6le, de 6 csak legyintett.

Utananéztem a dolognak az interneten. Az inflaci6 az elmult évben 1,7%-o0s

volt, azaz ennyit veszitene a pénzem az értékébdl, ha otthon érizgetném.

- Egyaltalan, mi az az inflaci6?

- J6 kérdés. Megprobalom egyszertien megfogalmazni. Ha sokféle, mindennap sziikséges termék

ara egy év alatt atlagosan 1,7%-kal emelkedik, akkor egy év milva 100 forint helyett 101,7 fo-

rintbdl tudsz ugyanannyit vasarolni. El lehet mondani forditva is. Egy év mulva ugyanbbdl a
100

k 101,7

dani, hogy az inflacié soran romlik a pénz értéke.

Mennyit érne 100 000 Ft 1, 2, illetve 3 év mulva, ha az inflacié minden évben 1,7% lenne?

Megoldas

Egy év mulva a jelenlegi 100 000 forintom csak 100 000 - 0,983 = 98 300 forintot érne.

Két év mulva 100 000 - 0,983 - 0,983 = 100 000 - 0,983° = 96 629 forintot érne.

Hérom év mulva 100 000 - 0,983 - 0,983 - 0,983 = 100 000 - 0,983’ = 94 986 forintot érne.

Ezt az Otletet elvetettem, mivel egyrészt kevesebb pénzem lenne, masrészt még az a veszély is fenn-
allna, hogy hamarabb elkoltom, ha ilyen konnyen hozzaférek.

szaz forintbol csa -100 = 98,3 forintnyi terméket tudsz megvenni. Ezért szoktak mon-

123




IV/ 8 ) Pénziigyi feladatok
o]

Az orosz kormany 1867-ben a cséd szélén éllt. Ugy dontottek, hogy

elfogadjak az amerikaiak ajanlatat, és eladjak a hasznalhatatlan-

nak tartott alaszkai tertileteiket. 7 200 000 dollart kaptak koriilbeliil

1 700 000 km” foldért. Ez kb. 4,2 dollaros ar volt négyzetkilométeren-

ként. 150 évvel ezel6tt szinte mindenki azt gondolta, hogy az amerika-

iak hatalmas ostobasagot kovettek el, amikor jeges, lakhatatlan foldet
vasaroltak. Sejtelmiik sem volt a felszin alatt rejld hatalmas nyers-
anyagkészletekrol.

a) Ha az évenkénti atlagos pénzromlds titeme 2% lett volna, akkor mennyit kellene fizetni 150
évvel késdbb, ha csak az inflacidt vessziik figyelembe, azaz mennyi mai dollar felel meg a 150
évvel ezel6tti 7,2 millio USD-nek?

b) Mekkora lenne ez az érték 3%-os atlagos inflacié esetén?

¢) Hanyszoros kiilonbséget eredményezne a végosszegben egyetlen szazalék valtozas?

Megoldds
a) 7,2 milli6 - 1,02"° = 7,2 millié - 19,4996 ~ 140,4 millié USD
b) 7,2 millié - 1,03"° =~ 7,2 millié - 84,2527 =~ 606,6 millié6 USD

c¢) 150 év alatt 1% kiilonbség ?2(6)’3 =~ ?g’iggz

Megjegyzés: az 1,02" értékét a szamoldgépeddel, vagy a mobiloddal tudod kiszdmolni.

=~ 4,32-szoros kiillonbséget eredményezne.

1. Végezzetek felmérést csaladotok, barataitok, ismerdseitek korében, ki milyen megtakaritasi for-
mat ismer!

2. Szerezzetek informacidkat arrél, mibe érdemes manapsag befektetni — részvénybe, bankba, lakas-
ba, aranyba stb. —, és vélasszatok ki ezek koziil egyet! Irjatok réla egy rovid dsszefoglalot és egy

reklamszoveget! Probaljatok meggy6zni a masik csoportot arrdl, hogy nalatok fektesse be megtaka-

ritasat! Készitsetek egy szines, figyelemfelkeltd plakatot! Sziikség esetén hasznaljatok az internetet!




Pénziigyi feladatok

A nagybatydm bankban dolgozik. Tegnap dél-
utan sokat beszélgettem vele, és a kovetkezoket
tudtam meg:

1~ Ha bankban tartom a pénzemet, az bizton-
sagosabb, mintha itthon tartanam, rdadasul
évente 0,4%-ot kamatozik is. Ha van egy kevés
megtakaritasom, azt érdemesebb inkabb le-
kotni, hiszen akkor évenként 4% a kamat. Ha
két évig bent hagyom a pénzem, akkor mar
ugynevezett kamatos kamattal szamolhatok.
Ez azt jelenti, hogy egy év elmultaval mar
a kamattal megnovekedett pénzem kamato-
zik tovabb a kovetkezo évben.
a) Szamitsd ki, mennyi pénzem lesz egy év
mulva, ha 150 000 Ft-ot tartok a bankban!
b) Hany forinttal gyarapodik a pénzem abban
az esetben, ha 3 évre lek6tom?

25" Sokan ugy dontenek, hogy a pénziiket vala-

milyen ingdsagba fektetik. Az auté erre nem jo

megoldas, hiszen annak a megvasarlas pillana-
tatol csokken az dra.

A hasznalat soran bekovetkezo értékvesztést

nevezik amortizacionak.

Egy aut6 értéke az els6 évben 20%-kal, a méso-

diktol a hatodik évig évente 10%-kal cs6kken.

8 000 000 Ft-ért vasaroltam uj autot.

a) Mennyit ér az autém 1 év mulva?

b) Mennyit ér az autém 3 év mulva?

¢) Mennyit ér az autém 6 év mulva?

d) Nézz utana az interneten, melyik Magyar-
orszagon gyartott tipus kertil uj kordban
8 000 000 Ft-ba!

e) Nézz utana az elektromos autok atlagos
amortizacidjanak. Melyik tipusu auté veszit
tobbet az értékébdl azonos iddtartam alatt,
a benzines vagy az elektromos?

35" Sok ember ugy gondolja, hogy a lakas-
vasarlas a jo befektetés. Ha készpénzbdl ki tud-
juk fizetni, egyszert a dolgunk. Ha lakashitelt
kell ra felvenniink, akkor mar nagyobb a koc-
kazat. A felvett kolcson utdn nemcsak a felvett

Osszeget kell visszafizetniink, hanem a kama-

tot — a pénz hasznalatanak arat - is meg kell

fizetniink.

a) Hany forintot fizetiink vissza a banknak,
ha 10 000 000 Ft hitelt vettiink fel lakds-
vasarlasra, és 20 éven keresztiil havi 62 000 Ft
a torlesztdérészlet?

b) Hany forintot fizetiink vissza a banknak,
ha 10 000 000 Ft hitelt vettiink fel lakds-
vasarlasra, és 15 éven keresztiil havi 74 000 Ft
a torlesztérészlet?

45" A bardtomnak ikrei sziilettek, ezért vasa-
rolt a csalddjanak egy uj, nagyobb lakdst. Osz-
szegyljtott egy jelentdsebb Osszeget, hitelt is
vett fel, igy 10 éven keresztiil havi 67 850 fo-
rintot torleszt a banknak. A régi lakasat kiadta,
ami reményei szerint fedezi majd az 4j lakas
torlesztorészletét és azt a pluszkoltséget is,
amennyivel az Gj lakas rezsije tobb lett. Hany
forintért kellene kiadnia a régi lakasat, ha a tor-
lesztérészleten tal a 24 500 Ft-os rezsikiilonbo-

zetet is ebbdl szeretné fizetni?




Pénziigyi feladatok

V/8.

58 Egyre tobb ember vasarol részvényt, ettdl

remélve a meggazdagodast.

A részvény barmikor megvehet6 és eladha-

t6. Arfolyama allandé mozgasban van, akar

egyetlen napon beliil is tobb szazalékot emel-
kedhet vagy csokkenhet.

Itt nagyon nagy Osszegeket lehet gyorsan el-

vesziteni vagy nyerni, ezért nagy el6vigyazatos-

sagot igényel a részvényekkel valo kereskedés!

A részvények adasvétele nagyon sok matemati-

kai ismeretet igényel a pénzpiac teriiletérol.

a) 10 000 dollarért mobiltelefon-részvényeket
vasaroltam. Az értéke elsé nap 4%-kal no-
vekedett, a masodik nap 4%-kal csokkent.
Mennyit ér most a részvényem?

b) Egy masik alkalommal 5000 dollarért va-
saroltam részvényeket. Az értéke elsé nap
3,52%-kal nétt, masodik nap 1,92%-kal csok-
kent, harmadik nap pedig 1,38%-kal ismét
csokkent. Mennyit ér most a részvényem?

63 Magyarorszagon 1946-ban sikeriilt vilagre-
kordot donteni, de erre nem lehetiink biiszkék.
Sokaig az akkori magyar inflacié volt a legma-
gasabb, az ilyen magas inflaciét hiperinflacio-
nak nevezik. 1946-ban pengé volt a magyar
fizetéeszkoz neve és gyorsan elértéktelenedett.
Egy kilé kenyér példaul 1945 augusztusaban
6 pengébe keriilt, ezzel szemben a kovetkezd
év majus elején mar 8 millié, mig junius végén
mar 5,85 millidard (!) peng6t kellett érte kifi-
zetni. Az inflacié tet6pontja aztan az 1946-os

év julius honapja lett, amikor egy honap alatt
41 900 billiot romlott a peng6 értéke, vagyis az
arak atlagosan 15 6ranként megduplazodtak.
http://www.rubicon.hu/magyar/oldalak/1946_
julius_10_vilagrekordot_dont_a_magyar_
inflacio alapjan
a) Hanyszorosara nott a kenyér dra "45 augusz-
tusa és 46 majusa kozott? Hany szazalékos
ez az emelkedés?

b) Hanyszorosara nétt a kenyér ara ’45 augusz-
tusa és "46 junius vége kozott? Hany szazalé-
kos ez az emelkedés?

c) Trdle a 41 900 billiét (1 billié = 10'%) széveg
helyett nullakkal, majd normalalakban is!

78 A grafikon alapjan vélaszolj a kérdésekre!
A szamitasokhoz hasznalj zsebszamologépet
vagy mobiltelefont!

Az inflécio alakulasa Magyarorszagon (1891-2017)
viltozds W2d ipest, %
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a) Melyik évben volt alegmagasabb az inflaci6?

b) Mennyit veszitett az értékébdl 1000 Ft 1991
és 2000 kozott?

¢) Mennyit veszitett az értékébdl 1000 Ft 2001
és 2010 kozott?

d) Keresd meg az interneten, hogy mi az elne-
vezése a negativ inflacionak!



Osszefoglalas

CSOPORTMUNKA

Az itt 1év6 feladat kapcsan beszéljétek meg, hogy melyik kérdést lehet megvalaszolni, melyiket
nem, melyik kérdésre egyetlen szam a valasz, melyikre nem. Hogyan valtoztatnad meg a feladat
szovegét, hogy minden kérdésre egyetlen szam legyen a valasz?

A feladat:

A Gamecode kiallitas szombati napjara 2400-an latogattak ki.

Vasarnap 3200 latogatot regisztraltak.

a) Hany ember jart a Gamecode kidllitason 6sszesen?
b) Legalabb hany ember jart a Gamecode kiallitason?
c) Legteljebb hany ember jart a Gamecode kiallitason?

FELADATOK

15 Oldd meg az egyenleteket a raciondlis sz4-
mok korében!
a) 3x—4+5x—2=17—4x+1

b) 2(x—3)—3(4—2x)+7=10—(x + 3)

x—1 x+4
:2 —
c) =+ x—6

23 Oldd meg az egyenlétlenségeket a valos
szamok halmazan! A megoldast abrazold szam-
egyenesen!

a) 5—8x <5x—8

b) 10(x—7)—3(4+x)—5=2—3(x—2)
) (4x+1)3-24>-8x—2(3-x)

2x . 3 7x 3x+1 _ 2
X 4O IX L s>+l 4
9) 5 7272 " 5 5

38 Karcsi 8 év mulva harmadannyi idés lesz,
mint édesapja most. Most életkoruk o6sszege
44 év.

a) Hany éves Karcsi most?

b) Hany éves az édesapja?

45 Kata 26 évvel fiatalabb édesanyjénal, 3 évvel
idésebb 6ccsénél, Balintnal. Harmuk életkora
Osszesen 65 év. Hany évesek kiilon-kiilon?

58 Hény éves most az az ember, aki 5 év mulva
kétszer annyi id6s lesz, mint 10 évvel ezel6tt?

63 Gondoltam egy szdmot. Ha a kétszereséhez
100-t adunk, akkor az 6tszorosénél 48-cal kisebb
szamot kapunk. Melyik szamra gondoltam?

78 Egy kétjegy(l szam szémjegyeinek Osszege
13. Ha az eredeti szamhoz hozzdadjuk a szam-
jegyek felcserélésével kapott kétjegyli szam
kétszeresét, akkor 228-at kapunk. Melyik ez a
kétjegyli szam?

83 Gondoltunk hdrom kiilonb6z6 pozitiv
egész szamot. Ezeket paronként dsszeadtuk, és
a kovetkezd 0sszegeket kaptuk:

a) 6,8, 10; b) 99,100, 101.
Melyik harom szamra gondoltunk?

93 Egy természetes szam végérél elhagyva az
egyes szamjegyet egy uj szamot kapunk. Az 4j
szam végérol elhagyva a hatos szamjegyet egy
Ujabb szamot kapunk. Az eredeti, az 4j és az
Ujabb szam Osszege 2176.

a) Melyik az tjabb szam?

b) Mennyi lehet a legtjabb szam?




Osszefoglalas

IV/9.

105 Hérom egymast kovetd harommal osztha-
to szam

a) Osszege 783;

b) szorzata 13 608.

Melyik ez a harom szam?

118 Az asztalon 8400 Ft van. Kétszer annyi két-
szazast lathatunk, mint ezrest. Szazforintosbol
annyi van, mint amennyi az el6z6 kett6bdl 6sz-
szesen. Van az asztalon Gtezres is, de ebbdl van a
legkevesebb. Hany darab pénz van az asztalon?

123 Egy heged(i tokkal 18 800 Ft. Egy hege-
dii vonoéval, 17 800 Ft. Egy hegedtit vono és tok
nélkiil 15900 Ft-ért adnak. Mennyibe kertil egy
hegedti tokkal, vondval?

133 Péter adott Agnesnek annyi pénzt, ameny-
nyi Agnesnek éppen volt. Ekkor ugyanannyi
pénziik lett. Ezutdn Agnes visszaadott Péternek
egy ezrest, igy Agnesnek csak feleannyi pénze
maradt, mint Péternek. Hany forintjuk volt
eredetileg?

145 10 liter 20%-os oldathoz legalébb hény
liter 80%-o0s oldatot Ontsiink, hogy a keverék
50%-os legyen?

158 Milyen toménységli lesz 20 liter 5%-os
sooldat, amelybdl 5 liter viz elparolgott? Felté-
telezziik, hogy 11 tengerviz kb. 1 kg.

165 Egy négyzet alaka fiives rész egyik oldalét

20%-kal novelték meg, a masikat pedig 5 m-rel.

A teriilete 100,8 m’-rel nétt.

a) Mekkora volt, és mekkora lett a fiives rész
teriilete?

b) Hany szazalékkal nétt meg a fiives rész

tertilete?

173 Egy 30x30 méteres négyzet alakt parkban

két, egyenként 4 méter széles murvas utat épi-

tenek gy, hogy a két ut kozépvonala a négyzet

alaku teriilet két atldjara illeszkedjen.

a) Hany kébméter murvat rendeljenek, ha egy
négyzetméterre 4 cm vastagon teritik el?

b) Hany méter szegélykd kell az utak széléhez?

185 Ha hdrom évig bent hagyod az 1 000 000
forintodat a bankban, akkor évente 1,4% ka-
matot fizetnek, és az alapdsszeg 2%-at plusz-
ban jovairjak a 3. év végén. Hany forintod lesz
Osszesen a harmadik év végén? (A koltségektdl
tekintsiink el.)

193 Elhelyeztiink a bankban 1 000 000 Ft-ot

egy évre lekotve, amelyre a bank évi 1,2% ka-

matot fizet. A kiszamitott kamatbdl levonnak

15% kamatadot, amelyet a bank befizet az al-

lamnak, ugyanakkor havi 690 Ft kezelési és

szamlavezetési dijat is felszamolnak.

a) Mennyivel né a szamlan 1év6 6sszeg egy év
mulva?

b) Hogyan valtozik a szamlan 1év6 Osszeg egy
év mulva, ha az éves kamat 0,8%?



Osszefoglalas

CSOPORTMUNKA

Héaromfés nyomozdcsoportotok végre a siker
el6tt all. A miikincstolvajok nyoman eljuthattok
abba a titkos fold alatti kazamatarendszerbe,
ahol az ellopott kincseket 6rzik.

Oldjatok meg elGszor az A feladatsort, majd a
B feladatsort. Az egyes feladatsorokban 1évé
szamokat adjatok 0ssze! Az igy kapott két szam
szorzata lesz a széfet nyité kod. Vigyazzatok,
csak 45 percetek van egy-egy feladatsorra! Osz-
szatok el tigyesen a feladatokat!

A feladatsor

1. Oldd meg az alabbi feladatokat!
a) Egy szamnak és a felének az 6sszege 196,5. Melyik ez a szam?
b) Egy pozitiv szamnak és a nyolcszorosanak a szorzata 50. Melyik ez a szam?
c) Egy szam és a hétszeresénél 2-vel kisebb szam kiilonbsége 68. Melyik ez a szam?
d) Add 6ssze a fenti feladatok végeredményeit! Ez lesz a kddhoz sziikséges els6 szam.

2. Oldd meg az egyenleteket! Szorozd 6ssze a megoldasokat, és megvan a kodhoz sziikséges ma-
sodik szam!
a) (14—9x)-2—11 = —91
5x—17 _ 101 —4x
b) 2 3
c) 3(x+5)—2(4x—7)=5(9—x)—4(2x +1)

d) %-(x—6)+13:(15—%x>;(_%>

. A moziban 175-nél tobb, de 185-nél kevesebb néz volt. Kétszer annyi gyerek volt koztiik, mint
felnott. A felnbttek kozott a nok és a férfiak aranya 3 : 2 volt. Hany gyerek volt a moziban?
Ez a kédhoz sziikséges harmadik szam.

. A nyari héségben almafroccsot készitettiink: 100%-os almalevet ontottiink fel szédaval. Mennyi
szodat ontsiink 6 liter almaléhez, hogy 60%-os almafroccsot kapjunk? Az eredmény lesz a kod-
hoz sziikséges negyedik szam.

. Egy haromszog oldalainak aranya 3 : 4 : 5, keriilete 30 cm.
a) Mekkorak a haromszog oldalai?
b) Hany fokos a haromszog legnagyobb szoge?
¢) Szamold ki a haromszog teriiletét! Ez a kodhoz sziikséges 6todik szam.




Osszefoglalas

B feladatsor

1. Az 6csém és én egyiitt 248 cm magasak vagyunk. Az apukank haromszor olyan magas, mint a koz-
tiink 1évé magassagkiilonbség. Harman egytitt 440 cm magasak vagyunk. Hany cm magas vagyok?
Ez a végeredmény lesz a kodhoz sziikséges elsé szam.

. A parkban emberek és kutyak sétalnak. Hany ember és hany kutya sétal a parkban, ha 6sszesen
a) 51 fejiik és 130 labuk van?
b) 51 fejiik és 188 labuk van?
c) Add Ossze az a) és b) feladatban szerepl6 kutyak szamat! Ez a kodhoz sziikséges masodik
szam.

. a) Gondoltam egy kétjegy(i szamra, melynek egyik szamjegye 3-mal nagyobb a masiknal. Ha

a szamjegyeket felcseréljiik, az 0j szam az eredeti 4 részelesz. Melyik szamra gondoltam?
b) Gondoltam egy kétjegyl szamra, amely szdmjegyeinek dsszege 10. Ha a jegyeket felcseréljiik,
az Uj szam az eredeti szam Otszorosénél 4-gyel kevesebb. Melyik szamra gondoltam?
¢) Szorozd Ossze a fenti két eredményt! Ez a kddhoz sziikséges harmadik szam.

. Bandi és Dezs6 egy 1000 m hosszu, kor alaku péalyan a startvonaltol egyszerre, de ellenkezd
iranyba indul futni. Bandi 6 métert, Dezs6 6,5 métert tesz meg masodpercenként.

a) Hany %-val futnak a fiak?
b) Hany masodperc mulva talalkoznak?
c) Add 6ssze az a) és b) feladatokban eredményként kapott szamokat! Ez a kodhoz sziikséges
negyedik szam.
. Minden évben a nyolcadikosok fela-
data, hogy a farsangi mulatsag utan
kitakaritsak az iskolat. Az A osztaly
80 perc alatt, a B osztaly — mivel ke-
vesebben vannak - 2 éra alatt végez-
ne a munkaval. Hany percig tart, ha
osszefognak, és egyiitt dolgoznak? Az
eredmény a kddhoz sziikséges 6todik
szam.

Az 6t-0t szam Osszeaddsa utan kapott két
szamot szorozzatok Ossze, igy kapjatok
meg azt a hétjegyli kodot, amivel bejut-
hattok a pancélszekrénybe.

Sikeriilt? Hurra! Lefoglalhatjatok a lo-
pott kincseket.




A mai harom delikvens, Attila, Krisztian és Eszter tesz-
telheti az Oj vezeték nélkiili headseteket, amelyek most
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V/ 1 ) Egyenes aranyossag

Emlékeztet6

A tavalyi tanévben tanultunk a figgvényekrol. Ismételjiik at a tanult fogalmakat!

Az egyértelmii hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik.

Fiiggvényt sokféle modon megadhatunk: szoveges leirassal, Venn-diagrammal, tablazattal, elemparok-
kal, nyildiagrammal, képlettel és szamtalan egyéb modon is, de a kovetkezdkre figyelniink kell. Egy
fiiggvény megadasakor minden esetben meg kell adni az alaphalmazt és a hozzarendelési szabalyt.
Az alaphalmaz azon elemeinek Osszességét, amelyekhez hozzarendeltiink képhalmazbeli elemeket,
a fiiggvény értelmezési tartomanyanak nevezziik.

Az alaphalmazt és az értelmezési tartomanyt gyakran nem kiilonboztetjiik meg, hanem azt mondjuk,
hogy az alaphalmaz minden eleméhez kell fiiggvényértéket rendelni.

A képhalmaz azon elemeinek dsszességét, amelyeket hozzarendeltiink az alaphalmaz elemeihez, a fiigg-
vény értékkészletének nevezziik.

A tiiggvényeket gyakran f, g, h, ... bettivel jeloltiik, és

fix—8-x, vagy flx)=8"x, vagy régebbi konyvekben y=8-x

alakban irtuk fel. Ha nem adjuk meg az értelmezési tartomanyt, akkor mindig a lehet6 legb6vebb hal-
mazra gondolunk, ahol a hozzarendelés értelmezhet6.

A nyolcadik osztalyosok bucsuzasakor fotdkat készitettek. A késziil6 fotok ara 150 Ft/db, amelyet
rendelés utan szallitanak. Réka vallalta, hogy 0sszegytjti a fotok arat, és mindennap leadja osztaly-
fénokének. Az els6 napon 105 db, a masodik napon 87 db, a harmadik napon 116 db arat hoztak
be az osztélytarsai.

a) Kovacs Panni 17 db-ot rendelt. Mennyit kell fizetnie? E——
b) Hany forintot szedett 6ssze Réka az elsé napon? E5

¢) Mennyi pénz gytilt dssze az els6 két napon? 2 2bh : b =

d) Mennyit fizettek a fotésnak sszesen? <9 [ N (.

Megoldas
a) 17 - 150 = 2550 forintot kellett Panninak fizetnie.
b) 105 - 150 = 15 750 Ft-ot szedett 0ssze Réka az elsé napon.

c) Az els6 két napon Osszesen 192 foté arat hoztak be, igy 192 - 150 = 28 800 Ft gytilt Ossze.
d) Osszesen 308 db fotét rendeltek, igy 308 - 150 = 46 200 Ft-ot fizettek a fotosnak.

Az els6 példa megoldasanal azt hasznaltuk fel, hogy a fotok dra és a fizetendd 6sszeg kozott egyenes ara-
nyossag van. Hatodik osztalyban mar tanultatok az egyenes aranyossagrol. Ismételjiik at a tanultakat!

Két mennyiség akkor egyenesen aranyos, ha az egyik mennyiség kétszeresére, haromszorosara stb.
valtozik, akkor a masik mennyiség is kétszeresére, haromszorosara, ugyanannyiszorosara valtozik.
Ezt masként is megfogalmazhatjuk:

Két mennyiség egyenesen aranyos, ha az osszetartozé értékek hanyadosa allandé. Ez aldl a (0; 0)
szampar jelent kivételt, mert ezekkel az értékekkel az osztast nem értelmeztiik.
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Egyenes aranyossag V/ 1 .

A példaban a fotok szama és az ezekért fizetett sszeg a két Osszetartozéd mennyiség.

A fotdk szama (db) 17 105 192 308
Fizetendd 0sszeg (Ft) 2550 15750 28 800 46 200
2 7 2550 _ 15750 _ 28 800 _ 46 200 _

Zsigaék az udvaron 1évé csapbdl 15 perc alatt tudjak feltolteni a 120 literes kerti tavat.
a) Mennyi viz folyik a kerti csapbdl 1 perc alatt?

b) Hany literes a viztarozo6 hordo, ha 25 perc alatt tudjak feltolteni?

c) Hany literes a kerti pancsold, ha 60 perc alatt tudjak feltolteni?

Megoldds
Ha 15 perc alatt 120 liter viz folyik ki, akkor

a) 1 perc alatt % = 8 liter viz folyik ki.

b) 25 perc alatt 200 liter viz folyik ki. Tehat a hord6 200 literes.
c¢) 60 perc alatt 480 liter viz folyik ki. Tehat a pancsolomedence 480 literes.

Foglaljuk tablazatba az el6z6 példaban szerepld dsszetartozéd mennyiségeket!
Eltelt id6 (perc) 15 1 25 60
Vizmennyiség (1) 120 8 200 480

Vizmennyiség / liter 120 _ g4 8 _g 200 _ g 480 _ ¢
Id6 perc 15 1 25 60

Az Osszetartozd értékek hanyadosa, azaz a ki- A /
folyt vizmennyiség és az eltelt id6 hanyadosa al- 500 4
landé. Abrazoljuk a kifolyt vizmennyiséget az id6 ’
tiiggvényében! 400

w
S
S

\\

A grafikonrdl sok informaciét leolvashatunk:

- A 2. példaban a fiiggvény grafikonja egy origén
athalado félegyenes.

- A hozzarendelés egy fiiggvény.

- Az dsszetartozd értékek hanyadosa éllando. 100 /

[\
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vizmennyiség (1)
AN

Ez a hozzérendelés
Vizmennyiség = 8 (hti) -1dé.
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V/1.

Egyenes aranyossag

Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket egy koordi-
nata-rendszerben! A fliggvény értelmezési tar-
tomanya legyen a valds szamok halmaza!

a) fix—2-x

VN
b) g:x 5 X
c) h:ix——-3x
dl:x——%2-x

Megoldds

A példaban szerepld fliggvények egyenes aranyossagok. Minden egyenes aranyossag hozzarendelési

FELADATOK

szabalya: x — mx.

1a' a) A suli biiféjében négy pogacsa 340 Ft-ba

keriil. Mennyit kell fizetniink hét pogacsaért?

b) A csiga 4 o6ra alatt 3 métert tett meg. Meny-
nyit tesz meg 11 6ra alatt?

¢) Gasparnak minden hétkdznap van edzése,
minden nap ugyanannyi. Ha harom nap
alatt 7,5 orat edzett, hany érat tolt edzésen
25 nap alatt?

d) Az 5,6 kg-os dinnye 756 Ft-ba keriilt. Meny-
nyit kell fizetni a 8,4 kg-os dinnyéért?

23 Négy magyar fiatalember tartja a folyamatos
csocsozas vilagrekordjat. A jatékot reggel 10:09-
kor kezdték, és masnap 23:06-kor fejezték be.

a) Hany percet pihentek ez id6 alatt, ha 6ran-
ként 5 percet engedélyezett a Guinness-re-
kordok szabalyzata?

b) Hany percet csocsoztak dsszesen?

134

35" A hazunk alapja téglalap, egyik oldala
24 méter hosszu, a tervrajzon azonban csak
20 cm. Mekkora az épiilet alapteriilete, ha a haz
masik oldala a tervrajzon 12,5 cm?

45 A vilag legnagyobb, 40 méter atmérdja

pizzajat Romaban készitették. A 25,6 tonnds

pizzan 6t séf dolgozott 48 dran keresztiil folya-

matosan. A pizzat 5234 adagban tudtak csak

megsitni.

a) Szamold ki, hany kg pizza volt egy adagban!

b) Hanyszorosa a pizza stlya egy normal (kb.
720 gramm) pizza sulyanak?

¢) A hagyomanyos, 32 cm-es atmérdju, 8 szele-
tes pizzabdl egy nyolcadikos atlagosan 6 sze-
letet tud megenni. Szamold ki, hany nyolca-
dikos lakna jél a vilag legnagyobb pizzajabol
a megadott adatok alapjan!



Egyenes aranyossag

58 A csapbdl percenként 8 liter viz folyik

a kadba. Mennyi ido6 alatt telik meg a 120 literes

kad, ha csak a kétharmadaig toltjiikk meg?

a) Abrézold grafikonon a kidban 1évé viz
mennyiségét az eltelt id6 fliggvényében!

b) Add meg a grafikon hozzarendelési szaba-
lyat!

¢) Hogyan médosul a grafikon, ha a viztakaré-
kos csapon csak 2,5 liter folyik percenként?

d) Mennyi id6 alatt lesz iires a kad, ha 2 liter
6 mdasodperc alatt folyik le? Abrazold grafi-
konon a kadban 1év6 viz mennyiségét az id6
tiiggvényében!

6 A japan magnesvasut, ami egy tesztszaka-

szon 11 masodpercig 603 km sebességgel

h
szaguldott, megdontotte a gyorsasagi vilag-
rekordot.
a) Szamold ki, hany km-t tett meg madsod-
percenként a magnesvasut!
b) Abrazold a megtett utat az idé fiiggvényé-
ben!

V/1.

7~ Valaszd ki az egyenes aranyossagot abrazo-
16 grafikonokat!

a) b)
VA yA
/
/
1 1
x 0 r
c) d)
YA YA
0 x 0 19
e) 1)
yA yA
4 0 x

83 Abrézold az alabbi fiiggvényeket koordi-
nata-rendszerben!
a) a:x— 3x b) b:x— —x

c) c:xn—»ix d) d:x— —2x

VN 3 x e —2
e) e:x o X f) fix X




V / 2 Linearis flggvenyek

Emlékeztetd

A fuggvények megadasanal tobbféle megszokott jel6lés is 1étezik.
Az f:x — 3x jelolés helyett haszndlhatjuk az f(x)= 3x jelolést is. Ez a jelolés azért lehet hasznos,
mert a helyettesitési érték jobban lathatd. Példaul az f fiiggvény 5 helyen felvett helyettesitési értéke:

f(5)=3-5=15.
Szamitsuk ki néhany helyen a fiiggvények helyettesitési értékeit, majd ren- yA £
dezziik a kapott értékeket kozos tdblazatba! Abrazoljuk kozos koordinéta-
rendszerben az f, g, h fiiggvényeket! f
flx)y=2-x g(x)=2-x+3 h(x)=2-x—4
Megoldas
h
Példaul, ha x = —2, akkor
f(-2)=2-(~2)=—4

p—t

g(-2)=2(=2)+3=-1
h(-2)=2-(-2)—4=—8

Ry

Az értéktablazat és a fiiggvények grafikonja néhany elem esetén:

x -2 -1 0 1 2 3
flx)=2-x —4 —2 0 2 4 6
g(x)=2-x+3 -1 1 3 5 7 9
h(x)=2-x—4 | -8 -6 —4 -2 0 2

Latjuk, hogyaz f(x)=2-x; g(x)=2-x+3; h(x)=2 x— 4 fliggvények grafikonjai egymassal par-

huzamos egyenesek. A parhuzamossagot az alabbiakkal indokolhatjuk:

- Az ffiiggvény egyenes aranyossag, ezért grafikonja egyenes.

- A g fuggvény grafikonjat megkapjuk, ha az f fiiggvény minden értékéhez hozzaadunk 3-at. Ez azt
jelenti, hogy az f fliggvényt az y tengely mentén 3 egységgel toljuk el pozitiv irdanyba.

- A h fuggvény grafikonjat ugy kaphatjuk meg az f fiiggvény grafikonjabol, hogy az y tengely mentén
4 egységgel toljuk el negativ iranyba.

- Azf, g, és h tiiggvények parhuzamossaga mar a fiiggvények megadasabdl is kovetkeztethetiink, mivel
a képletekben az x valtozé szorzoéja mindenhol 2.
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Linearis fliggvéenyek

Mit jelent ez a 2-es szorzd?

Ha az értéktablazatot megnézziik, azt latjuk, hogyha az x értéke eggyel n6, akkor a hozzarendelt fiigg-
vény értéke 2-vel no.

Nézziik meg ezt példaul a g fliggvény esetén. yA £

GO~ AD GO~ AD
2 | =1y o0 1 | 2 | 3

x —
gx)=2-x+3| -1 1 3 5 7 9
Az x valtoz6 szorzdja a fliggvény meredekségét hatarozza meg. Mivel ez a sz6 1

m betlivel kezd6dik, a meredekséget gyakran m bettivel jel6ljiik. Minél nagyobb
a fliggvény meredeksége — azaz m értéke — annal gyorsabb a fiiggvény valtozasa.

p—

Ry

Abrézoljuk az a:x — 2x, b:x — —3x, c:x — %x tiiggvényeket, és hatarozzuk meg a meredeksé-

giiket!
Megoldas
yA a \ yA yA
b
)\ c
1 0 ? 1
> \ >
X X

Mindegyik fliggvény egyenes ardanyossag, mindegyik fiiggvény grafikonja athalad az origén.
Az a figgvény meredeksége 2, a b fiiggvényé -3, a ¢ fiiggvényé %

Az egyenes aranyossag fiiggvényét altalanos képlettel igy is irhatjuk: x — m - x, ahol m #+ 0 egy
szam, amely a fiiggvény meredekségét jelenti.
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V / 2 Linearis flggvenyek

Szamitsuk ki a megadott fliggvények értékét két-két helyen, és dbrazoljuk a fiiggvényeket a ki-
szamitott értékek segitségével!

fix—3x—-2 g:xH;x+1 h:x»—%x+4

3
Hatarozzuk meg a fiiggvények meredekségét!
Megoldas
Az f fiiggvényhez készitett tabldzat: |, 0 1 A r
3x—2 -2 1 /
Ha az x értéke 1-gyel nd, akkor a fliggvény értéke 3-mal né. Tehat az ! _
f tiiggvény meredeksége 3. ol/ x
A g figgvény abrazolasahoz az x = 0 érték mellett célszerti az x = 3 érté-
ket valasztani, mert igy egész koordinataju pontokat kapunk. /
x 0 3 yA
2
3 x+1 1 3 8
7
Lathatjuk, hogy ha az x értéke 3-mal né, akkor a hozza tartozé érték 2-vel A >
0 X

novekszik. Ezért, ha az x értéke 1-gyel n6, akkor a hozza tartozd fiiggvény-

érték %-dal no. Tehat a g fiiggvény meredeksége m = %

A h tiiggvény két helyettesitési értéke legyen 0 és 2.

yA

x 0 2
—%x +4 4 3
h
A h fiiggvény esetén, ha az x értéke 2-vel n6, akkor a hozza tartozé fiigg- 1

vényérték 1-gyel csokken. Masként mondva: ha az x értéke 1-gyel n6, akkor

al 4

a fuggvényérték %-del csokken. Tehat a h fliggvény meredeksége m = —%.

Az ilyen tipusu fiiggvényeket konnyl abrazolni, mivel grafikonjuk minden esetben egyenes lesz
(vagy annak részhalmaza), és az egyenest meghatarozza két pontja. Ezért az ilyen tipusu fiiggvé-
nyeket linedris fiiggvényeknek nevezziik.

A linearis fiiggvényeket altalanos képlettel igy is irhatjuk: f :x — m - x + b, ahol az m szam a fiigg-
vény meredekségét jelenti. A meredekség azt mutatja meg, hogy mennyivel valtozik a fiiggvény
értéke, ha az x tengelyen egy egységet haladunk pozitiv iranyba. A b értéke azt adja meg, hogy
a fiiggvény grafikonja hol metszi az y tengelyt.
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Linearis fliggvények

V/2.

FELADATOK

1~ Reggel harom csalad indult el a Tolgyerdei

Nomad Taborba (roéviditve TNT). A 210 km-t

mindhdrom autd 2 6ra 20 perc alatt tette meg.

A Szalay csalad 8 odrakor, a Kellei csalad két

6raval hamarabb, a Litkei csalad pedig 3 draval

késdbb indult.

a) Abrézold egy koordinita-rendszerben a hé-
rom csalad altal megtett utat az id6 fiiggvé-
nyében!

b) Olvasd le a grafikonokrol, melyik csalad hany
orakor érkezett meg!

¢) Fogalmazd meg, miért parhuzamosak a gra-
fikonok!

25" Csoportositsd a flizetedben azokat a hozza-
rendelési szabalyokat, amelyek grafikonjai par-
huzamosak egymassal!

1

a:x— 3x b:x'—>§x
c:x—3x—4 d:ix—x—3
e:x—5+3x fix——=3x+4
g:x»%+%x h:ix——2-3x
itx—7—x j:x»%x+l
k:x»—x+% l:x— —0,75+x

35" Add meg az alabbi fiiggvények meredek-
ségét! Valassz ki harom fiiggvényt, és abrazold
a fizetedben!

fix—2x-3 gix——x+2
h:xi—»%x+1 k:xw—3—3x
lix——-2x+5 m:x'—>—2—%x
p:x—3x—5 six——4

4~ Abrézold a fiizetedben az alabbi fiiggvénye-
ket, és add meg a meredekségiiket!

fix—x+4 gix——2x+3
h:x-—»%x—l i:x»—%x+2
jix——=3—x k:x—5

[:x— 0,8x m:x ——0,2x—2

55 Megadtuk egy linedris fiiggvény grafikon-
jdnak két pontjat. Abrazold a pontokat a fiize-
tedben egy koordinata-rendszerben! Add meg
a figgvény hozzarendelési szabalyat és mere-

dekségét!

a) A(0; —=3); B(2;3)
b) A(—1;7); B(3;—1)
c) A(—4;3); B(41)

6 Rajzolj a fiizetedbe egy koordindta-rend-
szert, és egy olyan egyenest, amelyik nem lined-
ris figgvény!

78 Abrazold a fiizetedben az f:x — %x -6

figgvényt, és vélaszd ki a helyes allitasokat!

A hibas allitasokat javitsd ki!

a) A figgvény meredeksége m = 3.

b) A fiiggvény nem megy at az origon.

c) A fiiggvény nem egyenes aranyossag.

d) Haaz x értéke 4-gyel né, a fliggvény értéke is
4-gyel né.

e) Ha az x értéke 1-gyel n6, a fiiggvény értéke

%—del né.
f) A P(3; —4) pont rajta van a fiiggvény grafi-
konjan.

83 Abrazold a fiizetedben az f :x — —2,5x + 4
tiiggvényt, és valaszd ki a hamis allitasokat!
5

a) A fuggvény meredeksége m ==

b) A fiiggvény atmegy az origon.

c) A fiiggvény egyenes aranyossag.

d) Ha az x értéke 4-gyel né, a fiiggvény értéke is
4-gyel né.

e) Ha az x értéke 2-vel no, a fliggvény értéke
5-tel né.

f) A P(4; —6) pont rajta van a fliggvény grafi-
konjan.




V/ 3 Linearis fliggvények vizsgalata

Megadtunk harom linedris fiiggvényt a koordinata-rendszerben. yA
Hatarozzuk meg a fiiggvények hozzarendelési szabélyat! \

Megoldas
A tiiggvény hozzarendelési szabalyat akkor kényelmes felirni, ha is- \
merjiik a fliggvény meredekségét (m érték) és az y tengellyel valo
metszéspont masodik koordinatajat, azaz a fliggvény tengelymetsze- g f
tét (b érték). \
A P pont koordinatai az f figgvény esetében P(0; —4), ezérta b = —4.
A meredekséget példaul ugy olvashatjukle, hogy meghatarozzuk még
egy pont koordinatait. A grafikonon ez a Q(1; —2) pont lesz. Ebbdl
kiszamithat6 a meredekség: egy egységet lépiink az x tengely mentén o] 1
pozitiv irdnyba, majd kett6t felfelé, tehat a meredekség m = 2.

—
L

Ry

Az f figgvény hozzarendelési szabalya: f:x — 2x — 4. Q \

A g fuggvény esetén hasonldan eljarva kapjuk, hogy b = 5ésm = =3,
tehat a g fliggvény hozzarendelési szabalya g:x — —3x + 5. \

A h tiiggvény esetében még konnyebb dolgunk van, hiszen ez egy
allandé (konstans) fiiggvény. Most m = 0 és b = 8, tehat h: x — 8.

Milyen kiilonbséget latunk az f és g grafikonja kozott?
Az ffuggvény ,emelkedd’, a g fiiggvény ,,siillyedd”. Fogalmazzuk meg ezt pontosabban!

Az f fiiggvény esetében azt lathatjuk, hogy na- A g fiiggvény esetében azt lathatjuk, hogy na-
gyobb x értékhez nagyobb fliiggvényérték tartozik.  gyobb x értékhez kisebb fiiggvényérték tartozik.

x érték ffuggvényértéke x érték g flggvényértéke
0 —4 0 5
1 -2 1 2
2 0 2 —Il
3 2 3 —4

Az ,,emelkedd” fiiggvényeket a matematikaban novekedének nevezziik, a ,,siillyed6” fiiggvényeket
pedig csokkenonek.

A hozzarendelési szabalybdl megallapithatd, hogy a linearis fiiggvény novekedo vagy csokkeno.
Ha a meredekség pozitiv, akkor a fiiggvény novekedo, ha a meredekség negativ, akkor csokkend.

Ha a meredekség 0, akkor a fiiggvény minden szamhoz ugyanazt a szamot rendeli, azaz a fiiggvény
allandd, mas szoval konstans.




Linearis fliggvenyek vizsgalata V/ 3

EGYENI VERSENY

A fizetedbe dolgozz!
Az A(—2;2), B(—1; —=3), C(2; 0) és D(0; 4) pontok koziil barmely kett$ egy linearis fliggvényt ha-
tdroz meg.

a) Hany ilyen linearis fiiggvény rajzolhat6?

b) Ezek koziil hany fiiggvény csokkend?

¢) Ird fel a novekeds fiiggvények hozzérendelési szabalyét!

Ha elkésziiltél, jelentkezz! Ha hibatlanul dolgoztal, jutalmad biztosan nem marad el.

FELADATOK

1~ Allapitsd meg az alabbi hozzérendelési sza- 38 a) Ismerjiik az alébbi lineéris fiiggvények

balyok alapjan, hogy melyik fiiggvény grafikon- meredekségét és tengelymetszetét. Add meg
jalesz novekedd, csokkend, illetve konstans! a hozzarendelési szabdlyt! Abrézold a grafi-
a) a:x— 8x—7 b) b:x~ 0,3x +15 konokat a fiizetedben!
X —6x+11 d)dix——L
o) cix * ) d:x 5% Meredekség | Tengelymetszet
e) exx——4+5x f) f:x»l—%x flx) m=7 b= -2
g) g:x-—»% h) h:x — —7,5 £) m= =5 b=6
h(x) m=0 b=25
28 Megadtuk néhany fiiggvény hozzarendelési . _1 _
szabalyat. i(x) m=7 b=-3
a:x—x—3; b:x— 2x+6; e
1 b) Ismerjiik az aldbbi linearis fiiggvények me-
cix = —3x+6; d:x— 4 2 redekségét és azt a P pontot, ahol a figg-
R fix e 0,25% — 4 vények metszik az x tengelyt. Add meg
5 ’ ’ ’ a hozzarendelési szabdlyt! Abrazold a grafi-
X=X h:ix—6-7x konokat a fiizetedben!
Sorold fel azoknak a hozzarendelési szabalyok- Metszéspont az
nak a bettijelét, melyekre teljesiil, hogy Meredekség x tengelyen
a) parhuzamosak az x ——3x fiiggvény grafi-
konjaval! p() = P(=3;0)
b) ott metszik az y tengelyt, ahol az x ——x + 6 q(x) m=7 P(2;0)
tiiggvény grafikonja!
s e Lon i @ | om=3 P(-2;0)
¢) van kozos pontjuk az x — gt 3 fuggvény 2
grafikonjaval! s(x) m=_1 P(0; 0)
d) csokkend fliggvények! 4




V/3.

45> Add meg az alabbi figgvények meredek-
ségét, majd hatarozd meg, hol metszik a koor-
dinata-tengelyeket!

a) fix—3x+6

b) g:x— %x —4

c) h:x— —%x +2

d)i:x— —4,5x—9

5 Hatérozd meg a grafikonok alapjan a hozzé-

rendelési szabalyokat! Add meg a fiiggvények
meredekségét és tengelymetszetét is!

\ yll
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Linearis flggvenyek vizsgalata

6 Mi a kozos az alabbi fiiggvényekben? Abré-
zold Gket kozos koordinata-rendszerben, és ird
mellé a k6z6s tulajdonsagukat!

a) x— x; X — 4x;
3
— 3,5x; — =

X X X X
b) x »—2x+3; x——2x—4;

x—1—2x; x|—>—2x+i

2

c) x—4x —3; x»—%x—?,;

x—0,25x—3; x~-3
d) x—x+1; X~ 2;

_ . L1l 3
X x+3; X 2x+2

75 A linedris fuggvényeknek ismerjiik két pont-
jat.

Abrézold a fiiggvényeket, hatérozd meg a me-
redekségiiket, és vélaszd ki, mely figgvények
novekedok!

a) A(0;—=2) B(3;7)
b) A(—2;1) B(4;4)
c) A(1;4) B(3; —2)
d) A(2;5) B(7;9)

83 Egy taxitérsasag dijai a kovetkezék: alapdij:

450 Ft, viteldij: 280 L1, varakozas: 70 —LL_.
km perc

Allapitsd meg, melyik esetben linearis fiiggvé-

nye a fizetendo6 4r a megtett kilométerek szama-

nak! Rajzolj km-Ft diagramot!

a) 14 km-t tesziink meg, varakozas nélkiil.

b) 4 km-t tesziink meg, de kozben megallunk
egy helyen, ahol a taxi 6 percig var.

¢) Indulasnal var rank a taxi 5 percet, aztan el-
megyiink a 11 km-re laké nagymamahoz.

d) Elmegylink a nagymamahoz, 5 percig var
rank a taxi, aztdn hazamegyiink.



Egyenletek, egyenlotlenségek grafikus megoldasa V/ 4

Az évek soran tobbféle modszert ismertiink meg az egyenletek megoldasara. Ilyen volt:

- A probalgatas modszere, amit abban az esetben hasznaltunk, ha érdemes volt egyes értékeket az
egyenletbe helyettesiteni, és kiprobalni, hogy megoldas lesz-e.

- Alebontogatas elve, amikor az egyenlet megoldasahoz ,visszafelé gondolkozva” jutottunk el.

- A mérlegelv, amikor a két oldal egyenld valtoztatasaval jutottunk el a megoldashoz.

Most egy uj modszert mutatunk az egyenletek megoldasara: az egyenletek grafikus witon torténo

megoldasat.

a) Abrazoljukaz f:x— x—3ésa g:x — 5—x és fiiggvényeket kozds koordinata-rendszerben!
b) Hatarozzuk meg a metszéspont koordinatait!

Megoldas

a) yA b) Abrézolas utdn hatérozzuk meg az x —3 =5—x
egyenlet megoldasat grafikus uton!

+x+5 Keressiik meg azt az x értéket, ahol a két fiiggvény
x—3 értéke egyenld. Ezt a fliggvények metszéspontjanak
elsé jelz6szama adja.

A grafikonrol leolvashatd, hogy a két fiiggvény grafi-
konja az x = 4 helyen metszi egymast. Tobb megoldas
nem lehetséges, mert két kiilonbozo egyenes legteljebb
egy pontban metszheti egymast. Az x =4 megoldas,
mert ha behelyettesitjiik az egyenlet bal és jobb oldala-
ba, 1-et kapunk, azaz a jobb és a bal oldal egyenld.

A két figgvény metszéspontjanak koordinatai: M(4; 1).

M
o

—

Ry

Az 1. példaban 1évé x — 3 = 5 — x egyenletet probalgatassal vagy a mérlegelv segitségével is megold-
hattuk volna.

Prébalgatds Meérlegelv
Ha x = 0, akkor a bal oldal —3, a jobb oldal 5. x—3=5—x
Ha x = 10, akkor a bal oldal 7, a jobb oldal —5. x=8—x
Ha x = 5, akkor a bal oldal 2, a jobb oldal 0. 2x=28
A bal oldal még mindig tobb 2-vel. x=4

Legyen x = 4, akkor a bal oldal 1 és a jobb oldal is 1.
Tehat az x = 4 megoldas.

Sok olyan egyenlet van, amelyet tobbféle modszerrel is megoldhatunk, de célszerti mindig a leggyor-
sabb, leghatékonyabb modszert valasztani.
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V/ 4 Egyenletek, egyenlotiensegek grafikus megoldasa

Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenletet! yA
5—2x=-2x—1

Megoldas
Abrézoljuk az egyenlet két oldalét, mint egy-egy fiiggvényt. 5L 2k

A két fiiggvény grafikonja parhuzamos egymassal, ezért
nincs metszéspontjuk. Ez azt jelenti, hogy az egyenletnek
nincs megoldasa. N 1

—

Ry

=—=5+0,5x+1

Oldjuk meg grafikusan az
x—38
2

<
A -
'

o
x

egyenletet!

Megoldas

Abrézoljuk az egyenlet két oldalat, mint egy-egy fiiggvényt.
A két fiiggvény grafikonja egybeesik, ezért minden x érték
megoldasa az egyenletnek. Az egyenlet azonossag.

ia)
|
[o%e)

|

A példakban alkalmazott eljaras altalanosan is igaz.
Jegyezd meg!

Egyenletet grafikus médon ugy oldhatunk meg, hogy az egyenlet bal, illetve jobb oldalat, mint egy-
egy fiiggvényt abrazoljuk. A megoldando egyenlet grafikus megoldasa soran meghatarozzuk a két
grafikon metszéspontjanak els6 koordinatajat (ha van metszéspont).

Ha a két fiiggvény grafikonjanak nincs kézos pontja, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha a két
grafikon egybeesik, akkor az egyenletnek minden alaphalmazbeli szam a megoldasa lesz.

J6 tanacsok a grafikus megoldashoz:

- Ha jol akarod alkalmazni a grafikus modszert, akkor pontosan kell abrazolnod a fiiggvényeket.

- Mindig ellendrizd a grafikonrdl leolvasott értéket! Az eredeti egyenletbe helyettesitsd be, hogy
valoban sikeriilt-e a helyes megoldasokat megtalalni!

- Vigyazz! Sajnos nem lehet minden esetben pontosan leolvasni a megfelel6 értékeket.



Egyenletek, egyenlotlenségek grafikus megoldasa V/ 4

4. PELDA

Egy kamion reggel 6 6rakor hagyja el a rakoddtermindlt. Atlagosan 80 % sebességgel halad. Két

6ra mulva az irodaban észreveszik, hogy egy célallomasra kiildendg irat az irodaban maradt, és egy

motoros futart kiildenek a kamion utan, aki atlagosan 110 % sebességgel megy. A kamionos négy

o6ra vezetés utan 30 percre megall, hogy kivegye a kotelezé pihendid6t.

a) Mennyi id6 elteltével éri utol a motoros a kamiont?

b) Az autdépalyan nem lehet tetszéleges helyen megallni. A talalkozas idépontjatdl a legkozelebbi
pihendhely 15 percre van. Mikor tudja atadni az iratot a motoros futar?

Megoldas YA
440

A feladat els6 olvasasra Osszetettnek tiinhet, de
konnyen megoldhato, ha a két jarmii mozgasat
grafikonon abrazoljuk.

320
/

amionos

a) A két grafikon metszéspontjanak segitségé-
vel valaszolhatunk a kérdésre. A metszéspont
els6 koordinataja adja meg az eltelt id6t. Ez le-
olvashato a grafikonrol: t = 6 dra elteltével. /
Ekkora a kamionos mar 5,5 érat ment, tehat
440 km-t tett meg. A motoros menetideje
4 6ra volt, ekkor 6 is 440 km-t tett meg. 40

b) Az irat ataddsa 6 ora 15 perc elteltével, azaz 0 >

motoras

12 6ra 15 perckor torténhet meg. 0 1 2 3 4 5 6 x

Ellenérzés: Mivel a motoros 4 6ra alatt ugyanannyit tett meg, mint a kamionos (440 km), valéban
ekkor talalkoztak.

PAROS MUNKA

Abrézoljatok a fiizetetekbe az aldbbi fiiggvényt!
fix— %x +2

Felvaltva adjatok meg két-két tetszéleges pont elsé koordinatajat, majd a parotok keressen hozza

masodik koordinatat gy, hogy az alabbi feltételek teljesiiljenek! Minden részfeladathoz két-két

pontot adjatok meg!

a) A pontok illeszkedjenek a fliggvény grafikonjara!

b) A pontok a fiiggvény grafikonja alatt helyezkedjenek el!

¢) A pontok a fliggvény grafikonja felett legyenek!

d) Beszéljétek meg, mit jelent, hogy egy pont a fliggvény grafikonja ,,alatt” vagy ,,f616tt” helyezke-
dik el!




V/ 4 Egyenletek, egyenlotiensegek grafikus megoldasa

Ha egy fliggvény adott x értékéhez meghatarozzuk a fiiggvény yA
értékét, akkor az igy kapott pont illeszkedik a fliggvény grafi- f
konjara. Ha egy pont masodik koordinataja nagyobb, mint az B(2;5)
els6 koordinatahoz rendelt fiiggvényérték, akkor a pont a fiigg-
vény grafikonja felett van. Az A pont a grafikonon van, a B pont
a grafikon ,,fol6tt”. A2 3)
Ugyanilyen médon megfogalmazhaté az is, hogy egy pont mikor
helyezkedik el a fiiggvény grafikonja alatt.

—

Ry

Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenletet, egyenldtlenségeket! Jel6ljiik a megolddshalmazt az
x tengelyen, majd irjuk fel az egyenl6tlenségek megoldasat relacidjelekkel!

a) %x—lz—x+6 b) %x—1>—x+6 c) %x—1<—x+6

Megoldds
Abrézoljuk az f:x — %x —1és g:x— —x + 6 fiiggvénye- yA
ket k6zos koordinata-rendszerben! T*16
A grafikonrdl leolvashaté az egyenlet, illetve az egyenl6t-
lenségek megoldasa.
A két grafikon az x = 5 pontban metszi egymast. 2l 1
a) Az egyenlet megolddsa: x = 5. | all
(Az x tengelyen 1év6 piros pont.) c b,
0 a X
b) %x —1 >—x+ 6 teljesiil, ha az f fiiggvény grafikonja- 7
—
nak pontjai a g fiiggvény grafikonja ,,f6l6tt” helyezked-

nek el, azaz ha x > 5.
(Az x tengely bord¢ része.)

c) %x — 1 <—x + 6 teljesiil, ha az ffliggvény grafikonjanak pontjai a g fliggvény grafikonja ,,alatt”

helyezkednek el, azaz ha x < 5.
(Az x tengely zold része.)



Egyenletek, egyenlotlenségek grafikus megoldasa

V/4.

FELADATOK

65 Oldd meg az egyenlétlenségeket a grafikus
modszer segitségével!

a) —4x+6>%x—3

1~ Abrézold az alabbi fiiggvényeket!
fix——=2x+1;

gix— %x —4;

h:x——2,5x+6.

Adj meg fiiggvényenként harom olyan pontot,
a) amely a fliggvény grafikonjara illeszkedik;
b) amely a grafikon alatt van;

c¢) amely a grafikon felett van!

25 Abrazold az xn—»%x—4 fiiggvényt, és

dontsd el, a grafikonokhoz képest (alatta, rajta
vagy folotte) hol helyezkednek el a megadott

pontok!
A(2;1) B(3;4) C(4;6) D(—1; =7)
E(0; 0) F(—4;—14) G(100; 244)

38 Abrazold a két fiiggvényt kozos koordi-
nata-rendszerben! Add meg a metszéspontjuk
koordinatait! Jelold az x tengelyen is azt a pon-
tot, ahol a két fliggvény értéke egyenld!
a) fix—x—4; gix——3x+4

b) h:x— 3x+2; i:x-—»Lx—3

2

c) j:x»%x—l—Z; kix——x—2

45 Oldd meg az egyenleteket grafikusan!
a) —x+5=—2x+4
b) 2— %x =2x—5
3,-1=1
c) i 1 ke +1

55" Hasznald az el6z6 feladat dbrazolasait! Je-
161d az x tengelyen azokat a pontokat, ahol
a) —x+5>-2x+4;

b) 2—%x< 2% —5;

3,._ 1 1
c) 1 1>2x+1.

b)%x<x—l

X _5<_ 3,
c)2 5 2xl

78 Amikor a rendoérok észrevették a télik
100 méterre allo tolvajt, azonnal {ildoz6be

vették. A gordeszkds tolvaj 10 % sebességgel

menekilt, a motoros renddrok 18 %—mal ul-

dozték. Mennyi id6 alatt érték utol? Oldd meg
a feladatot grafikusan!

8~ Daniéknal leallt az internet és mindenkép-
pen szerette volna megkapni az iskolai bulin
rogzitett videdt. ,Nem gy volt, hogy féliiton
taldlkozunk?!” — bosszankodott magaban Dénes,

mikozben (immar két és £l drdja) 20 km sebes-

h
séggel tekert a bringajan Dani felé. ,, Ha ma egye-
diil le kell tekerjem oda-vissza dsszesen 210 km-t,
hogy odaadhassam neki ezt a pendrive-ot, tuti
gutaiitést kapok.” Dani persze elaludt, és csak
egy ordja indult el. Az drdja szerint 500 mé-
tert tett meg percenként. Mennyi idé mulva
taldlkoztak? Oldd meg a feladatot grafikusan!




V / 5 Forditott aranyossag

18 kg epret kiilonb6z6 nagysagu dobozokba csomagolnak. Szamitsuk
ki, hany dobozra van sziikség, ha a gyiimolcsokbdl csak
20 dkg-os; 30 dkg-os; 40 dkg-os; 50 dkg-os; 60 dkg-os;
90 dkg-os; 1 kg-os; 1,5 kg-os csomagokat készitenek!
Készitstink az adatokrol tablazatot!

Megoldds
Dobozméret (dkg) 20 30 40 50 60 90 100 150
A dobozok szdma (db) 90 60 45 36 30 20 18 12

Atablazatbabeirtmennyiségek osszetarto- m

26 értékének szorzata allandé (1800 dkg),
ezért a két mennyiség forditottan aranyos.
Masként fogalmazva, ahanyszorosara val-

tozik az egyik mennyiség, ugyanannyiad Megoldds
részére valtozik a masik mennyiség.

Abrézoljuk koordinéta-rendszerben az elsé példé-
ban készitett tablazat 6sszetartozé értékeit!

A
90
1
\
2 80 1
EGYENI MUNKA \
70 | 1800
Dontsétek el, hogy forditottan aranyo- = \ i
sak-e az alabbi mennyiségparok! Z 60 \
L4 4 4 4 /4 . . w
a) Egy pozitiv egész szam osztoparjai. £ \
b) Egy rendezvény résztvevdinek sza- E’ 50 \
ma és a befizetett osszeg. S .
c) A 10-14 évesek életkora és magas- _§ 40 N
saga. '° AR
d) A 100 km-es tavolsag megtételéhez 30 SY
szitkséges id6 és a kozlekedési esz- ~L
koz sebessége. 20 ~__
e) Egy 10 km-es futdverseny részt- 0 T
vevdinek szama és a megtételhez
sziikséges id6. 0 _
f) Egy keritést festd emberek szama 0 10 50 100 150

és a lefestéshez sziikséges ido6. dobozméret (dkg)
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Rendeljiik hozzd minden 0-t6l kiillénb6z6 szamhoz a reciprokat!

a) Készitstink a hozzarendelési szabaly alapjan tablazatot!

b) Abrazoljuk a pontokat koordinata-rendszerben a tablazat alapjan!
¢) Irjuk fel a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

Megoldads
1 yl\
* x
1 \
) —5 \
—1 —1
—0,5 =, ;
1 1
1] 0 1 x
1
y 4
0,5 2
1 1
1
2 5 \\
1 |
4 4 I

A figgvény hozzarendelési szabdlya: f:x — %, ahol x # 0.

Ez a fiiggvény nem linearis, mert grafikonja nem egyenes.

ONALLO MUNKA

Ertéktabldzat segitségével dbrazold a fiizetedben az f : x — % ésa g:x — % tiiggvényeket! Fogal-

mazd meg, milyen hasonlésagot veszel észre!

A forditott aranyossagot leiro altalanos hozzarendelési szabaly: f : x — %, ahol x # 0, és c egy tet-
szoleges, nullatdl kiillonb6z6 szam.
A forditott aranyossag grafikonjanak a neve hiperbola. A hiperbolanak két aga van.
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Forditott aranyossag

FELADATOK

1~ ,, Tudok segiteni valamiben?” - kérdezte Laci.
»Persze — valaszolta Eszter mosolyogva. — Meg
tudnad oldani, hogy egy nap 24 helyett 36 6rdbol
dlljon?” ,,Semmi akaddlya - vigyorgott Laci -,
de akkor csak 40 perces lesz egy ora.”

Ha rogzitjiikk, hogy egy nap 1440 percbdl all,
hany perces lesz egy 6ra, ha egy nap

a) 12; b) 6;
c) 5; d) 40;
e) 48; f) 60 6rabdl all?

2a" Ertéktablézat segitségével abrazold a fiize-
tedben az alabbi fiiggvényeket!

N
a) f:x .

o 12
b) g:x .

oy 20
c) h:x .

35 ,Ha ezeket mind egyediil szerelem 0ssze,
a prospektus szerint 60 ordm rdamegy” — bosz-
szankodott Pista bacsi. ,Majd mi segitiink!” -
valaszoltak a gyerekek, unokak és szomszédok.
Hany 6ra alatt végeznek a szereléssel, ha

a) ketten; b) harman;
¢) négyen; d) oten;
e) tizenoten; f) huszan;

g) harmincan; h) ezren dolgoznak rajta?

I. Foglald tablazatba megoldasaidat!
I1. Abréazold koordinata-rendszerben a tablazat
Osszetartozd értékeit!

4~ Egy tengerimalac atlagosan napi 4 dkg sza-
raz tapot fogyaszt. Hany napra elegendo 1 kg tap
a) 1; b) 2; c) 5;

d) 10; e) 25 tengerimalacnak?
Abrézold koordinata-rendszerben az Ossze-
tartozo értékeket!

58 Pérositsd a diagramokat a leirasokkal! Készits tabldzatot a fiizetedbe, és ird bele az dsszes érték-

part a diagram alapjan!

a) Harom ember 8 nap alatt, két ember 12 nap alatt végez a munkaval.

b) Ot gyereknek 6 napra, hat gyereknek 5 napra elegendd A) VA
a tabor maradék fogkrémkészlete. 20 ‘
c) Két csap 14 dra alatt, négy csap 7 6ra alatt tolti meg a me- \
dencét. 10
d) 2 % sebességgel 20 dra alatt, 5 % sebességgel 8 dra alatt ) Pt
ériink Perdcsénybe. 01 5 10 15 X
B) y Q D)y
20
20} | \ 201\
10
10 10
u 2 —— \\\ u
2 1 01 5 10 x 2 i
01 5 10 15x 01 5 10 x
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PAROS MUNKA

Ismétlés

Tegyetek magatok elé 1-1 lapot, és dolgozzatok kiilonboz6 szinnel! Egyik6tok az egyik lapra oldja
meg az els6, masikatok a masik lapra a masodik feladatot! Ha készen vagytok, cseréljetek! Javit-
satok és egészitsétek ki egymas munkajat! Utdna beszéljétek meg, miket irtatok és miért! Sziikség

esetén egy masik parossal egyeztessétek a megoldasokat!

1. Fogalmazzatok meg, mit értiink egy szam abszolat értékén! Beszéljétek meg, mivel egyenld
a pozitiv szamok, negativ szamok és a 0 abszolut értéke. Hogyan jeloljiik a szamok abszolut
értékét?

2. Irjatok fel a fiizetetekbe, mely szdmok abszolut értéke

a) az 5; b) a2,3; c) az l; d) a0 e) a—2?

Abrézoljuk a kévetkezd hozzarendeléssel megadott fiiggvényt!

Jix—|x]
Szoveggel megfogalmazva: Minden szamhoz hozzarendeljiik az abszolut értékét.
Megoldas
Készitsiink értéktablazatot a fliggvény abrazolasahoz! yA
X -3 -2 | -1 0 1 2 3
x| 3| 2| 1|0 | 1| 2] 3

—t

A kapott szamparokat abrazolva a fiiggvény grafikonja:

A grafikonnak csak néhany pontjat ismerjiik. Ha sok pon-
tot abrazolunk, akkor lathatjuk, hogy az abszolutérték-
figgvény grafikonja két félegyenesbdl tevdik ossze.
Ennek az az oka, hogy

Ry

a 0-hoz és a pozitiv szamokhoz 6nmagat rendeljiik, azaz x — x, ha az x nemnegativ szam;
negativ szamokhoz a szamok ellentettjét rendeljiik, azaz x ——x, ha az x negativ szam.
Ez két linearis fiiggvény, hiszen:

%, haazx nemnegativ szdm
x e !z r
—x, haaz x negativ szdm

A fiiggvényt abszolutérték-fiiggvénynek nevezziik, és grafikonja jellegzetes V alaku.
Ezt a fiiggvényt minden valds szam esetén értelmezziik.
A fiiggvény csokkend, ha x < 0, novekedo, ha x > 0.
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CSOPORTMUNKA

Négyes csoportokban dolgozzatok! Valasszatok ki egyet-egyet az aldbbi négy grafikon koziil, és

oldja meg mindenki egyediil a feladat a) és b) részét a sajat fiiggvényére vonatkozoan! Ha készen

vagytok, mindenki mondja el a tobbieknek, hogyan gondolkodott és milyen eredményre jutott!

Sziikség esetén egészitsétek, illetve javitsatok ki egymas megoldasait!

a) Keressétek meg, hogy a felsorolt hozzarendelési szabalyok koziil melyik tartozik a kivalasztott
grafikonotokhoz!

b) Vizsgaljatok meg, melyik fiiggvény hol ndvekedd, hol csokkend!

YA YA VA

Hozzarendelési szabalyok:
a:x—2-|x| b:x——|x| c:x—|x— 3| dix—|x|—2

Rendeljiik hozza minden szamhoz a négyzetét! yA
Készitstink értéktablazatot, és abrazoljuk a fiiggvényt!
Megoldas \\ /
X | 4| 1] 0250 (025 1 [225] 4|9
Ha sok értéket meghatarozunk, és berajzoljuk az Ossze- \ /
tartozo szamparokat, akkor az alabbi grafikont kapjuk: 1
Ekkor a hozzarendelési szabaly képlettel torténé megadasa: 0] 1 X
fixe—x°.

Ezt a fiiggvényt masodfoku fiiggvénynek nevezziik. A fiiggvény grafikonja egy jellegzetes
gorbe, amit parabolanak neveziink.

Az f:x— x* fiiggvény minden valés szdm esetén értelmezhetd (minden szimnak van
négyzete).

A fiiggvény csokkend, ha x < 0, noveked6, ha x > 0.
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o e

Nézz utana az interneten, milyen ingyenesen hasznalhato fiiggvényrajzolé programot talalsz!

Abréazolj par fiiggvényt, és figyeld meg, merre tolédik el az alapfiiggvény (| x s x° ), ha hozzaadsz,
illetve elveszel bel6le valamennyit!

Ha megszorzod a fiiggvényt egy szammal, akkor is eltolodik?

FELADATOK

1~ Az osztaly kitalalt egy uj jatékot: a vizszintes célba dobét. A jatékban az a szabdly, hogy ha a
tabla kozepébe talalsz, azonnal nyersz. Ha kicsit mellément a dobas, akkor sajnos pontokat kapsz.
Minél kevesebb pontod van, annal el6kel6bb helyen szerepelsz a rangsorban.

Az alabbi téblazat a gyerekek eredményeit mutatja. Allitsd a gyerekeket nvekvd sorrendbe az elért
pontszamok alapjan, és dbrazold a fiizetedben egy koordinata-rendszerben, ki hova dobhatott!
Segitségképp megadtuk Marci eredményét.

Név Pontszdm

Dome 3

Reg6 5

Séri 2

Janka 4

Keve 1

v |6 2 B .

2a' Abrézold az f :x — | x | fliggvényt a fiizetedben, és valaszolj az aldbbi kérdésekre!
1

a) Mekkora a fliggvény értéke, hax = 1;x = 3;x = J3x= —2;x=—2,52
b) Melyik x érték esetén veszi fel a fiiggvény az f(x) = 0; f(x) = 3; f(x) = 4,5; f(x) = =2; f(x) =7
értékeket?

c) Melyik x értékek esetén lesz a fiiggvény értéke nagyobb, mint 5?
d) Melyik x értékek esetén lesz a fliggvény értéke kisebb, mint 42

38 Készits értéktablazatot, és dbrazold kozos koordindta-rendszerben az alébbi fiiggvényeket!
a) fix—|x| gix—|x|+2  hix—|x|[+5 jix—|x|-1 kix—|x|—4

b) fix—|x| gix—|x+2| hix—|x+5] jix—|x—=1| kix—|x—4]|

) fix—|x| gix——|x] h:x—3|x| j:x»—»%~\x|

Fogalmazd meg, hogyan kaphatjuk meg a tobbi fiiggvényt az f(x) = | x | fliggvénybdl!
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45 Ird fel az alébbi grafikonok hozzérendelési szabalyat!

a) b) c) d)
JA VA VA VA
X 0 > 0 %
0 x
1
0 x
e) /) g h)
YA YA YA JA
! _ 0 %
0 x| ‘ > /1\
0 X
/ \
0 x
/ \

55 a) Oldd meg grafikusan az | x | = 3 egyenletet! Segitségképp megadjuk a megoldds lépéseit:
I. Abrazold az egyenlet mindkét oldalat!

I1. Jelold be a két grafikon metszéspontjait!

III. Keresd meg az x tengelyen a hozzajuk tartozo értékeket!
IV. Olvasd le a megoldast!

b) Oldd meg grafikusan az | x | < 3 egyenlétlenséget az el6z6 grafikon felhasznélasaval!

6 Olvasd le a grafikonokrél, melyik egyenlétlenséget oldottuk meg grafikusan! Ird le a fiizetedbe

a megoldast is!

ylk

yl

1
1

p—

Ry

Ry
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75 Abrazold a flizetedben az f : x — x° fliggvényt, és vdlaszolj az aldbbi kérdésekre!
a) Mekkora a figgvény értéke,hax=0; x=2; x= %; x=-1; x=-2,5?

b) Melyik x érték esetén veszi fel a fiiggvény az

f(x)=0; flx)=4 flx) =225 flx)=-1 flx)=25
értékeket?

c¢) Melyik x értékek esetén lesz a fiiggvény értéke nagyobb, mint 9?
d) Melyik x értékek esetén lesz a fiiggvény értéke kisebb, mint 16?

83 Készits értéktablazatot, és dbrazold kozos koordindta-rendszerben az alébbi fiiggvényeket!
a) fix—x° g:x—>x"+2  hix—x'+5 jixe—x'—1 k:x—x*—4

b) fix—x gix—(x+3Y h:ix—(x+7) jix—(x—4) k:x—(x—6)

) fix—x’ gix——x hix—2-x° j:x»%wz

Fogalmazd meg, hogyan kaphatjuk meg a tobbi fiiggvényt az f(x) = x* fiiggvénybsl!

95 Ird fel az alébbi grafikonok hozzérendelési szabalyat!

\\ VA II YA VA VA
o\ / \ / \ /
- <\ | \ / \ /
J I\ / \ / \ / i\ /
Vol 1/ % \ |/ \ |/
0 % 0 % 0 x
VA VA | VA | \ VA |
| | \ /
) \ / | |
J \ |
AR A \ | \ /
. > I m
0 X k
[ \ \ / \l/
I \ 1 1 1
/ \ > _ > _ >
0 X 0 X 0 X

10 a) Oldd meg grafikusan az x* — 3 = 1 egyenletet! A 5. feladatban megadott 1épéssort kévetve

biztosan sikertil.

b) Az eléz6 grafikont felhasznalva oldd meg az x* — 3 > 1 egyenldtlenséget!

¢) Oldd meg az x* — 3 <1 egyenlétlenséget!

d) Oldd meg az x* — 3 < 5 egyenldtlenséget grafikusan! Az eredmény pontositdsahoz haszndlj
zsebszamologépet!




V/ 7 Olvassunk a grafikonrol!

A mindennapi életiinkben gyakran van sziikségiink arra, hogy grafikonokat értelmezziink. Az interne-
tes iddjaras-eldrejelzést, a valutak arfolyamainak valtozasait, a banki kamatvaltozasokat gyakran grafi-
konon jelenitik meg. Az alabbi példak azt segitenek megérteni, hogyan lehet adatokat grafikonokrol

leolvasni, illetve értelmezni.

A grafikonon a 2015 majusaban Egerben mért napi minimums-, illetve maximum-hdémérsékletek
lathatok (az adatok az Orszagos Meteorologiai Szolgalat mérései alapjan).

C° A 2015. méjusi napi minimum- és maximum-hdmérsékletek (Eger)
30
[ |
EEEN EEEN | [ |
20 ERENN [ | EEEER [ | [ |
EEEN | EEEER | |
EEEN | EEEER | |
ERERN [ | EEEER [ | [ |
raimn | EEERR [ |
10 - 111N [ | BRIl | r
11T r EERFILI | |
1111l | IFIil | |
1111l | 11Nl | |
1111l | 11Nl | |
1111l 1 iiiil 1

0" 1234567 8 910111213141516171819202122232425262728293031
B minimum-hémérséklet B maximum-hdémérséklet

a) Melyik napon volt a leghidegebb és a legmelegebb Egerben 2015 méjusaban?

b) Mikor volt a legnagyobb a kiilonbség a napi hdmérsékleti minimum- és maximumeérték kozott?

¢) Gerzson a napi kozéphémérsékletet a minimum és a maximum atlagabol szamolta ki. Te ho-
gyan szamolnad a napi kozéphomérsékletet, ha a minimum- és maximumérték mellett még
rendelkezésre allnak a 7, 13 és 19 6rakor mért értékek is?

Megoldas

a) A leghidegebb méjus 1-jén volt, 4 és 5 °C kozott. A legmelegebb méjus 19-én, koriilbeliil 28 °C.

b) Néhany napot egybdl ki lehet zarni, mert a kozelében latunk olyan kék és piros oszlopot, ahol
nagyobb a kiilonbség. Nézziik meg majus 18-at és 19-ét pontosabban. Teljesen pontos értéket

nem tudunk leolvasni a grafikonrél, de az Minimum | Maximum | Kilénbsé
latszik, hogy ezen a két napon volt a leg- — &
nagyobb a héingadozés, talan 19-én egy ki- ~majus 18. 6-7 25-26 19-20
csit nagyobb, mint 18-an. majus 19. 8-9 28 19-20

¢) A napi kozéphémérséklet kiszamitasara nagyon sok lehetéség van.
1. Ennek a harom értéknek a szamtani kozepe.
2. A minimum és a maximum hozzavételével az 6t érték szamtani kozepe stb.
Ha meg szeretnéd tudni, hogyan szamitjak ki a napi kézéphémérsékletet a meteorologusok,

keress rd az interneten!
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Balatonszemes és Fonyod kikotdje 18 km tavolsagra van egymastél. Fonyddrdl 5 % egyenletes

sebességgel egy kenu indul el Balatonszemes kikotéjébe. Ugyanebben az idében Szemesrdl egy
kajak indul el Fonyddra, amely 7 km-t tesz meg 6ranként.

a) Abrazoljuk a hajok helyzetét koordindta-rendszerben!

b) Mennyi id6 alatt ér Balatonszemesre a kenu?

¢) Mikor haladnak el egymas mellett?

d) Mikor voltak 6 km-re egymastol?

Megoldas

a) Az egyenletesen mozgo6 testek ut-idé Ossze-
fiiggése s = v - t, ahol s a megtett 1t, v a test se-
bessége és t az eltelt id6. Ezek alapjan:
A kenu altal megtett utat s = 5-¢ alakban ir-
hatjuk fel. A t6le 18 km-re 1év6 kik6tébdl indu-
16 kajak utjat s = 18 — 7 - t képlet irja le.

b) Akenu 3,6 6ra =3 dra 36 perc alatt ér Szemesre.

c) A két grafikon a t=1,5-nél metszi egymast.
Ez azt jelenti, hogy a két hajé az indulds utan
1,5 6raval haladt el egymas mellett.
Ellen6rzés: A kenus 7,5 km-t, a kajakos 10,5 km-t
tett meg. Ketten egytitt 18 km-t, ami az eredeti-
leg koztiik 1évé tavolsag, igy valoban az indulas
utan masfél oraval talalkoztak.

d) Olyan pontokat kell keresni a fliggvények grafi-
konjan, amelyek az y tengely mentén mérve 0 1 15 2 3 ¢t (6ra)
6 egység tavolsagra vannak. Két lehet6ség van.

I. Indulas utan 1 dra elteltével a kenu 5 km-t tett meg, a kajak 7 km-t. Ez sszesen 12 km, és
indulaskor 18 km-re voltak. Tehat 6 km-re vannak egymastol.
II. Indulds utan 2 déraval. Ekkor a kenu 10 km-t a kajak 14 km-t tett meg. Ekkor mar elhaladtak
egymas mellett, kozottiik a tavolsag ismét 6 km.

Egy egyenletesen ég6 henger alaku gyertya magassaga a meggyujtas utan 10 perc alatt 2 cm-t csokken.
a) Abrazoljuk a 15 cm-es gyertya magassagdnak véltozdsat az id6 fiiggvényében!

b) Mennyi id6 alatt ég le a gyertya?

¢) Mennyi idé mulva lesz a gyertya magassaga 8 cm?

d) Milyen magas lesz a gyertya 25 perc mulva?
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Megoldas
a) h(cm) i A b), ¢) és d) kérdésekre a valaszt legkonnyeb-
15 ben gy adhatjuk meg, hogy abrazoljuk a gyer-
tya magassaganak valtozasat.
10 A grafikon alapjan lathatd, hogy;
b) a gyertya 75 perc alatt ég le;
c) agyertya magassaga 35 perc mulva lesz 8 cm;
5 d) a gyertya 25 perc mulva 10 cm magas lesz.

0 >
0 10 20 30 40 50 60 70 t(perc)

FELADATOK

18 Nézd meg az alabbi grafikon adatait, majd vélaszolj a kérdésekre!

A muzeumlatogatok és a kiallitdsok szima Magyarorszagon (2005-2014)

12000 11335 ”:618 175
© O 10180
10 000 hOWESF
o957 3% 1 g767
O 3430 | 8372 (O~ &
8000 O ©
=D ldtogatok szama (ezer £6)
s e ki41litas0k sZAmMa

6000

3910 | 3942 | 4085 4078 | 4109
4000 3290 3401 3396 3841

{1

W
w
[\
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2000

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Forrds: KSH
a) Melyik évben volt a legtobb kiallitas Magyarorszagon?
b) Mennyien latogattak a kiallitasokat 2010-ben?
¢) Mikor volt a legtobb latogat6?
d) Melyik évben volt nagyobb az egy kiallitasra juto atlagos latogatészam, 2006-ban vagy 2014-ben?

25" Tamasék 80 literes melegviztaroldja pont akkor kezdett el csopogni, amikor elutaztak nyaralni.
Harom nap alatt szép lassan, egyenletesen, kics6pogott beldle az 6sszes viz.

a) Abrézold a tartdlyban 1évé viz fogyasat az id6 fliiggvényében!

b) Add meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!




Olvassunk a grafikonrol! V/ 7

35" Az alabbi grafikon azt mutatja, mennyi aramot hasznalt el a Kellér csaldd szombaton. Délel6tt
beindult a szokasos hétvégi takaritas és f6zés, igy 1,8 kilowattot hasznaltak dranként. Délutan ki-
randultak egyet a kornyez6 dombokon, ekkor csak 0,3 kilowattéra volt a fogyasztas, de estére ismét
1,4 kilowattérara nétt az aramfelhasznalas. Valaszolj a kérdésekre az alabbi grafikon alapjan!

kilowattdra
13,97

101

8,55
7,8

0,6
O T T T T T

7 8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20

21 22 ora

a) Hany 6rakor ébredtek szombat reggel?

b) Hany 6rakor kezdték el az otthoni munkakat?

¢) Mikor indultak kirandulni?

d) Mi okozhatja a fogyasztast, ha nincsenek otthon?

e) Mit jelenthet a vizszintes szakasz 15:30 és 17:00 6ra kozott?
f) Mikor lépték at az 5 kilowattoras fogyasztast?

45 Dévid a suliba busszal és biciklivel is mehet. Ha busszal megy,

km
h

séggel haladva teszi meg az iskolaba vezet6 6 km-es utat, és szinte

a suli el6tt teszi le Davidot. Biciklivel 18 KM _g atlagsebesség-

h

minden reggel 6 perc a varakozasi id6. A busz 45 -s sebes-

gel teker el az iskolaig.

a) Abrazold a megtett utat mindkét esetben az id fiiggvé-
nyében!

b) Melyik jarmuvel ér elébb az iskolaba David?

¢) Hany 6rakor ér a suliba, ha 7:20-kor indul el otthonrol?




V/ 8 Készitsiink grafikont szabaly alapjan!

Osszefiiggések, véltozasok bemutatasahoz gyakran szemléletesebb, ha egy figyelemfelkeltd grafikont
hasznalunk az adatok puszta sokasdga helyett. Kisérletek elvégzésekor, adatok elemzése alkalmaval
vagy el6adasokon sziikség lehet arra, hogy az eredményeket grafikonon abrazoljuk.

Gabor és Zsolti kisérletet végeztek. Vizforraloval 3 perc alatt vizet melegitettek fel 25 °C-rol 70 °C-
ra. Ezutan a vizforralét kikapcsoltak, majd 5 percig htilni hagytak. Ekkor a viz 60 °C-os lett. Ezt
kovetSen egy jégkockat dobtak bele, és 4 perc elteltével a viz 20 °C-ra hiilt. Azt vizsgaltak, hogyan
valtozik a hdmérséklet, ha a vizet el6szor felmelegitik, majd hiiteni kezdik. Azt tapasztaltak, hogy
a hémérséklet-valtozas egyenesen aranyos az ido elteltével.

Abrézoljuk a szoveges hozzarendelési utasitdssal megadott fiiggvény grafikonjat!

Megoldas A
A tiiggvény grafikonja harom részbdl all. —~
A szdveges utasitas megadhato képlet formajaban g R
is. E /

25+15-t, ha0<t<3 &
fite176—2-t, ha3<t<8 E v

140—10-t, ha8 <t <12 -~

10
0 >
01 3 8 12
id6 (perc)

Az eddig abrazolt fiiggvények esetében az alaphalmaz a valos szamok halmaza volt.
A kovetkez6 példakban olyan fliggvényeket mutatunk be, amelyek értelmezési tartomanya a valds sza-

mok egy részhalmaza.

Abrézoljuk az f:x — | x| fiiggvényt! Legyen az értelmezési tar- yA
tomany a nemnegativ szamok halmaza! Jellemezziik a fliggvényt
a novekedés szempontjabol!

Megoldds

Az abszolutérték-fiiggvényt adtuk meg, de a grafikon a vizsgalt
halmazon mégsem egy V alak lett, hiszen az értelmezési tarto-
manyt leszikitettiik.

Minden nemnegativ szam abszolut értéke dnmaga, ezért a fiigg-
vény grafikonja egy origdbdl kiindulé félegyenes.

A fliggvény a megadott értelmezési tartomanyon novekedo.

—

Ry




Készitstink grafikont szabaly alapjan! V/ 8

Abrézoljuk a kdvetkezd fiiggvényt! Melyik részen csokkend és melyiken ndveked a fiiggvény?
( 4, hax<—4

—%x-l— 2, ha—4<x=<0

f X

Lx+2, hao<x <6

3
2x — 8, hax>6 1

Megoldas
A fuggvény grafikonja négy linearis fiiggvény egy-
egy része.

—

Ha x <—4, akkor a fiiggvény konstans,

Ry

ha —4 < x <0, akkor a fiiggvény csokkend, o 1

ha x > 0, akkor a fliggvény névekedo.

4. PELDA

Abrézoljuk a kovetkezd fiiggvényt!
|x—2], hax=0
oy

|x+ 2], hax <0

Megoldas

Vizsgaljuk meg, milyen x érték esetén novekedo, illet-
ve csokkend a fiiggvény!

Ha x <-2, akkor a fiiggvény csokkend,

—

ha —2 < x < 0, akkor a fiiggvény névekedo,

Ry

ha 0 < x < 2, akkor a fliggvény csokkend, 0] 1

ha x > 2, akkor a fiiggvény névekedo.




V/ 8 Készitsiink grafikont szabaly alapjan!

FELADATOK

1~ Balazs elment vasarolni. 2 perc alatt 150 m-t tett meg. 8 perc alatt ért a boltba, ahol 5 percet
toltott. Visszafelé ugyanazon az Gton ment és sietett, ezért 6 perc alatt hazaért.

a) Abrazold Balazs mozgasat az id6 fiiggvényében indulastol hazaérkezésig!

b) Milyen messze volt a bolt?

¢) Mennyi ideig volt tavol?

d) Mikor haladt el a hazuktél 300 m-re 1év6 fagyizo el6tt?

km
h

megbokrosodott, ledobta a lovasat, és 40 %-Val elvagtatott a Godolléi-dombsag egy masik iranyaba.

a) Abrazold a 16 4ltal megtett utat az idé fiiggvényében!
b) Abrézold grafikonon a Déme altal megtett utat az id6 fiiggvényében, olvasd le hdny perc alatt

ért haza, ha az esés utdn 5 km sebességgel hazasietett!

h
3& Abrazold a kovetkezd fliggvényeket!

—2x+10, hax =1 Lx+2, hax<e6
a)f'xH{3x+5, ha x <1 b)g'xH[Sz, ha x > 6

x+9, hax <-4

c) hix— —%x+3, ha—4<x=<2

%x—l, hax > 2

28 Dome Szadérol indult el Szelessel, a lovéval. Mar fél 6rdja 16 sebességgel tigettek, amikor a 16

43 Az aldbbi fuggvények hozzarendelési szabalyai megadhaték abszolut érték haszndlatéval is.
Abrézold a fiiggvényeket, és add meg a hozzarendelés szabalyét!

) £ x—3, hax=0 b) o x+5 hax=-5
a) fix— —x—3, hax <0 g —x—5 hax <-5
58 Add meg az alébbi grafikonok hozzarendelési szabélyat!
a) yA b) yA
g
f
1 1
> P >
071 x D 1 x
N
N




Készitstink grafikont szabaly alapjan! V/ 8

6 Panni csalddja a nyaralds alkalmaval lakokocsiban lakott. A lakdkocsi tetején napelem volt,
ami napfényes idGben 4 ora alatt teljesen feltolt6dott. Panniék sotétedés utan ennek segitségével
vilagitottak. Ha folyamatosan égett a lampa, harom O6ra alatt az 6sszes napenergiat elhasznaltak.
(A napfelkeltét 5 6ratol szamitsd, a napnyugtat 20 6ratol!)

a) Talalj ki egy torténetet az alabbi grafikonhoz!

A

—
o
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()
I~
/
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o
~

N
o
I~

o
=)
I~

az akkumulator feltoltottsége (%)

[«

10 15 20 idé (h)

9]

b) Egy felh6s napon kétszer annyi id6 alatt t6ltddott fel az akkumulator, majd sotétedés utan addig
tarsasoztak a lakdkocsiban, mig vilagitott a lampa. Abrazold grafikonon az akkumulator toltott-

ségének valtozasat az id6 fliiggvényében!

73 A kertiinkben hétfén hajnalban 3,6 cm _
magas volt a fi. Naponta 4 mm-t nétt. L
Szerdan este levagtuk, igy 2 cm magas 60 /
lett. - /
a) Mikor lesz a fi 5 cm-es? g >0 ~ 7
b) Vajon fiiggvény-e a ,,ti-ggvény”? = - %
40+ >
g II
% 30 /
g A
= >
20 s
10
0 >
HKSzCs P SzV HKSzCs P Sz V H

eltelelt id6

163




V/ 9 Gyakoriség, relativ gyakorisag, atlag

Az elmult években szamos adatot gytjtottiink altalunk elvégzett kisérletek vagy természetben el6fordulo
események alapjan. Ezeket az adatokat gyakran tabldzatba rendeztiik, és oszlopdiagramon, vonaldiag-
ramon, illetve kordiagramon szemléltettiik. Megismerkedtiink adatok kozépértékével. Meghataroztuk
az adatok moduszat, de ha az adataink szamok voltak, akkor ki tudtuk szamolni az atlagukat (szamtani
kozepiiket) és a medianjukat is. Megszamlaltuk, hogy egy-egy esemény hanyszor kovetkezett be, azaz
felirtuk az események gyakorisagat. Hogy a kiilonboz6 kisérletekbdl szarmazé adataink kénnyebben
Osszehasonlithatok legyenek, a relativ gyakorisagot hasznaltuk annak leirdsara, hogy mekkora eséllyel
kovetkezik be egy esemény. Hetedikben azt is lattuk, hogy ha egy kisérletet nemcsak szazszor, hanem
tobbszor hajtunk végre, akkor a relativ gyakorisagok kevésbé fognak valtozni. Ezeket a korabban tanult
ismereteket két példan keresztiil ismételjiik at.

Hasonl}'tsuk 6ss.ze, l?udapest és London havi ,étlagos okt || Loadon
csapadékmennyiségét! Az adatokat mm-re kerekitettiik.
janudr 37 55
februar 29 41
marcius 30 42
Y aprilis 42 44
f )\ majus 62 49
: junius 63 45
Budapest jalius 45 45
augusztus 49 50
szeptember 40 49
oktéber 39 69
november 53 59
London december 43 55

a) Mennyi az éves csapadékmennyiség Budapesten, illetve Londonban? Mennyi a csapadék atla-
gos havi mennyisége?

b) Abrézold az adatokat grafikonon!

¢) Hany honapban haladja mega Londonban mért havi csapadékmennyiség a budapesti értékeket?

d) Mely honapokban haladta meg legalabb 15 mm-rel a havi londoni csapadékmennyiség a buda-
pesti atlagot?

Megoldas
a) Adjuk Ossze az egyes oszlopokban szerepld szamokat! Az éves csapadékmennyiség Budapesten
532 mm, Londonban 603 mm.

532 603

Az atlagokra vonatkozdan 13 ~ 44,33 mm-t és 12 = 50,25 mm-t kapunk.




Gyakorisag, relativ gyakorisag, atlag V/ 9

b) Az adatokat célszerli oszlop- 70
diagramon dbrazolni, mert a 60

.. . /4 r -
kordiagram csupén ardnyokat s |
|
mutat. , N 40 T N B Budapest
¢) A Londonban mért havi 4tlagos 11101 -
csapadékmennyiség 9 hoénap- 30 I g g I 0 [ | " London
ban haladja meg a budapesti 20 I = I = I = I = I = =
kat. INININININ |
adatokat. 0 IAE N
d) Csak kétilyen hénap van,azok- NN WU NN WN N [
5 4s 3 ianud T T T R R S S
tober és a januar. S &SI Q’\?o S &oe‘@o@ &o@ &O@
\‘bg@o&fb@@\ TFF L&
r&\’é\gﬂ S W

A 8. b osztaly tanuldi szavazéssal dontotték el, hogy mi legyen a kotelezd olvasmény. Ot konyvet
jeloltek ki, amelyekbdl mindenkinek legalabb egyet el kellett olvasnia. A tablazatban az szerepel,
hogy hanyan vélasztottak az egyes konyveket. (Volt, aki tobbet is elolvasott, 6ket csak az altaluk
els6 helyen rangsorolt konyvnél vettiik figyelembe.)

, Harry Potter Idéfutar - e Twilight -
A Hobbit és a halal ereklyéi A korz6 titka Kétévi vakacio Alkonyat
4 9 6 3 8

a) Irjuk fel, milyen gyakorisdggal valasztotték az osztély tanuldi az egyes konyveket!

b) Készitsiink az adatokbdl oszlop- és kérdiagramot!

c) Ha az iskola 124 nyolcadikosanak véleményét Gssze akarjuk vetni a 8. b osztaly véleményével,
akkor a gyakorisagokat vagy a relativ gyakorisagokat érdemes 6sszehasonlitani? Miért?

d) Mi az adatok médusza?

Megoldas

a) A tablazat alapjan 4 + 9 + 6 + 3 + 8 = 30 gyerek jart az osztalyba. Ez alapjan az egyes konyvek
valasztasanak gyakorisaga a kovetkez6képpen hatdrozhat6 meg:

. Harry Potter Idéfutar - s oo | Twilight -
A Hobbit és a haldl ereklyéi | A korzé titka Kétévi vakacio Alkonyat
Gyakorisag 4 9 6 3 8
Relativ 4 ; 9 6 3 8 :
—~ =0,13 =0, -~ =02 =0, -~ =02
gyakorisag | 30 30 - 3 30 0 30 0 30 ~ %6




V/ 9 Gyakoriség, relativ gyakorisag, atlag

b) Kétféle oszlopdiagramot is készitettiink: egyet a gyakorisagokrol, egyet a relativ gyakorisagok-
rél. Kiilonbséget csak az y tengely méretezése jelent. A relativ gyakorisagok 6sszege mindig 1.
A kordiagram kozépponti szogei:

. Harry Potter és | Idéfutar — VIR Twilight
sl a halal ereklyéi | A korzé titka LGENELE S| Alkonyat

Relativ I 9 _ 6 _ 3 _ 8 _ -
gyakorisig 30 — 0,13 30 0,3 30 0,2 30 0,1 30 0,26

Kozépponti| 4 3500 — 480| 9. 3600 = 1089 -0 . 360° = 729 2 . 360° = 369 -3 . 360° = 96°

$20g 30 30 30 30 30
Gyakorisagok Relativ gyakorisagok

c) Természetesen a relativ gyakorisagokat, mivel ez mutatja meg az egyes konyvek népszertiségé-
nek aranyait.
d) A Harry Potter és a haldl ereklyéi a legkedveltebb, igy ez lesz a mddusz.

KUTATOMUNKA

Kik a konyvek ir6i?
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FELADATOK

1~ Hatarozd meg a 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 6; 6 szamok atlagat, méduszat, medianjat!

25 Egy 28 f6s osztaly 4tlaga irodalombol pontosan 4,25.

a) Ha hét gyereknek lenne kettese, akkor milyen jegye lenne a tobbieknek?
b) Lehet-e nyolc gyereknek kettese?

c) Hany gyereknek van négyese, ha csak négyes és 6tds volt az osztalyban?
d) Mi lehet a médusz?

38 Anya koktélparadicsomot termeszt a kertben. Gazsi rend-
szeresen locsolja, gyomlalja. A 24 t6 paradicsomrol egyik reg-
gel még egy vazlatrajzot is készitett, amelybe beirta, hogy melyik
t6r6l hany kis paradicsomot sziiretelt az aznapi reggelihez.

a) Készits az adatokbdl gyakorisagi tablazatot!

b) Atlagosan hény koktélparadicsomot sziiretelt Gazsi egy t6rol?
¢) Mi volt az adatok medidnja és mddusza?

d) Abrazold a relativ gyakorisagokat oszlopdiagramon!

e) A kert melyik részét kellene jobban 6nt6zni?

45 A 124 nyolcadikos megszavazhatta, hogy ki ,,a legjobb fej” a tanarok kozott. 46 szavazattal
Judit néni nyert, 29 szavazattal Toni bacsi lett a masodik és 26 szavazattal Szilvi néni a harma-
dik. A tobbi szavazaton harom masik tanar osztozott. Abrazold a kapott szavazatokat oszlop- és
kordiagramon is!

58 A foldgaz hivatalos drdt a fltéértékével mérik és egy Osszetett képlet alapjan kalkulaljék.
A fogyasztasmérok azonban kobméterben mutatjak az elfogyasztott gaz mennyiségét. A gaz pon-
tos drat az Osszetett szamitasi méd miatt nem adjuk meg, de ha minden koltséget 6sszeszamolunk,
akkor arra jutunk, hogy kériilbeliil 140 Ft egy m’ gaz 4ra. A tabldzatban Forré Fodor csalddjanak
havi gazfogyasztasi adatait adtuk meg.

L.
272

IL.
192

III.
121

Iv.
92

V.
42

VI
52

VIL
23

VIIIL.
28

IX.
56

X.
74

XI.
182

XII.
270

Honap

Fogyasztas (m’)

a) Szamold ki a csalad atlagos havi gazfogyasztasat!

b) Melyik honapban fogyasztottak koriilbeliil atlagos mennyiségii gazt?

¢) Abrézold a havi fogyasztési adatokat oszlopdiagramon!

d) Mennyi lenne az éves gazdijuk?

e) Mennyi lenne a Forr¢ csalad havi atalanydija, ha az éves gazdijat 11 honapra osztandk el?
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Gyakorisag, relativ gyakorisag, atlag

6 A futballmérkdzések utdn ki szoktdk irni a csapatok kiilonboz4 statisztikai mutatéit. Ilyen mu-
tato példaul, hogy az id6 hany szazalékaban birtokolta a csapat a labdat, a passzok hany szazaléka
ment csapattarshoz, hany 16vésbol lett gol stb. A tablazat néhany eurdpai csapat sajat bajnoksaga-

ban elért mutatdit tartalmazza.

A csapat neve Lovés/gol
1. | Barcelona 16,4
2. | Real Madrid 18,1
3. | Bayern Munich 17,4
4. | Wolfsburg 15,3
5. | Arsenal 16,1
6. | Bayer Leverkusen 16,3
7. | Paris Saint-Germain 12,9
8. | Borussia M. Gladbach 12,6
9. [ Manchester City 17,6
10. | Chelsea 14,8
11. | Marseille 15,2
12. | Juventus 15,8

A 2015-6s Bajnokok Ligaja-dontSben a Ju-

ventusnak 343-bol 286, a Barcelonanak pedig

570-bdl 505 sikeres passza volt. Ugyanakkor

a Juventus 14 16vésbdl 1, a Barcelona pedig

18-bol 3 golt ért el, a labdabirtoklds aranya

pedig 39 : 61 volt a Barcelona javara.

a) Melyik felsorolt csapat lovéseibdl lesz
leggyakrabban gol a sajat bajnoksagaban?

b) Kilehet-e szaimitani ezekbdl az adatokbol,
hogy a 12 csapat 16véseinek hany szazalé-
ka lesz gol?

c) Szamold ki a 12 csapat labdabirtoklasa-
nak (%) medidnjat és atlagat!

d) Mennyire van 6sszhangban a Juventus és
a Barcelona hazai bajnoksagban muta-
tott éves atlaga a BL-dontében mutatott
teljesitményiikkel?

e) Abrézold kérdiagramon a két csapat labda-
birtoklasi aranyat!

Labdabirtoklas (%)
69,7
57,9
70,2
54,9
56,7
51,7
63,5
53,3
59,5
55,6
58,0
57,4

Sikeres passz (%)
88,2
86,3
87,5
79,6
83,8
69,9
88,0
82,7
84,6
83,2
83,8
84,8
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A kockapoker - vagy idegen szdval Yahtzee — egy viszonylag Uj jaték. Az internet szerint az amerikai
Milton Bradley irta le el6szor 1956-ban. A jatéknak szdmtalan varidnsa van, az egyes valtozatok féleg a
pontozasban kiilonboznek. Ha masként ismered, az nem hiba, hanem természetes. A jatékhoz 5 darab
dobdkocka sziikséges, és praktikus egy dobdpoharat is hasznalni a kockak 6sszerazasahoz és guritasa-
hoz, hogy ne repiiljenek szerteszét. Az eredmények 6sszegzéséhez tettiink egy jatéklapot az oldalra, és
a munkafiizetben is talalsz tires jatéklapot. Ha nyerni akarsz, akkor némi szerencse mellett sziikséged
lesz az esélyek mérlegelésére és a helyes dontések meghozatalara.

Szabalyok:

o A jatékot érdemes 2-4 jatékosnak jatszani, hogy elég gyors legyen. A soron kovetkezo jatékos 5 koc-

kaval dob, de ezek koziil tetszéleges szamu kockaval tjra dobhat, majd ezt még egyszer megismétel-
heti. Tehat maximum harom dobas utan kialakul a jatékos dobasanak az eredménye.
o Masodikradob: 1, 1,2, 3. Lent hagyja a két 1-est, és ujra dob a masik ac a
kett6vel.
o Harmadikra dob: 4, 5. Ekkor a dobdsainak az eredménye: 1, 1, 4,
5,6.
o A jatékos donthet, hogy a tablazat melyik iires sorat tolti ki. Ha a a

példaban dobott értékeket dobja, akkor irhat az egyesekhez 2-t, az

egy parhoz kett6t, de donthet masként is.

e Beirt eredményt nem lehet késobb feliilirni.

¢ Ha egy dobassorozat eredményét nem lehet sehova sem beirni, akkor egy tires sort ki kell huzni.

o A jaték célja az, hogy minél tobb pontunk legyen, az elsé 6-sor azonban kiilonleges, jutalmat ér.
Ha valaki az els6 6 sor sorban dsszesen legalabb 63 pontot ér el, akkor 30 jutalompontot kap. Ezt a

o Példaul elsére dob: 1, 1, 2, 3, 6. Lent hagyja a 6-ost és tjra dob
a masik néggyel. a

A munkafiizetben taldltok kitolthetd tabldazatot.

63 pontot elérheti, ha mindegyik szambol legalabb

1-es (3) 3 darabot sikeriil dobnia, de elérheti ugy is, hogy
;;:;g csak két 1-est dob, és négy darab 5-0st.

4-es (12) A 2 egyforma maximuma 12, a 2 + 2 egyforma ma-
— g;; ximuma 22, a harom egyforma maximuma 18, a kis
m‘;m_ﬁe_ﬂﬁ&ﬂ sor (1,2, 3,4, 5) 15 pontot, a nagy sor (2, 3, 4, 5, 6) 20
{ha a fels5 Bsszeq legaldbb 63) pontot ér stb. Mindenhova az odaill6 dobott szamok
gjggfmifaét i Osszegét lehet beirni. Van azonban két kivételes sor.
3 egyforma iari) Barmibdl is dobsz 5 egyformat, az 50 pontot ér. Ha
e ;g ayfmgk (L‘:;" sehova nem tudod beirni, amit dobtal, akkor a jaték
Kis sor (15) soran egyszer megteheted, hogy a dobott pontjaidat
:‘;’;V vfi:rﬁ?so} osszeadod, és az Osszeget beirod a Szemeét sorba.
Szemét Miutdn mindegyikétok 15-szOr sorra keriilt, és
BNL minden sort kitoltottetek vagy kihuztatok, akkor

mar csak Ossze kell adnotok a pontszamaitokat.
AKki a legtobb pontot éri el, az nyer.
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A korabbi évek soran és az idei 6rakon is rengeteg kisérletet hajtottunk végre. Ezek
soran szamos esemény relativ gyakorisagat felirtuk. Ilyen esemény volt példaul az,
hogy egy szabalyos kockaval 1-est dobtunk, vagy az, hogy 6t kockaval egybdl 6t
darab 6-ost dobtunk. Az eseményeket — a halmazokhoz hasonléan - nagybetiikkel
jeldljiik.

Egy szabalyos kocka feldobasa esetén a lehetséges kimenetelek a kovetkezok:

A: 1-est dobok; B: 2-est dobok; C: 3-ast dobok;
D: 4-est dobok; E: 5-6st dobok; F: 6-ost dobok.

Ezeket elemi eseményeknek nevezziik.

Nemcsak a kisérlet kimeneteleinek irtuk fel a relativ gyakorisagat, hanem ezzel kapcsolatos mas esemé-
nyeknek is:

K: a dobas paros; L: a dobas paratlan; M: a dobas < 3; N:adobas 1 vagy 5.
A K esemény példaul ugy kovetkezhet be, ha 2, vagy 4, vagy 6 all a kockan.

Két kiilonleges eseménynek sajat neve van. Ezekkel az eseményekkel mar 6todikben talalkoztatok.
A lehetetlen esemény az, amely a kisérlet soran soha nem kovetkezhet be. Jele: @ .
A biztos esemény az, amely a kisérlet soran mindig bekovetkezik. Jele: I (vagy E, vagy Q).

Példaul lehetetlen esemény, hogy egy kockaval 7-est dobunk, vagy az, hogy az iskolai menzan ,,mari-
nirozott halszeletet kapjak Turbigo mddra kétfelé vagott tojassal, egész kevés vorosborral parolva’”.
Biztos esemény példaul az, hogy a kockaval hetesnél kisebbet dobunk.

gyakorisdg  _ I
kisérletek szama —

rrrrr

Egy esemény relativ gyakorisagara mindig igaz, hogy 0 <

A lehetetlen esemény valdszintisége 0, azaz P(0) = 0.
A biztos esemény valoszintisége 1, azaz P(I) = 1.

Tetszbleges eseményre igaz, hogy 0 < P(A) = 1.

Nézz utana, hogy milyen bettivel kezdédik angolul, francidul, illetve latinul a valdsziniiség sz6!




Valésziniiség

Dobjuk fel a képen lathato homogén testet (szabalyos tetraéder) 200-szor!

a) Készitsiink tablazatot arrdl, hogy milyen gyakorisaggal esett az egyes lapjaira!
Szamitsuk ki a dobdsok relativ gyakorisagait is!

b) Készitsiink oszlopdiagramot a gyakorisagokrol és a relativ gyakorisagokrol!

Megoldas
a) Mi a kovetkezd eredményeket kaptuk:

1 % 3 4
Gyakorisag 52 48 46 54
Relativ 52 48 46 54
———=20,26 ——~=0,24 ——=0,23 =-—-=0,27
gyakoriség 200 200 200 200
b 60T — — 1030 Megjegyzés: Ha a képen lathato tetraéderrel do-
o0 50T — 0,25 fg bunk, akkor annak nem lesz feliil 1év6 lapja. Tet-
fg 401 — 0,20 _% raéder esetén az alul 1évd lap egyértelmd, ezért
—:‘2 301 —10,15 g ezt tekintjiik a dobas értékének. A lap mindha-
g5 207 — 0,10 & rom élére ra szoktak irni a laphoz tartozé szamot.
101 —t 0,05 g A képen lathato tetraéderrel éppen 4-est dobtunk.
0 T T T 0

A nagy szamban elvégzett kisérleteink eredményeként azt lattuk, hogy az elemi események relativ gya-

korisaga sok esetben ugyanazon szam koriil helyezkedik el. Ez az eset allt fenn a munkafiizet el6z6

leckéjében 1év6 kockadobasos feladat és e lecke 1. példaja esetében is. A kockadobas esetében a 6 elemi

esemény mindegyikének % a valdszintisége, az 1. példa esetében pedig mind a négy esemény valo-
niiséoe L

szintisége - .

Ha egy kisérletnek véges sok lehetséges kimenetele van, és az elemi események valdszintisége egyen-
16, akkor klasszikus valdszintiségi modellrél beszéliink. Vigyazz! Nem minden kisérlet soran kapunk
klasszikus valészintiségeket!

Ellenpélda
Mekkora annak a valdszinlisége, hogy egy piros filii elefant sétal az
iskolaudvaron?

Két eset van:

A: Az elefant ott sétal az iskolaudvaron.

B: Nem sétdl az elefant az iskolaudvaron.

A példanak véges sok esete van, pontosan 2 db. Klasszikus valoszintiség
esetén mindegyik elemi esemény valdszintisége 0,5. Ugye tudod, hogy
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nem szoktal piros fiilt elefanttal taldlkozni az udvaron? A hibas eredmény természetesen abboél adodik,
hogy az elemi eseményeknek nem mindig ugyanakkora a valdszintsége.

A késébbiekben nem fogunk minden egyes esetben ezernyi kisérletre tamaszkodni, ha el akarjuk don-
teni, hogy klasszikus valdszintiségi modellrdl van-e sz6, vagy sem. Gyakran csak logikai uton kovetkez-
tetlink erre, hasznaljuk azt a kényelmes kovetkezményt, hogy ebben az esetben minden elemi esemény
valészintisége ugyanakkora.

Hatarozzuk meg annak a valdszintségét, hogy az 1. példaban latott tetraéderrel paros, illetve pa-
ratlan szamot dobunk!

Megoldas
Paros szam a 2 és a 4, paratlan az 1 és a 3. A lehetséges 4 eset koziil mindkét esemény 2-2 esetben
kovetkezik be, tehat a valdszintségiik:

P(paros szamot dobunk) = 2_1 P(paratlan szamot dobunk) = % =

1
4 2 2

Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy egy kockaval 5-nél kisebb szamot dobunk!

Megoldas
A feladat feltételeinek megfeleléen csak az 1, 2, 3, 4 szdmokat dobhatjuk, ami 4 eset a lehetséges
6-bol, tehat a leirt esemény el6fordulasanak valdszintisége: 4 - % = % = %

A példak azt mutatjak, hogy klasszikus valdszintségi modell esetén egyszer(i mddszeriink van egy ese-
mény valoszintiségének kiszamitasara:
1. Szamlaljuk meg, hogy hany elemi esemény fordulhat el6 6sszesen! Ez lesz az 6sszes eset szama.
2. Szamlaljuk meg, hogy ezek kozott hany esetben kévetkezik be a vizsgalt esemény! Ez lesz a kedvezd
esetek szama.
kedvezd esetek szdma
oOsszes eset szama

3. Egy esemény valdszintsége =

Vigyazz! A képlet csak klasszikus valdszintiségi modell esetén muiikodik!
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1~ Alakitsatok haromf6s csoportokat! Minden csoporttag valassza ki a tablazat egy sorat, majd
jarjatok korbe az osztalyt, és készitsetek felmérést arrdl, hogy mennyi id6t toltenek osztalytarsaitok
az altalatok kivalasztott tevékenységekkel hetente! Az eredményeiteket abrazoljatok grafikonon!

Kevesebb, mint fél 6ra Kb. 1 6ra Kb. 2 6ra Legalabb 3 6ra
Netezés
Tv-nézés
Olvasas

a) Egy osztalytarsadat véletlenszertien kivalasztva mennyi annak valészintisége, hogy 6 kevesebb
mint fél 6rat netezik hetente?

b) Egy osztalytarsadat véletlenszertien valasztva mennyi annak valészinisége, hogy 6 kb. 1 drat
tévézik hetente?

c) Egy osztalytarsadat véletlenszer(ien valasztva mennyi annak valdszintisége, hogy 6 kb. két orat
olvas hetente?

25" A Ki nevet a végén? elnevezésii jatékban 3 mezével maradtam le Berta mogott, és én jovok.
a) Mennyi a valésziniisége annak, hogy ki tudom {itni?

b) Mennyi a valdszintisége annak, hogy elé keriilok?

¢) Mennyi a valdszintsége annak, hogy a kovetkezd 1épésnél 6 it ki engem, ha 5-6st dobtam?

350 Két kék babum is veszélyes helyen all a Ki nevet a végén? tablan.
Eppen Zoz6 fog 1épni a piros bdbuval.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy ki tudja iitni valamelyik kék babut?
b) Mennyi a valdszintisége, hogy ki tudja {itni valamelyik babut?

45 Szamold ki annak a valdszintségét, hogy egy kockaval primszamot
dobunk!

55 Egy piros és egy zold kockaval dobok. A piros kockaval dobott
szam egy kétjegyl szam els6, a zold kockaval dobott szam pedig a két-
jegyl szam masodik szamjegye lesz.

a) Mennyi a valdszintsége, hogy a 11-es szamot irom le?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy 20-nal kisebb szamot irok le?

¢) Mennyi a valdszintisége, hogy négyzetszamot irok le?

6 A képen lathaté huszlapu testtel dobva

a) mennyi a valészintisége, hogy a dobott szam kisebb, mint 10?
b) mennyi a valdszintisége, hogy a dobott szam legfeljebb 10?

¢) mennyi a valdszintsége, hogy a dobott szam 1 vagy 20?

d) mennyi a valészintisége, hogy a dobott szdm négyzetszam?
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0SZTALYMUNKA

Tippeljétek meg az osztalyban, hogy mennyi lesz az alabbi események valdszintisége, ha feldobtok
két 100 forintos érmét! A dobasok eredménye:
A: Két fej; B: Egy fej és egy iras; C: Két iras.
Ha nem tudtok egyértelmtien donteni, vagy kétség meriil fel valakiben, akkor érdemes kisérleteket
végezni.
a) Mindannyian vegyetek el6 két pénzérmét (nem kételezd szazasokat), és dobjatok fel 10-szer!
A dobasok eredményeit irjatok le!
b) Osszesitsétek az osztdlyban az eredményeket!
A mi osztalyunk osszesitett eredménye:

67 124 69
A tablazat mellett grafikonon is abrazolhatjuk az eredményeket. A jelenlegi feladat ardnyai is
szembet(indbbek, ha kordiagramot hasznalunk.

150

100

50

2fej 1fejésliras 2iras

Az adatok alapjan ugy tlinik, hogy az egy fej és egy irds koriilbelill az esetek felében fordul el6, mig
a két fej és a két irds a dobasok negyedében. Hogyan lehetséges ez, ha harom eseményiink volt?
Nem mitikodik a valdszintiségek kiszamitasara felirt képletiink? De igen, csak dvatosan kell meg-
valasztanunk az eseményeket.

Végezziik el a kisérletet tjra, de most két kiilonb6z6 pénzérmével! A mi osztalyunkban a kovetke-

z6 eredményeket kaptuk:

| 67
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1 irds és

2 fej 1 fej és 1 iras és 2 iras 1 fej

1 iras 1 fej
Most valéban koriilbeliil % mind a négy esemény valdszintisége.

A pénzérmék nyilvan nem tudjak, hogy mennyit érnek, tehat két egyforma pénzérme esetén is két-
szer akkora az egy fej és egy irds dobasanak valdszintsége, mint a két fej vagy a két irds valoszintisége.

Dobjunk fel 4 pénzérmét, és szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy két fej és két iras lesz koztiik!
Megoldas

Olyan elemi eseményeket kell keresniink, amikor mindegyik esemény valdszintisége egyenld.
Gondoljunk arra, hogy négy kiilonb6zé pénzérmét hasznalunk, példaul egy 100 Ft-ost, egy
50-est, egy 20-ast és egy 10-est! A dobott fejek szdma nyilvan nincs dsszefiiggésben a pénz értéké-
vel. Mindegyik pénzérme 0,5-0,5 valdszintiséggel lesz fej (F) vagy iras (I).

Készitsiink tablazatot az 9sszes esetr6l! Lehet mindegyik pénzérme fej. Lehet, hogy egy fej lesz, ami
lehet a 100-as, az 50-es, a 20-as vagy a 10-es. Stb.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10|11 |12 | 13 [ 14 [ 15| 16

100 | F I B B B I I I F B F I I I B I
50| F 1B I B 8 I I7! F I I B I I B I I

20 | F B & I - F I B I I I I I I I I

10 | F B K - I I8 B I B I I B I I I I

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha masképpen szamléljuk le az &sszes esetet.

A 100 Ft-os kétféle lehet: F vagy I. Az 50 Ft-os mindegyik esetben kétféle lehet stb. (Lasd a ko-
vetkez6 oldal tetején 1év6 fadiagramot! Alahuztuk azokat az eseteket, amikor két fejet és két irast
kaptunk.)

1
16
6 esetben van két fej és két iras, tehat a keresett valosziniiség % = 0,375.

Mindkét leszamlalasi mod esetén 16 db valdszintségl elemi eseményt kaptunk. Kozottiik
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A pénz értéke, mint mondtuk,
nyilvan nincsen 0Osszefiiggésben
azzal, hogy fej vagy iras lesz egy
dobds eredménye. Abban segit,
hogy az érméket megkiilonboz-
tessiik egymastol. A valdszintség
akkor is ugyanennyi marad, ha
négy darab egyforma pénzérmét
dobunk fel, de az eseteket gyak-
ran kényelmesebb attekinteni, ha
legalabb gondolatban megkiilon-
boztetjitk az egyforma érméket.

Valésziniiségszamitasi feladatok

FELADATOK

1~ Csongi az iskolai menzan tépelddik: ,, Kétféle

leves van, de mindegyiket szeretem. Hdromféle

féétel, és az is mind jo. Nem tudok vilasztani”

a) Hanyféle meniit tud osszeallitani Csongi?

b) Ajanlj neki egy sorsolasi eljarast, amelynél
minden parositasnak ugyanakkora a valo-
szin{isége!

25 Mennyi lesz az elemi esemé-
nyek valdszintisége, ha a képen
lathaté nyolclapu testtel (okta-
éderrel) dobunk?

35 Ird fel 3 pénzérme feldobasanak sszes le-
hetséges kimenetelét!

45 Dobj fel 3 egyforma pénzérmét 100-szor, és

készits tablazatot az eredményekrol!

a) Mennyi lett a harom fej dobdsanak relativ
gyakorisaga?

b) Mennyi lett a két fej és egy irds esemény re-
lativ gyakorisaga?

c¢) Mikor kozelitené meg a relativ gyakorisag
a valoszintiséget pontosabban?

176

58 Egy 24 f8s osztalyban mindenki nevét fel-
irjak egy cetlire, 0sszehajtjak, és beteszik egy
sapkaba. Berta huz egyet.

a) Mennyi a valészintisége, hogy elsére pont
o6nmagat hiazza?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy Zoz6 elsére
haz valakit, aztan Berta masodiknak o6n-
magat huzza? (A kihazott nevet nem teszik
vissza.)

63 A tanyéron van 3 olyan siiti, aminek kicsit

odakapott az alja, meg 9 hibatlan. A rajuk szort

porcukor miatt egyaltalan nem vehetd észre,

hogy melyik alja kozmalhatott oda.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogyha véletlen-
szertien valasztunk koziilik 1-et, akkor az
a siiti égett lesz?

b) Mennyi a valdsziniisége, hogyha véletlen-
szertien valasztunk koziilik 1-et, akkor az
a siiti jo lesz?

¢) Mennyi a valészintisége, hogyha véletlensze-
riien valasztunk koziilitk 2-t, akkor mindkét
stiti égett lesz?

d) Mennyi a valdsziniisége, hogy 4 égettet va-
lasztunk?



Keressiink 6sszefliggéseket! V/ 1 3 .

Gyakran keriiliink a hétkdznapokban olyan helyzetbe, hogy egy bonyolult, 6sszetett szovegbdl kell
kikeresniink lényeges informacidkat, sszefiiggéseket. Példaul a telefonszolgaltatok, kozmiiszolgaltatok
sokszor nehezen érthetd leveleit akkor értjiikk meg, ha el6tte megtanultuk, hogyan vegyiink észre
Osszefliggéseket.

A szdvegbeli kapcsolatok megtalalasara és a kovetkeztetések levonasara most néhany konnyed szovege-
zést, de odafigyelést igényl6 példat mutatunk.

Atlag Abel a szdmokat kedvenc szabalya szerint allitotta sorba. Az adott hatjegy(i szdm szdmjegyeit
az elejétdl kezdve parokba rendezte, majd kiszamitotta a parokban levé szamjegyek atlagat. Ha ez
a szam egész volt, akkor az atlagot irta le, ha viszont az atlag nem egész szam lett, akkor a szamjegyek
szorzatat. Az igy kapott szamokat névekvo sorrendbe dllitotta, és eszerint rendezte sorba az eredeti
szamokat. Irjuk fel, hogy milyen szamokat kapott Abel az 4talakitds utdn, és rendezziik eszerint
sorrendbe a szamokat!

255 314; 270 846; 802 695; 510 067; 711 407

Megoldds

Az 4j szamok a szovegbeli utasitasok szerinti atalakitds utan:

255314 — 1044

270846 — 1445

802695 — 447

510067 — 3042

711407 — 440

Az eredeti szamok novekvé sorrendje: 711 407; 802 695; 255 314; 270 846; 510 067.

Szofi szamokat rak sorba egy altala kitalalt szabaly alapjan. El6szor dsszeadja a szamokban 1év6,
2-vel oszthaté szamjegyeket, majd ezek csokkend sorrendje szerint rendezi el a szamokat. Ha az
igy kapott 6sszeg két szamnal megegyezik, akkor a 3-mal oszthaté szamjegyek Osszegét is meg-
hatarozza, és ezek csokkend sorrendje szerint rendez. Ha ez is egyenld, akkor a 4-gyel oszthatd
szamjegyek Osszege, majd az 5-tel oszthatd szamjegyek Osszege stb. szerint rendezi a kapott sza-
mokat az Osszegek szerinti csokkend sorrendbe. Mi lesz Szofi sorrendje az aldbbi szamok esetén?
24 835; 26 972; 58 236; 63 945; 22 823

Megoldas

Készitstink tablazatot! A tablazat kitoltését addig folytassuk, amig nincs két egyenl6 szam az adott
sorban! Ekkor egyértelmten eldonthetd a sorrend.
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2-vel oszthat6 szamjegyek Osszege
3-mal oszthat6 szamjegyek Osszege
4-gyel oszthatd szamjegyek 0sszege
5-tel oszthat6 szamjegyek 0sszege

24 835
14
3
12

Keressiink osszefliggéseket!

26 972
10
15

58 236
16

63 945
10
18

22 823
14

A szamok csokkend sorrendje Szofi elrendezése alapjan: 58 236; 24 835; 22 823; 63 945; 26 972.

Kartyavarakat épitettiink. A képen a kartyavarakat latjuk.

a) Hany darab kis haromszoget latunk egy négyszintes kartyavar egyes szintjein?
b) Hany darab kis haromszoget latunk egy négy-, illetve otszintes var esetében?
¢) Milyen kovetkeztetést vonhatunk le az a) és b) feladatrész alapjan?

Megoldas

a) Alegalso szinten 7 db, a felette 1évon 5 db, a kovetkezén 3 db, a legfelsén pedig 1 db kis harom-

sz6g lathato.

b) Egy négyszintes var esetében 16 db, 6tszintes-

nél 25 db kis haromszog lathato.

¢) A kis haromszogek szamat a kartyavar egyes
szintjein - fentrdl lefelé - egymast kovetd
paratlan szamok adjak. A szintek szdmanak
a négyzete szintén az Osszes kis haromszog
szamat adja. Azaz az els6 négy paratlan szam
Osszege egyenld 4°-nel, az elsé &t paratlan

szam Osszege egyenld 5°-nel.

Ez a megfigyelés altalanosan is igaz. Az els6

/ / . 2
n db paratlan szam Osszege n".
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Nézz utana, milyen modszerekkel lehet még igazolni a paratlan szamok dsszegére vonatkozo allitast!

FELADATOK

1a' ,, Pakoljatok be a ceruzditokat a dobozba szé-
pen, sorban!” — szolt anya az ikrekhez.
Dini igy rakta:

Fogalmazd meg a fitk sorba rendezésének
szabalyait!

2a" Vizsgald meg a kovetkezd sorozatokat! Fo-
galmazd meg a képzés szabalyat, és folytasd
a sorozatokat 3-3 taggal!

a) H,Sz, L VK, ...

b) al,b2,c3,d4, ...

¢) Szlovédkia, Ukrajna, Romadnia, Szerbia, ...

3. Folytasd az alabbi szamsorozatokat 3-3 tag-
gal! Ird le a képzési szabalyt is!

a) 1,2,4,7,11, ...

b) 1,2,4,8,16, ...

) 2,3,5711,...

43 Add meg annak a szdmsorozatnak az elsd
5 tagjat, amelynek elsé eleme 10, és a tovabbi
tagokat ugy képezziik, hogy

a) az el6z6 taghoz hozzaadunk (—9)-et;

b) az el6z0 tag kétszeresébdl elvesziink 1-et!

53 Balazsékndl otthon ,gyerekbank” miiko-
dik. Ha Balazsnak pénzre van sziiksége, kér-
het anyétol, de hdzimunkaval kell torlesztenie.
A hagyomanyos bankokhoz hasonléan a tor-
lesztésnek hatarideje van, de kamata szeren-
csére nincs. Az alabbi tablazat mutatja, melyik
hézimunka hany forintot ér és hanyszor végez-
het6 el egy héten.

funkafafiaja
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vendrokas s cﬂiu (okaskan

a) Allits 6ssze egy munkasort Balazsnak, ha
3 hét alatt 4500 forintot kell visszafizetnie!

b) Te hany forintot kérnél kolcson hasonld
esetben? Mennyi id6 alatt és milyen hazi-
munkaval tudnad torleszteni?

6 Gyuriék korbeiiltek, és a , Minden harma-
dik kiesik” jatékot jatszottak. Elkezdtek egye-
sével szamolni, és minden olyan ember, aki-
nek a sorszdma oszthat6 volt 3-mal, kiesett. Ez
igy ment korbe-korbe, és a végén az nyert, aki
utolsénak maradt bent. Hanyadik helyre iiljon
Gyuri, ha mindenképp nyerni akar, és a jatékot
a) hatan; b) heten;

c¢) Otvenen jatsszak?

d) Hova keriil a nyerd hely, ha a jatékszabaly

»Minden negyedik kiesik”-re mdédosul?
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V/ 1 4 Sorozatok

Sorozatrél akkor beszéliink, ha egy halmaz elemeit
sorba rendezéssel adjuk meg. Sorozatba rendezhet-
juk Magyarorszag hegységeit magassaguk szerint,
megyéit teriiletiik nagysaga alapjan vagy akar abécé
szerint is.

A szamsorozatok megadasa soran szamokat adunk
meg valamilyen sorrendben vagy szabaly alapjan.
Az egyes szamokat a sorozat elemeinek vagy tagjai-
nak nevezziik.

Példaul szamsorozat az 1; 4; 9; 16... Ez a ,pozitiv
négyzetszamok” sorozata.

BACS-KISKUN

8445 km? HAJDU-BIHAR

6211 km?

1 négyzet 4 négyzet 9 négyzet 16 négyzet KOMAR?;:&,T,ERGOM

Olyan sorozatot is konnyt felirni, amelynek nemcsak a késébb kovetkezd, hanem a korabbi tagjait is
meg tudjuk allapitani. Példaul, ha egy szamsorozat 6todik, hatodik és hetedik tagja 8; 18 és 28, akkor
lehet, hogy a szamsorozat tagjai tizesével novekednek. Ekkor a

8. tag a 38; 9. tag a 48; 4.taga—2;

3.taga—12; 2.taga—22; 1.taga—32lesz.

Természetesen a sorozat elemeinek felsorolasat mas modon is folytathatnank. Példaul: 8; 18; 28; 38; 48;
8; 18; 28; 38; 48; 8; ...

Azt a szamsorozatot, amelyik 1-gyel kezd6dik, és minden tagja eggyel tobb egyest tartalmaz, csak az
egyik iranyba tudjuk folytatni: 1; 11; 111; 1111; 11111; ... Ennek a szamsorozatnak az elsé tagja az 1,
masodik tagja a 11 stb.

Ezt révidebben a kovetkez6 modon szoktuk jel6lni:

a,=1; a,=11; a,=111; a,=1111; a,=11111;

Az a, a sorozat nyolcadik, az a, a sorozat n-dik tagjat jeloli, ahol n egy pozitiv egész szam.

Sorozatok megadasakor tobbféle modon jarhatunk el:
- A sorozat elsé néhany elemét adjuk meg. Ekkor tobbféle modon is folytathatjuk a sorozatot.

- Ha azt szeretnénk, hogy mindenki ugyanarra
az egy folytatasra gondoljon, akkor nem elég
csupan felsorolnunk az elemeket, hanem a kép-
zési szabalyt is meg kell adnunk. Ezt tobbféle Mindenki folytassa az 1; 3; 6; ... sorozatot

EGYENI MUNKA

médon tehetjitk meg: legalabb haromféle médon! Mindegyik foly-
o szoveges megfogalmazéssal; tatashoz készitsetek lefrast is!
o képlettel.
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Harom fit kiranduldst tervezett. Gaspar és Balint idében a taldlkozo helyszinére érkezett, de a har-
madik fia késett. A szokékuthoz — ahol a talalkozot megbeszélték — 6t 1épcséfok vezetett. Gaspar
a varakozas ideje alatt a kovetkezo jatékot talalta ki:

Felvdltva menjiink fel a lépcsé tetejére! Elég magasak a lépcséfokok, tigyhogy csak egy vagy két lépcso-
fokot léphetiink felfelé! Mindig mds médon kell feljutnunk. Az nyer, aki utolsonak tud felmenni olyan
modon, amilyen el6tte még nem volt. Kezdd te a lépcsdzést!

Ki nyerte a jatékot?

Megoldads
[rjuk fel rendszerezve a lehetséges lépéssorrendeket! Ez ugyanaz a feladat, mint-
ha az 6tot egyesek és kettesek osszegeként irnank fel agy, hogy
a tagok sorrendje is szamit.
5=1+1+1+1+1
5=1+1+1+2

5=1+1+2+1

5=1+2+1+1

5=2+1+1+1

5=1+2+2

5=2+2+1

5=2+1+2

Ez nyolc lehet6ség, tehat Gaspar nyerte
a jatékot.

Modositsuk a lépcs6fokok szamat az el6z6 feladatban! 34
Hany lehetGség van, ha hat-, hét- vagy nyolcfoku a 1épcsd?

ol

Megoldds 13

A feladatot megoldhatjuk az el6z6 modon, az esetek konkrét ]

felsorolasaval is, de egyre tobb esetet kellene felirnunk, s igy

konnyen tévedhetiink.

Gondolkodjunk hat masképpen! Vizsgaljuk meg, hogy az

egyes lépcséfokokra hanyféleképpen juthatunk fel! 3
2

I!‘

”

\\\\.

1




V/ 1 4 Sorozatok

Az elsé lépcsofokra egyféleképpen juthatunk. A masodik lépcséfokra vagy egyszer kettdt 1épiink,
vagy kétszer egyet, tehat kétféleképpen juthatunk.

A harmadik lépcséfokra mar haromféleképpen juthatunk fel: vagy az elsé fokrol lépiink kett6t,
vagy a masodikrol egyet.

3=1+2

Az el6z6h6z hasonl6 gondolattal azt is konnyen megkaphatjuk, hanyféleképpen juthatunk fel a ne-
gyedik lépcséfokra. Két eset van: vagy kettdt 1épiink a masodikrol, vagy
egyet a harmadikroél. A masodikra kétféleképpen, a harmadikra ha-
romféleképpen juthattunk, tehat a negyedikre

2+3=5

kiilonb6z6 modon juthatunk fel.

Minden [épcséfokra annyiféleképpen juthatunk fel, ahanyféleképpen
az el6z6 két 1épcséfokra dsszesen eljuthattunk. Irjuk fel ezeket a sz4-
mokat: 1;2; 3;5; 8; 13; 21; 34.

Most mar valaszolhatunk a feltett kérdésre. Hatfoku lépcsé
esetén 13, hétfoka esetén 21, nyolcfoku esetén pedig 34 kii-
16nb6z6 lehetdségiink van a feljutasra.

A felsorolt szamok olyan sorozatot alkotnak, melynek elsé tagja 1,
masodik tagja 2, harmadik tagja 3, ... nyolcadik tagja 34.
Jeloléseinkkel: a, = 1; a,=2; a,=3; a,=5; a,=8; a,=13;
a,=2l;a,=34; ...

Ez a sorozat nagyon hasonl6 az 1; 1; 2; 3; 5; 8; ... Fibonacci-
sorozathoz, csak nem két darab, hanem csak egy darab 1-sel
kezdddik.

A Fibonacci-sorozatban és a 1épcsémaszé feladatban is igaz,
hogy: a sorozat barmely eleme megkaphaté az el6z6 két elem
Osszegeként. Képlettel leirva:

A Fibonacci-sorozat: A Lépcsémdsz6 sorozat:
a=1a,=1¢s a,=1,a,=2¢és
a,=a, ,+a, ,,han =3 a,=a, +a, ,,han=3.

1. Nézz utana, ki volt Fibonacci! Milyen feladat kapcsan irtale a réla elnevezett Fibonacci-sorozatot?
2. Milyen kapcsolat van a napraforgd és a Fibonacci-szamok kozott?
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18 Nagyinak 6t unokdja van. Bucstzaskor ott sorakoztak el6tte, és a legkisebb viddman kozolte,

hogy ad neki két puszit. ,, Az semmi — vagta rd a masodik. — En kétszer annyit adok.” ,En meg annak

a kétszeresét!” — vigyorgott a soron kovetkezd. Nagyi aznap este rengeteg puszit kapott: minden

unoka kétszer annyit adott neki, mint a sorban elétte allo.

a) Kitél hany puszit kapott?

b) Hany puszit kapott nagyi aznap az unokaktdl dsszesen, ha érkezésnél mindenki csak a szokdsos
kettot adta?

250 Ivett fogyokurazik, igy allandoan a kaldriakat szamolgatja. Azt talalta ki, hogy hétfén 1800 ka-
l6rianyi ételt fogyaszt el, és az ezt koveté napokon mindig az el6z6 napi adag felénél 500-zal tobbet.
a) Szamold ki, hany kalériat fogyaszt az elsé négy napon!

b) Igaz-e, hogy vasarnap mar 1000 kaléria alatt lesz a napi adagja?

J

3~ Egy sorozat elsé tagja -2, masodik tagja 3. Minden tovabbi tag a kozvetleniil el6tte 1évo két tag
Osszegével egyenlo.

a) Sorold fel a sorozat elsé hat elemét! b) Hanyadik tag lesz 100-nal nagyobb?

¢) Szamold ki az elsé tiz tag 6sszegét!

45 Add meg névekvé sorrendben a 3-mal oszthat6 természetes szamok sorozatanak elsd tiz tagjat!
Legyena, = 0.
a) Add meg a sorozat 50. és 100. tagjatis!  b) Szamold ki az elsé tiz tag osszegét!

58 Séri gondolkodas kozben satirozgatott, és az alabbi abrat készitette. Az F bet(ik az dbrén lathato
oldalak felez6pontjai. Példaul F, a BC; F, az AC; F, az F,C... oldalak felez6pontjai.
Az ABC haromszdog teriilete legyen 1 egység.

A A A

F, F,
B B B
E, C F, C F F—cC
1. 1épés 2.1épés 3.1épés

a) Szamold ki minden lépés utdn az Gjonnan beszinezett haromszog teriiletét!

b) Folytasd a sorozatot! Szamold ki a sorozat 5. és 6. elemét!

¢) Szamold ki a sorozat els6 hat elemének 6sszegét!

d) Mit gondolsz, hanyadik lépésben lesz a sorozat tagjainak
Osszege 1?¢

65 Az alabbi 4bran a Fibonacci-spirdlt ldtod.

a) Nézz utana az interneten, melyik cég hasznalta ezt a spiralt
a logodja elkészitéséhez!

b) Keresd meg, hol jelenik meg a természetben ez az alakzat!




V/ 1 5 A Szamtani sorozat

A ballagas el6tt a hetedikesek di-
szitették az osztalyt. A lanyok kis
viragokat rajzoltak a tablara az
abran lathat6 alakban. A legalso6
sorba 5 virag keriilt. Minden
sorban kett6vel tobb virag volt,
mint az alatta lévében. A 12 lany
mindegyike egy-egy sor viragot
rajzolt.
a) Mennyi viragot rajzolt az
utolsonak sorra kertild lany?
b) Hany viragot rajzoltak a la-
nyok dsszesen?

Megoldds

a) Aviragok soronkénti szama egy sorozatot alkot, amelynek elemei: a, = 5;a, = 7;a, = 9;a, = 11.
Tovabb szamolva eljutunk az a,, = 27-hez. Tehat a 12. sorban 27 virag volt.

b) A diszitéshez felrajzolt viragok szamat kiszamithatjuk, ha 6sszeadjuk a sorokban 1év6 viragok
szamat. Ez most még meg tudnank tenni, és nem is tartana sokaig, de keressiink olyan meg-
oldast, amely nem csak 12, de 1222, vagy tetszélegesen sok elem esetén is hasznalhato!
Szerencsére most egy olyan kiilonleges sorozattal van dolgunk, ahol minden elem ugyan-
annyival valtozik az el6z6hoz képest. Irjuk fel a sorozat tagjainak az dsszegét, majd irjuk fel az
Osszeget még egyszer, de forditott sorrendben! Ugyeljiink, hogy a tagok pontosan egymds ald
keriiljenek!

5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19 + 21 + 23 + 25 + 27
27 + 25 + 23 + 21 + 19 + 17 + 15 + 13 + 11 + 9 + 7 + 5

Egy 0sszeadas sorrendje tetszéleges lehet. Ne soronként adjuk 6ssze az elemeket, hanem osz-
loponként! Mivel minden elem ugyanannyival valtozott meg az el6z6hoz képest, ezért min-
den Osszeg 32 lesz. A 32-t 12-szer kell 6sszeadnunk, és akkor megkapjuk az dsszeg kétszeresét:
12-32 = 384.

5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19 + 21 + 23 + 25 + 27
27 + 25 + 23 + 21 + 19 + 17 + 15 + 13 + 11 + 9 + 7 + 5

32+ 32 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32
12-32
2

=192, tehat alanyok 192 viragot rajzoltak fel a tablara.

A sorozat 12 elemének az 6sszege
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Az 1. példaban olyan soroza- Jelolésekkel felirva:

tot kaptunk, amelynek min- 4, = a,+ 2; a,—a, = 2; Ez ugyanazt jelenti, mint
den eleme 2-vel volt nagyobb, a, = a, + 2; a,—a,=2; hogy a masodik tagtol kezd-
mint az el6tte 1évo elem. a,=a,+ 2 a,—a,= 2 ve barmely tagbol kivonva
az eldtte allo tagot, kettdt
' ' kapunk.
4y = ay + 2 T

Ezt altalanositva igy irhatjuk: a, = a

n n—1

+ 2 a,—a, ;=2

Gytjtsiik 0ssze, mit figyelhettiink meg ebben a sorozatban!

- A sorozat kovetkezo eleme mindig ugyanannyival n6 az el6z6hoz képest.

- Barmely két szomszédos elem kiilonbsége allando.

- Barmely harom egymast koveto tag esetén a kozépso tag egyenlod a két szélso tag szamtani koze-
pével (0sszegének a felével).

Az ilyen tipusu sorozatokat szamtani sorozatoknak nevezziik.

A kiilonbséget idegen szoval differencianak mondjuk, és d-vel jeloljiik.

Szamtani sorozat esetében nem sziikséges minden tagot kiszamitani ahhoz, hogy megtudjuk példaul
a sorozat 20. tagjat. Ugyanis:

a,=a,+d; ay,=a,+d=a+d+d=0a,+2d; a,=a,+d=a,+2d+d=a +3d;

Tehat minden tagot ugy kapunk, hogy d-t adunk hozzd a sorozat el6z6 tagjahoz, ezért: a,, = a, + 19d

Hogyan lehet meghatarozni a szamtani sorozat elsé néhany tagjanak dsszegét?

A megoldas mddszere ugyanaz, mint a példaban latott. Az elemeket novekvo, majd csokkené sor-
rendben is felirjuk, majd parositjuk 6ket. A parok dsszege mindig ugyanannyi. A paronkénti 6sz-
a,+ a,

SH7T 8% 4

szeget megszorozzuk az elemek szamaval, majd az eredményt elosztjuk 2-vel. 3

Ez a modszer Gauss német matematikus nevéhez flizédik.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matematikus, fizikus és csillagasz.
Munkassaganak elismeréseként ,,a matematika fejedelme” névvel illetik.
Gauss nevéhez egy kozismert iskolai térténet is flizédik. Altalanos iskolai ta-
nara azzal akarta kitolteni diakjai idejét, hogy 6sszeadatja veliik az egész sza-
mokat 1-t6l 100-ig. J6 lesz ez gyakorldsnak — gondolta, és allitélag azt tervezte,
hogy ez id6 alatt atlapozza az Gjsagjat.

A fiatal Gauss azonban keresztiilhuzta a tanar terveit. Alig it le a katedrahoz,
észrevette, hogy a kis Gauss jelentkezik. Azt hitte, kérdezni akar valamit, de
legnagyobb csodalkozasara a gyerek azt allitotta, hogy végzett a feladattal, és
az eredményt akarja kozolni. Az eredmény jé volt: 5050.

Gauss ismertette is a gondolatmenetét: A szamsor ala forditott sorrendben is leirta a szamokat, majd
az oszlopokat Osszeadta, igy azonos dsszegeket kapott: 1 + 100 = 101; 2 + 99 = 101; 3 + 98 = 101
stb., ami Osszesen 100 darab szdmpar, ahol mindegyik par dsszege 101. Ezért vette a 101 - 100-at,
majd elosztotta 2-vel. Igy kapta meg a helyes megoldést, az 5050-et.

A tanar ezek utan kiilon is foglalkozott Gausszal.
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FELADATOK

55 Egy haromszog belsé szogeinek nagysa-
ga szamtani sorozatot alkot. A differencia 27°.
Szamold ki a haromszog szogeit!

1~ Havonta 1,5 centit n6 a hajam.

a) Mennyit n6 egy év alatt?

b) Vajon egy év mulva leér-e a derekamig, ha
most a hatam kézepéig ér? Becsiilj!

25 (Kopp-kopp-kopp) — Penny?
(Kopp-kopp-kopp) — Penny?

Ismételgette Sheldon Penny ajtajanal.

a) Hanyszor kopog, ha 3-szor mondta mar,
hogy Penny?

b) Hanyszor kopog, ha 7-szer mondta mar,
hogy Penny?

¢) Hanyszor mondta, hogy Penny, ha 14-szer
kopogott?

d) Hanyszor mondta, hogy Penny, ha 115-sz6r
kopogott?

\ Penny - az

Agymendk sorozatbil

38 Egy szinhaz nézdterén az elsé sorban

16 iiléhely van. Minden sorban 3-mal tobb szék

van, mint az el6tte levében.

a) Hany szék van a 18. sorban?

b) Hanyan férnek el 6sszesen a 18 soros szin-
héazban?

45 Ot egymast kovetd egész szam Osszege 245.
a) Melyik a kozéps6 szam?
b) Melyik a legnagyobb szam?

65 Egy haromszog keriilete 36 cm, oldalai szam-

tani sorozatot alkotnak. A differencia 3 cm.

a) Mekkorak a haromszog oldalai?

b) Mekkora a haromszog legnagyobb belsé
szoge?

75 Egy szdmtani sorozat elsd két tagja 9 és 16.
a) Mennyi a szamtani sorozat differenciaja?

b) Szamold ki a sorozat kovetkezd négy elemét!
c¢) Szamold ki az els6 hat tag 0sszegét!

853 Egy szamtani sorozat harmadik eleme 11,
hatodik eleme 20.

a) Mennyi a sorozat differenciaja?

b) Szamold ki a sorozat els6 elemét!

95 Egy szamtani sorozatra az alabbiak teljesiil-
nek. Szamitsd ki a sorozat elsé harom elemét!

a) ag=197 és d=38
b)a;=29 ¢é d=—4

L4 g 42
c) a;= 5 & d 9

105 Igaz vagy hamis? Indokold az allitasodat!

a) Az 5-tel oszthatd szdmok sorozata szamtani
sorozatot alkot.

b) Egy egész szam oszt6i ndvekvo sorrendben
felirva szamtani sorozatot alkotnak.

c) Ha a 4-re végz6do kétjegyli szamokat csok-
kené sorrendbe irjuk, szamtani sorozatot
kapunk.

d) A 7-tel osztva 3 maradékot add szamok so-
rozata szamtani sorozatot alkot.

11 Egy szdmtani sorozat egymaést kovetd ot
elemének az dsszege 175. Az egyik tagja 29.

a) Melyik ez az 6t elem?

b) Hany megoldast talaltal?



Osszefoglalas

A B Fiiggvénykapcsolatrol akkor beszéliink, ha két halmaz elemei kozott egy-
f értelm( hozzarendelést létesitiink. Egyértelmt az a hozzarendelés, amely az
' egyik halmaz minden eleméhez a masik halmaz egy elemét rendeli hozza.

Alaphalmaz: Az a halmaz, amelynek elemei-
hez hozzarendeliink elemeket.
Képhalmaz: Az a halmaz, amelyben a hozza-
rendelt elemek talalhatok.
Egy fiiggvény megaddsa soran ismerniink kell az alaphalmazt, a kép-
halmazt és a hozzarendelési szabalyt.
Példaul: Fiiggvényrdl beszéliink, ha minden pozitiv egyjegyt paratlan
szamhoz hozzarendeljilk a nala nagyobb szamszomszédjat. Legyen az
alaphalmazunk a nemnegativ egyjegyt szimok halmaza, a képhalmaz
a 10-nél nem nagyobb természetes szamok halmaza.

Ertelmezési tartomany: Az alaphalmaz azon részhalmaza, amelynek elemeihez rendeltiink kép-
halmazbeli elemet. Az alaphalmaz és az értelmezési tartomany megegyezhet.
Ertékkészlet: A képhalmaz azon részhalmaza, amely csak a hozzarendelt elemeket tartalmazza.
A megadott fliggvény értelmezési tartomanya az {1; 3; 5; 7; 9} halmaz, amely részhalmaza az alap-
halmaznak. Az értékkészlet a {2; 4; 6; 8; 10} halmaz, ennek minden eleme megtalalhaté a képhalmazban.
A tiiggvényeket sokféle médon megadhatjuk, de leggyakrabban az alabbi mddon irjuk fel dket:

2

- szovegesen: minden szamhoz rendeljitkk hozza a 3 részénél 4-gyel nagyobb szamot;
— képlettel: f:x — %x +4;
- afuggvény grafikonjaval: yA
/
s
7

»
>
X

A fiiggvény helyettesitési értéke — vagy roviden fiiggvényérték — egy adott szamhoz rendelt érték. Ezt
a képletbe torténd helyettesitéssel is megkaphatjuk.
Péld4ul: A 9-hez az f fliggvény a 10-et rendeli, azaz a 9-nél a fiiggvényérték 10.

A linedris fiiggvények grafikonja egyenes (innen szarmazik az elnevezés is). Képlettel megadott hozza-
rendelési szabalya: f : x — mx + b, ahol az m és a b adott szamok.
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Az m a linearis fliggvény meredeksége. A meredekség megmutatja, hogy mennyit valtozik a fiiggvény
értéke, ha az x értéke 1-gyel né. Az m = 0 kiilonleges eset, ekkor a fliggvény allandé (konstans).

Ha m > 0, akkor a fiigg- VA Ha m < 0, akkor a fiigg- YA
vény novekedd, példaul: / vény csokkend, példaul:
fix—3x—1 fix—-2x+1
11/ - ! >
0 X 0 X
/
/

A b értéke megmutatja, hogy az adott linedris fiiggvény hol metszi az y tengelyt.
Ha b = 0, akkor a hozzarendelést egyenes aranyossagnak nevezziik. Az egyenes aranyossag grafikonja

athalad az origén, példaul: f:x — %x.

A nem linedris fiiggvények koziil lathattunk példat:

masodfoku fiiggvényre, abszolutérték-fiiggvényre, forditott aranyossagra,
amelynek grafikonja parabola melynek grafikonja ,,V” alakd | melynek grafikonja hiperbola

YA VA 7

\ |

\ / \

\ / 1 1

0 X 0 X
\[11/

1 \
0 X

Ezen kiviil sokféle fiiggvénykapcsolat 1étezik, amely sok esetben képlettel sem irhato le.
A fiiggvények grafikonjanak abrazolasahoz nagyon jol hasznalhaté a www.geogebra.org oldalon talal-
haté GeoGebra program.

Ujra talalkoztunk adatokkal, adatok abrazolasaval, grafikonokkal. Meghataroztuk adatok kozépérté-
keit, azaz medianjat, moduszat, atlagat. Atlag alatt szamtani kozepet értettiink.

Kiszamoltuk események gyakorisagat, relativ gyakorisagat és beszéltiink események valoszintiségérdl is.
Egy A esemény valdsziniiségét P betiivel jeldljik, és igy irjuk le: P(A).

A lehetetlen esemény valdszintisége 0, azaz P(0) = 0.

A biztos esemény valosziniisége 1, azaz P(1) = 1.

Tetsz6leges A eseményre igaz, hogy 0 < P(A) < 1.

Meghataroztuk egyszerti események valoszinliségét klasszikus valoszintiségi modell esetén.
Ha egy kisérletnek véges sok lehetséges kimenetele van, és az elemi események valosziniisége egyen-

16, akkor klasszikus valdsziniiségi modellrdl beszéliink. Klasszikus valosziniiségi modell esetén egy-
szerli modszeriink van egy A esemény valoszinliségének kiszamitasara
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1. Szamlaljuk meg, hogy hany elemi esemény fordulhat eld 0sszesen! Ez lesz az Osszes eset szama.

2. Szamlaljuk meg, hogy ezek kozott hany esetben kovetkezik be az A esemény! Ez lesz a kedvezd
esetek szama.

3. P(A) = kedvezo esetek szama

Osszes eset szama

Vigyazz! A képlet csak klasszikus valosziniiségi modell esetén mikodik!

A szamsorozatok olyan specialis fiiggvények, amelyeknek értelmezési tartomanya a pozitiv egész sza-
mok halmaza.

A szamtani sorozat olyan szamsorozat, amelyre igaz, hogy szomszédos tagjai ugyanolyan ,tavol” van-
nak egymastol, azaz barmely két szomszédos elem kiilonbsége allandé: a, —a,_, = d. Ezt az allandot
differencianak nevezziik.

Ha az adott sorozat szamtani sorozat, akkor a Gauss-maddszer segitségével gyorsan dsszeadhatjuk a so-

rozat elsd n darab elemét.
FELADATOK

15 Dontsd el, melyik dllitds igaz! A hamis allitdsokat tedd igazza!

a) 1200 Ft-ért 5 kg 6szibarackot vasarolhatunk. Ha a barack feleannyiba keriilne, akkor ugyanany-
nyi pénzbdl kétszer annyit vasarolhatnank.

b) Egy irodahaz takaritasat egy 6 fés takaritocég 4 dra alatt tudja kitakaritani. Ha a dolgozok felét
mashova kiildik munkat végezni, akkor a tobbiek feleannyi id6 alatt végeznek a takaritassal.
(Feltételezziik, hogy mindenki ugyanolyan intenzitdssal dolgozik.)

c) Ha négy pohar limonadé elkészitéséhez 1 liter vizre van sziikség, akkor 3 liter viz 7 pohar limo-
nadéhoz elegendo.

d) 1500 db almat dobozokba csomagolnak, és minden dobozba 24 db alma keriil. Ha haromszor
annyi almat tennének egy dobozba, akkor harmadannyi dobozt kell felhaszndlni.

e) Ha egy aut6 fél 6ra alatt 55 km-t tesz meg az autdpalyan, akkor két 6ra alatt 200 km-t tud meg-
tenni (Feltételezziik, hogy az autd egyenletes tempoban

A
halad.) ! 2 /
28 Hatérozd meg az dbran lathat¢ fiiggvények hozzarende- /
1ési szabalyait! ¢ "

a) Mekkora a h fliggvény meredeksége?
b) Hol metszi a h fiiggvény az y tengelyt?
¢) Melyik fiiggvény csokkens? 0 4

....
S~

Ry
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3& Abrézold a kévetkezd fiiggvényt koordinata-rendszerben, majd vélaszolj a kérdésekre a grafi-
kon alapjan!

f:x»%x—Z

a) Az f hozzarendelés melyik szamot rendeli hozza a (—3)-hoz?
b) Melyik szdamhoz rendeli hozzd a 0-t?

c¢) Mely x szamokhoz rendel pozitiv szamokat?

d) Mely szamokhoz rendelt hozza 1-nél kisebb szamokat?

45 Abrazoldaz f:x— x+ 1ésa g:x — |x|— 1 fiiggvényeket kozos koordinitarendszerben!
a) Oldd meg grafikusan az |x|— 1 = x + 1 egyenletet!
b) Milyenxértékekreteljesiil| x | — 1 < x + 1egyenlStlenség. Abrazold amegoldéstszamegyenesen!

55" Abrazold a megadott fliggvényeket! Ha sziikséges, készits értéktablazatot az abréazolashoz!
a) Minden szamhoz rendeljitk hozza a kétszeresénél harommal nagyobb szamot!

b) Minden szamhoz rendeljiik hozza az ellentettjét!

¢) Minden szamhoz rendeljiik hozza az 6tddének az ellentettjét!

frd fel a fliiggvények hozzarendelési szabalyat!

65" Abrazold a megadott fiiggvényeket kozos koordinata-rendszerben!

flx)=2x—3; g(x)=3x—3; h(x):%x—?)

7~ Hatarozd meg az alabbi fiiggvények hozzarendelési szabalyat! Ha sziikséges, készits tablazatot!
Mi utal a képletben arra, hogy a fliggvények grafikonjai parhuzamos egyenesek?

a) T A b) yA
/[f g

h f
/)

0%

p—t

85" Megadtuk a linearis fliggvények két jellemzdjét.
a) Abrazold a fiiggvényeket koordinata-rendszerben!
b) Ird fel a fiiggvények hozzarendelési szabalyat!

ftiuggvény: m = 2; ytengelyt metszi: y =3  gfiiggvény: m = —%; y tengelyt metszi: y = 2
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95" Abrazold az f:x — | x| fiiggvényt!
a) Mekkora a fliggvény értéke a kovetkez6 helyeken:
— 4. -0 =35 = 2. —_3
x = —4; x = 0; x = 3,5; x—z, X = ?

b) Milyen x értékek esetén lesz a fiiggvény értéke
2; 5,6; 0; —3?
105 Oldd meg grafikusan az alébbi egyenleteket!
a) %x+3:]x| b) —%x+5=|x\+2 o) X¥’—2=x

11& Fizikaordn a hémérséklet-valtozast vizsgaljik a ta- A /
nuldk. Két csoport kiilonb6zé hémérsékletli vizet kap. Az 66
L. csoport 12 °C-os, a II. csoport 21 °C-os vizet kezd el me- 60

N

legiteni. Az I. csoport vizmelegitéje nagyobb teljesitményt, 54 ///
igy az altaluk melegitett viz percenként 12 °C-kal, mig a 48
II. csoporté csak percenként 9 °C-kal melegszik. 5 /
A grafikon alapjan valaszolj a kérdésekre! < 42 /4
a) Mennyi lesz a viz hémérséklete az egyes csoportokndl =3 36 /
2 perc elteltével? % 30 //
b) Mikor lesz a viz hémérséklete 60 °C? g 2ul/
¢) Mikor lesz a viz hémérséklete azonos a két csoportndl? <= /
d) A mérés kezdetétdl szamitva mikor lesz a két csoportnal 181/
a vizhémérsékletek kiilonbsége 6 °C? 12

123 Melyek tartoznak 6ssze?
Parositsd a képletet a fliggvény grafikonjaval!

\ yl\ / y“

0 1 2 3 4 1id6 (perc)

p—

—

y =

Ry

fixm X +25gix = —4sh:ix—>x"—1 fixm—|x|+1g:x—|x|—6h:x——|x|—2
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135 Egy Magyarorszdgon miikddé amatSr meteoroldgiai méréallomds tobbek kozott a napi
csapadékmennyiséget is méri. Az itt lathaté grafikonon a csapadék mennyiségét mm-ben adtak
meg. Valaszoljatok az alabbi kérdésekre a grafikon alapjan! (Az adatok a www.amsz.hu honlaprol
szarmaznak.)

Csapadék 2015 majusaban — Napi maximum
A
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a) Hany napon esett es6 mdjusban?

b) Mennyi volt a legnagyobb napi csapadékmennyiség?

¢) Osszesen hdany mm csapadék hullott ebben a honapban?

d) Véleményed szerint ez tobb vagy kevesebb, mint az éves adatok alapjan szamitott havi atlagos
csapadékmennyiség?

148 A jatszotéren Matyi, Helénke és Anna egy labdat dobélt a képen
lathato tolcsérbe. Mindegyikiik valasztott egy agat, és beallt ala. Ha
nala gurult ki a labda, legkézelebb 6 dobhatta be.

a) Melyik tablazat mutathatja a dobasaik szamat?

b) Mire gyanakodnal, ha az A tdblazat mutatna a dobasszamokat?

A B: Heléna

68

Anna | Heléna [ Matyi Anna
66 32 22 22

Matyi
30

€' Anna |Heléna Matyi
38 37 45

155" Add meg a kovetkez6 események valdszintiségeit! Egy szabalyos dobdkockat egyszer feldobva

a) 6-ost dobunk; b) 1-est dobunk;
¢) paratlan szamot dobunk; d) primszamot dobunk;
e) négyzetszamot dobunk; f) 6-nal kisebbet dobunk;

g) 7-nél kisebbet dobunk; h) 7-est dobunk.
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165 Zsiga tolltartéjdban van két kék toll és ot fekete ceruza, de ezek koziil kettének ki van torve
a hegye. Van még egy kék és egy piros ceruza is benne, amelyek szépen ki vannak hegyezve. Ha
véletlenszertien valaszt ki egy irdeszkozt, akkor mi a valdszintisége, hogy az

a) toll;

b) ceruza;

c) fekete ceruza;

d) fekete ceruza, amelyikkel irni is tud.

e) Ha tapintassal érzi, hogy épp egy ceruzat fog, akkor mi a valdszintisége, hogy irni tud vele?

175 Mennyi annak a valdszintsége, hogy az els6 negyven pozitiv egész koziil egyet véletleniil
kivélasztva a szdm

a) oszthatd lesz 2-vel;

b) oszthaté lesz 3-mal;

c) oszthato lesz 5-tel;

d) primszam lesz;

e) Osszetett szam lesz?

f) Miért nem 1 a d) és e) feladatban kapott szamok 6sszege?

185" A szecsudni sincsiszold sint csiszol Szecsuanban. A csiszolas
nehéz munka, és a csiszologép is tilmelegszik, ha sokaig hasznaljak,
ugyhogy minden 6raban 40 percig dolgozik és 20 percig pihen. Mi a
valdszintisége, hogy amikor a fénoke ellenérizni megy, akkor éppen
pihen?

193 Viktor két kedvenc széma az 5 és a 7. Ha kitélt egy 6toslottd-

szelvényt, és persze bejeloli a kedvenc szamait is, akkor

a) az 5 és a 7 koziil melyik szam kihuzasanak van nagyobb esélye?

b) hany olyan 90-nél kisebb szam van, amelyikben csak 5-0s vagy 7-es szamjegy szerepel?

¢) ha csak olyan szamokat huztak ki, amelyekben csak 5-6s vagy 7-es szamjegy szerepel, akkor mi
a valdszintisége, hogy a kihuzott szamok kozott szerepel az 5 és a 7 is?

20 Az osztalyban kisorsolnak egy gyereket, aki az osztaly papagé-
jait eteti szeptemberben. Annak a valészintsége, hogy lanyt sorsol-

nak ki, %-e annak a valdszintségnek, hogy fitt sorsolnak ki. Mek-

kora a lanyok és a fitk aranya az osztalyban?
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21~ Valaszd ki, melyik lehet szdmtani sorozat az aldbbiak koziil! Indokold meg valasztasodat! Add
meg a szamtani sorozat differenciajat!

4R V5. AR. .92.92. 42. 1.1.1.1.1,
a) 25; 48; 25; 48; ... b) 13;23;23;43; ... ) Sy e
S 7 17 1.2,3 4.,
d) 13;3;—7; —17; ... e) 5 ol

2258 A kovetkezd szamtani sorozatokban hatdrozd meg az els6 négy tag és a differencia koziil azo-
kat, melyek nincsenek megadval

a)a, =2 d=17 b)a, =12; d=-4

c)a=-13 a,=-9; a,=-5 d) a,=16;, d=-03

238 Egy tdncversenyen sorszdmokat osztanak minden versenyzének. Réka megfigyelte, hogy az

els6 sorszam a kettes, a tobbi pedig minden harmadik ezt kovetd természetes szam. Réka azt is

észrevette, hogy a legutolsé szam a 100-nal nagyobb, hozza legkozelebb esé ilyen szam.

a) Melyik volt az utolsé sorszam, amit kiosztottak?

b) Hany sorszamot osztottak ki?

c) A nézdék kozott annyi karkotét sorsoltak ki, amennyi a versenyzék sorszamanak 6sszege. Hany
karkoté keriilt kisorsolasra?

24 Egy derékszogl haromszog oldalainak hossza egy szdmtani sorozat hdrom egymast kovetd
eleme. Keriilete 56 cm-rel nagyobb, mint a hosszabb befogo.
a) Mekkorak a haromszog oldalai? b) Mekkora a hdromszog teriilete?

258 A karacsonyi konyvvéasarban konyvekbdl készitettek fenydfat a konyvesbolt diszitéséhez.

A legalso sorban 25 db konyv volt, és minden sorban 4-gyel kevesebb, mint az alatta levében. A le-

het6 legmagasabb ,,diszkaracsonyfat” épitették meg.

a) Hany szintes volt a konyvkaracsonyfa?

b) Hany konyvet kellett felhasznalni?

¢) Ugy valogattak konyveket az épitéshez, hogy mindegyik konyv 19,5 cm-es legyen. Milyen magas
volt a ,kardcsonyfa™?

Készits sorozatot a kovetkezo szabdly szerint. Valassz egy tetszéleges pozitiv egész szamot, ez lesz a,
a sorozat elsd eleme. Ha paros, oszd el kettével, ha paratlan, szorozd meg harommal és adj hozza egyet,
ez lesz a sorozat kovetkez6 eleme, és igy tovabb, folytasd addig, amig 1-et nem kapsz. Ha 5-tel kezdjiik,
akkor az 5, 16, 8, 4, 2, 1 sorozatot kapjuk. Ha 3-mal kezdjiik, akkor a 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1 sorozatot.
a) Készitsd el a 7-tel kezd6dé sorozatot! b) Készitsd el a 9-cel kezd6d6 sorozatot!

c¢) Készitsd el a 11-gyel kezd6d6 sorozatot! d) Tegyél fel egy kérdést a sorozattal kapcsolatban!
Keress ra az interneten a Collatz széra! Erdds Pal 500 dollar jutalmat tizétt ki a Collatz-sejtés bizo-
nyitasaért.




Gazsinak hatarozott

elképzelései voltak

a jé\!&'ﬁérﬂ; 1gy batran
vette fel a headsetet.
...Es nem csalédott!

& K
Valtoznak
az iddk... és
a médszerek is.
,, De az ember -'
>, terjeszkedik. ) ...8

Remélem,
nekem nem Kkell minden
nap olyan magasra
maszkalnom..., de én is

alkotni szeretnek. Valami /7
maradandst létrehoznil g™ &

Gyonysrd végszd,
sz&azados, nagyon Koszonom
a bemutatkozast! _

jan
a kdvetkezd
osztaly. |
Vigy&zzon

magara!

Ide elészor egy egyszerd
kontyolt tetdt tervezett az épitész,
de meggydztem, hogy legyen valami
kicsit osszetettebb, mutatésabb

Cukraszatunk kisszérias
siiteményeket készit.
Gondoltatok volna, hogy
egy atlagos 12 szeletes
tortat 32 dkg HOx30
cm-es; 3 mm vastagra
nydjtott marcipannal

lehet beboritanis 4

7 Szerinted a 16
szeleteshez mekkora
lapra van szikség?
GyakKori Kérdés ez.

A recept aranyait
\ a rendelés szerint kell
dlakitsuk. A rugal= 4
massig a f&
erényiink.

...0gyhogy radobjuk még
ezt a kupolat. Mondjuk
mar maga a kilatas is

Mindig is gyfilsltem a haborit. Szerencsére a par éwel ezeldtti
Vilagegység Taldlkozd dta a katonasagnak mar csak
rendfenntartd szerepe van. Rengeteget utazom, jarjuk 4,
a vilagot, mindenféle tudomanyos projektben .
segédkeziink, térképészeti feladatokat
latunk el; geoldgiai vizsgalatokat

VEgZinK.

Nem is
hinnétek, mennyit O
. képes valtoztatni
az ember
a vilagan.




A kiilonbo6z6 targyak kiilonbozé méreti helyet foglalnak el
a kornyezetiinkben. Sok esetben fontos lehet annak eldontése,
hogy melyik mennyivel foglal el nagyobb helyet a masiknal.
Az ilyen kérdések megvalaszolasa a targyak térfogatanak meg-
hatdrozasa utan torténhet. El6fordulhat az is, hogy egy targy
feliiletének nagysagat kell ismerniink. Ha példaul le akarunk
festeni vagy be szeretnénk csomagolni valamit, akkor a fel-
szinének a nagysagat kell ismerniink.

Az el6z6 években megismertiik, hogyan lehet kiszamolni né-
hany specidlis test felszinét, illetve térfogatat. Osszegytjtottiik ezeket a testeket, és a felsziniik, illetve
a térfogatuk kiszamitasara szolgald képleteket:

Téglatest
felszine: A = 2(ab + ac + bc),
térfogata: V = abc.

Kocka a b
felszine: A = 6a’, a
térfogata: V=a’.
a a
Hasab
felszine: A = 2T + P, ahol T az alaplap, i
P a palast teriilete,
térfogata: V = Tm, ahol T az alaplap teriilete, "
m a hasab magassaga. p m
T
Henger
felszine: A =2T+ P =27 + 2rrm = 2rn(r + m),
ahol T az alaplap, P a palast teriilete, r az @
alapkor sugaranak hossza, m a henger
magassaga, m P m
térfogata: V= Tm = r’rm,
ahol T az alaplap teriilete, m a hasab ma-
gassaga, r az alapkor sugaranak hossza. @

A hasab és a henger alaplapjait eltolassal fedés-
be hozhatjuk. Ha az eltolas vektora meréleges
az alaplap sikjara, akkor egyenes hasabrol és
egyenes hengerrdl beszéliink. Egyébként a ferde
jelz6t haszndljuk ezeknek a testeknek az elne-

vezésére. Ha nem mondunk jelzét, akkor egye-
egyenes hasdb egyenes henger ferde hasab ferde henger peghasibra és egyenes hengerre gondolunk.




Mit tanultunk eddig?

VI/1.

FELADATOK

1~ Rajzolj halmazabrat a kovetkez6 cimkékkel:
sokszoglapokkal hatarolt testek, kockak, hasa-
bok, testek, téglatestek!

250 Az egyik téglatest éleinek hossza a, b és c,
a masiké x, y és z. Hasonlitsd Ossze a felszintiket
és a térfogatukat! Melyik és mennyivel nagyobb?
Melyik és hanyszor nagyobb?
a)a=12cm,b=4dm, c=10cm,
x=25cm, y=3dm,z= 80 mm
b) a=16 cm, b =50 mm, ¢ = 0,5 dm,
x =100 mm, y = 0,4dm, z =4 cm

33 Egy kocka felszinét cm’-ben, térfogatdt
cm’-ben adtuk meg. Hdny centiméter a kocka
éle, ha felszinének és térfogatdnak mérészama
ugyanaz?

45 Egy 12 cm élt kockat
egyik lapjara merdlege-
sen atfurtunk. A keletke-
zett lyuk egy 4 cm-szer
4 cm-es keresztmetszetd,
négyzetes oszlop. Mennyi-
vel valtozott a kocka felszine és térfogata a lyu-
kasztas utan?

55" Tervezd meg annak a trapéz alapti hasabnak
a haléjat, amelyiknek az alaplapja hurtrapéz,
a hurtrapéz parhuzamos oldalainak a hossza
1 cm és 3 cm, a trapéz magassaga 2 cm, a hasab
magassaga pedig 4 cm!

a) Mekkora a hasab térfogata?

b) Mekkora a hasab felszine?

63 A kobméterenként 3 tonna tomeg(i bazalt-
zazalékbdl épitett vasuti toltés keresztmetszete
olyan szimmetrikus trapéz, melynek két par-
huzamos oldala 2,2 és 3,2 méter, magassaga
50 cm. Hany tonna sziikséges egy 600 m hosszu
rakoddvagany megépitéséhez?

78 Egy henger paldstjgt egy 15 cm-szer

10 cm-es lapbdl alakitjuk ki. A téglalap egyik

rovid oldala mentén egy 1 cm széles savot ra-

gasztoval keniink be, és ezt a savot hasznaljuk

az Osszeillesztésre.

a) Mekkora sugaru koroket kell kivagni az
alaplapoknak?

b) Mekkora a felszine az igy kapott hengernek?

¢) Mekkoraatérfogataazigykapotthengernek?

83 A henger alaku csokoladéérméket egy osz-
lopba rendezve, szabalyos hatszog alapu, hasab
alaki dobozban arusitjak. A hatszog oldalai-
nak hossza 2 cm, a hasab magassaga 14,4 cm.
A csokoladéérmék magassaga 9 mm.

a) Mennyi lehet egy érme térfogata?

b) A doboz hany szazalékat foglalhatja el a cso-

koladé?
¢) Mekkora a doboz felszine?

95 Milyen magas lehet az az 1 literes kancsd,
amelynek a belsé keresztmetszete egy 8 cm ol-
dalt négyzet?

105 Egy fazék aljardl leolvastuk, hogy 8 liter az
rtartalma. A magassagat 26 cm-nek mértiik.
Mekkora az alapkorének a sugara?

118 Két henger térfogata egyenld. Az egyik
alapkorének a sugara kétszer akkora, mint a masi-
ké. Milyen kapcsolat van a magassagaik kozott?

197
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A természetben és épitett vilagunkban rendkiviil valtozatos alakzatokat talalunk. Ezek egy csoportjat
alkotjak a gulak.

Végy fel egy sokszdget a hatarvonalaval, és egy olyan pontot, amelyik
nem illeszkedik a sokszog sikjara! Kosd dssze ezt a pontot a sokszog
minden cstcséaval! Igy egy gula élvazit kaptad.

A sokszoget a gula alaplapjanak, a haromszogeket a gula oldal-
lapjainak nevezziik. Az oldallapok egyiittesen a gula palast-
jat alkotjak. Az alaplap oldalai az alapélek, két szomszédos
oldallap az oldalélben metszi egymast. A haromszogek
kozos csticsanak az alaplaptol vett tavolsaga a gula
magassaga.

A héromszog alapu gulat tetraédernek nevezziik.
A tetraédert négy haromszog hatarolja. Ha mind a négy
haromszog szabalyos, akkor szabalyos tetraéderrdl beszéliink.

Megadtuk néhany gula haléjat. Ha ezeket kartonpapirbol kivagnad, és ragasztofiileket is terveznél rajuk,
akkor osszeallithatnad bel6liik a gulakat.

VAR S \N

A gulak felszinét az alaplap és a palast egyiittes teriilete adja: A = T + P.

Egy 3,4 méter oldalhossztisagu, négyzet alaku sarokszobara 6ndllod tetét terveztek. A tetd gula
alakd, az oldalélei 4 m hossztiak. Hany darab cserepet fognak felhasznélni a befedéséhez, ha 1 m*-re
20 db-bal kell szamolnunk?
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Megoldas

A gula palastjanak teriiletét kell meghatdaroznunk, amely négy egybevagd, egyen-

16 szaru haromszogbdl all. Egy ilyen haromszog minden oldaldnak hosszat

ismerjiik. 4

A haromszog magassagat Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki:

m=+y4’—1,7" = 3,6 (m).

3,4-3,6
2

Ennek a teriiletnek a négyszeresét, vagyis 24,48 m’-t kell befedni. Mivel négyzetméterenként 20 db

cserépre van sziikség, ezért 6sszesen 24,48 - 20 = 489,6 =~ 490 db cserép sziikséges.

Természetesen a vagasok, osszeillesztések miatt a tetd befedéséhez ennél valamennyivel tobb cse-

repet kell vasarolni.

A hdromszog teriilete: t = = 6,12 (m?). 1,7

A képen lathato kisérlet azt mutatja, hogy ha
a gulat haromszor megtoltjiik folyadékkal, majd
annak tartalmat beleontjiik a hasabba, akkor az
éppen megtelik. A hasab térfogata haromszorosa
az ugyanolyan alapteriiletli és magassagu gula
térfogatanak.

A gulak térfogatat a kovetkezo képlet adja meg: V = Im. ahol Taz alaplap teriiletét, m a gila magassa-

3
gat jelenti. A képlet bizonyithatd, de mi a tapasztalat alapjan egyszertien csak elfogadjuk és hasznaljuk.

A PamPyra nevii térbeli jaték négy szabalyos tetraéderbdl és hat négyzet alapu gulabdl all. Mindkét
test mindegyik éle 5 cm-es. Szeretnénk elkésziteni a jaték tartds véltozatat égetheté gyurmabdl.
A szabalyos tetraéder magassagat milliméter pontossaggal megmértiik, ami 4,1 cm volt. Mennyi
gyurmara lesz sziikségiink?

Megoldas
A négyzet alapt gtla alaplapjanak teriilete: 25 cm’. A térfogat meg-
hatdrozasahoz azonban ismerniink kell a gula magassagat is.

Tudjuk, hogy a négyzet atlja 5v/2, ezért AK = 2,5v/2. Az AKE
derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel segitségével ki-
szamitjuk, hogy:

m=.,5—(257/2) =/25-12,5 = /12,5 = 3,5 (cm).

25 3,5 ~ 29,2 (Cm3). A B

Vagyis a gula térfogata: V, =

3




A szabalyos tetraéder alaplapja szabalyos haromszog, ezért a teriilete a tanult

2
képlet alapjan: % ~ 10,8 (cm?®).

Természetesen a Pitagorasz-tétellel akkor is meghatarozhatod a haromszog magas-
sagat, és kiszamithatod a szabalyos haromszog teriiletét, ha a képletet elfelejtetted.

A mérés szerint a tetraéder magassaga 4,1 cm.

Vagyis a szabalyos tetraéder térfogata: V, =

10,8 -4,1

~ 14,8 (cm’).

Tehét a szitkséges gyurma mennyisége: 6- V, +4-V, = 6-29,2 + 4- 14,8 = 234,4 (cm’).

FELADATOK

1a' A 6 cm-es alapél(i, négyzet alapu gula min-
den oldallapjanak magassaga 8 cm. Mekkora
a felszine?

250 A 8 cm-szer 12 cm-es, téglalap alapu gula
magassaga 15 cm. Mekkora a térfogata?

3" Egy négyzet alapu gula minden oldaléle
egyenld hosszusagu. Add meg a gulak felszinét
és térfogatat az a alapél és a b oldalél hosszanak
ismeretében!

a) a=8cm,b=12cm
b)a=14cm,b=9cm

45 Egy téglalap alapu gula minden oldal-
éle egyenld hosszusagu. Add meg a gulak fel-
szinét és térfogatat az a és a b alapél, valamint
a c oldalél hosszanak ismeretében!
a)a=8cm,b=12cm,c=18cm
b)a=14cm,b=9cm,c=28cm

53 A 2. példaban szerepld jaték négyzet alapu

gulainak lapjai piros, z6ld, sarga és kék szintiek.

A négyzet szine mindig sarga. Hanyféleképpen

lehet kiszinezni a guldkat, ha

a) a haromszogek kiilonb6z6 szintiek;

b) a haromszogek kozott pontosan két piros
van, amelyek szomszédosak, és a tovabbi
kett6 kiilonbozo szint;

¢) a haromszogek kozott pontosan két azonos
szin{ van, amelyek szomszédosak, és a tovab-
bi kettd ezektdl eltérd és kiilonbo6z6 szind;

d) a haromszogek kozott pontosan két piros
van, amelyek nem szomszédosak, és a to-
vabbi kett6 kiilonbo6z6 szind;

e) a haromszogek kozott pontosan két azonos
szind van, amelyek nem szomszédosak, és a to-
vabbi kett6 ezektdl eltérd és killonbozd szinii?

6 12 cm élhossztisagu kockakba egy-egy gulat
irtunk. Add meg a guldk felszinét és térfogatat!

a) H Gb) H G
A A
X
par-s
B
H
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Képzeld el, hogy egy derékszogt haromszoget megforgatsz az egyik befogdja koriil! ‘ ' .

Ekkor az atfogdja és a masik befogoja egy kupot rajzol le a térben.
Mivel forgatassal hoztuk létre, ezért ennek a kipnak forgaskup a neve.

Egy masik lehetdség:

Veszel egy korlapot és egy a kor sikjara nem illeszkedd pontot. Ha a pontot a kor-
vonal minden pontjaval 6sszekotod, akkor is kupot kapsz. Az igy kapott kap csak
akkor lesz forgaskup, ha a pont és a kor kozéppontjat 6sszekotd egyenes merdleges

a kor sikjara.

Ha a kiindul6 lap nem kor, akkor kupszert test jon létre. Figyeld meg! A gulak is a
kapszert testek kozé tartoznak!

csucs
Ebben a leckében a forgaskupokkal foglalkozunk, amelyeket réviden csak ku-
poknak neveziink majd.

A kupoknal a korlap neve alaplap, a gorbe feliileté palast. A kapnak nincs alkoté
éle, de van egy csticsa. A csucs és az alaplap tavolsagat a kip magassaganak
nevezziik. A cstcsot az alaplap (alapkor) hatdrvonaldnak barmely pontjaval
osszekotve alkotot kapunk.

a a

magassag

k=2rm

Mivel a kiip magassaga, az alaplap sugara és a kup alkotodja derékszogii haromszoget hataroz meg, ezért
a harom adat kozotti kapcsolatot a Pitagorasz-tétellel adhatjuk meg:

a=r+m.




A motoros kotrégépekkel kitermelt homok kup alaku. Egy ilyen
homokhegy 350 m” alapteriiletti, és a csicsa 14 méterre van
a szélétdl. Milyen magas egy ilyen homokhegy?

Megoldds
Az alapkor teriiletének ismeretében megmondhatjuk a kor su-
garanak hosszat:

= %, vagyis r = 10,6 m.

Az alkoto és a sugar ismeretében megadhaté a magassag. Ha
a* =1+ m’, akkor m* = a* — ¥ és m = /14> — 10,6° =~ 9,1 (m).
Vagyis a homokhegy koriilbeliil 9,1 méter magas.

A kup felszine az alaplap és a palast teriiletének dsszegével egyenld:
A=T+P.

A palast egy korcikk, a korcikk tertilete pedig a csticsandl talalhatd szog nagysagatdl fliggden meghata-
rozhato abbdl, hogy az azonos sugaru kornek hanyadrésze.

A kup felszine ezzel a képlettel szamolhato ki:
A=7rr+rra=rx(r+ a).

Erdekességként megmutatjuk, hogyan kapjuk meg 4lta- a a
lanos esetben a kup felszinképletét: v

A korcikket hatarold két sugar kozotti szog legyen «, a
korcikk sugara (a kup alkotdja) pedig a. A korcikk iv-
@

00

hosszanak és a kor keriiletének ardnya az 3 arannyal

lesz egyenld. A korcikk teriiletének és a kor teriiletének

az ardnya is ennyi. k
s i = P nibslp—ia
Vagyis S azﬂ_,amlbo 5

Ezt felhasznaljuk a kup felszinének kiszamitasandl, hiszen i = 2r7x.

A= T+P=r27[+%=r27r+2r7fT'“=r27r+ar7r:r7r(r+a).
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Egy kup paldstja egy a = 6 cm sugaru félkor. Mekkora az alaplap
sugara? Mekkora a kup felszine?

Megoldds

2
A 6 cm sugart félkor teriilete: P = 6 27[ = 187 (cm?).

A félkor korivének hossza egyenlé a kup alapkorének a keriileté-
vel: k= 26T _ g7 (cm).

2
Igy megkaphatjuk az alapkor sugarénak hosszét: r = S—Z =3 (cm).
Ezek alapjan az alapkor tertilete: T = 377 =971 (cm?).

Akup felszine: A = T+ P = 97 + 187 = 277 ~ 84,8 (cm’).

A kap térfogatanak meghatarozasahoz is a rajzon
lathatd kisérletet mutatjuk. A megfigyelhet6
Osszefliggést a gulakhoz hasonléan itt sem bi-
zonyitjuk, de hasznaljuk.
A henger térfogata haromszorosa az ugyan-
olyan alapteriilet(i és magassagu kuap térfogata-
nak, ezért a kupok térfogata ezzel a képlettel
szamithato ki:

T-m _ r’zm
[ T
ahol T az alaplap teriilete, r az alaplap sugaranak hossza, m a kip magassaganak hossza.

Egy fuvarozdénak kilenc kobméter homok szallitasara alkalmas te-
herautdi vannak. Hany fuvarral tudna elszallitani az 1. példaban
szerepl6 homokhegyet?

Megoldas

A kup alaplapjénak teriilete 350 m’, a magasséga — szdmitasaink

szerint — 9,1 m.
A kup térfogata: V = T-3m = 3503' %L 1062 (m).

Mivel 1062 : 9 = 118, ezért 118 fuvarral szallithato el egy homok-
hegy.




Vi/3.

Egy papirlapon rajzoljatok koriil egy 200 forintos érmét haromszor, hogy harom kérvonalat kapja-
tok! Az egyikre épitsetek egy tornyot ugy, hogy 200, 50, 20, 10 és 5 forintos érméket raktok egymasra!
Az 6t érme olyan hatast kelt, mintha egy kupot alkotna, de ez a torony
nem kup, hiszen valdjaban egyre kisebb méretii hengerekbdl épiil fel.
A 100 forintos érmét azért hagytuk ki az épitésbdl, mert a mérete nem
illeszkedik a tobbihez.

A feladat az, hogy az 6t érmét atrakd valamelyik masik korre. Nem
szabad attolni az oszlopot! Egyszerre csak egy érmét helyezhetsz at,
és kisebb érmére nagyobbat tenni nem szabad. Hogyan lehet a teljes
torony athelyezését megvalositani?

A jaték egyszemélyes, de nyugodtan megbeszélhetitek parokban is.
Gyakorlasképpen kezdheted 3, majd 4 pénzérmével.

A jaték a ,Hanoi torony” elnevezést kapta, mivel a hengerekbdl fel-
épitett torony a tavol-keleti pagodakat juttathatja esziinkbe.

Keresd meg, hogy mit talalsz az interneten, ha rakeresel a Hanoi torony kifejezésre!

FELADATOK

1a) Szémitsd ki a kup felszinét és térfogatat, ha 43 A képen lathato, haz-
az alaplapjanak sugara r, az alkot6ja a, a ma-  ra boritott fagylalttolcsér

gassaga m! magassaga 8,5 m, az alko-
a) r=3cm,a=5cm toja pedig 8,8 m.

b) r=5dm,m=12dm a) Mekkora a palast terii-
c) r=92m,a=17,5m lete?

d) r=_8,6 mm, m = 22,4 mm b) Mekkora a térfogata?

23 Mekkora a kupok felszine, ha a paldstjuk
egy olyan korcikk, amely egy 4 cm sugaru kor

a) negyede; b) he,u‘om negyede; 10 cm, a kék kup alkotoja pedig 5 cm.

¢) harmada; d) két harmada? a) Mekkora a piros kup felszine?

38 Egy 18 cm magas kupot kettévigtunk egy  b) Mekkora a piros kip térfogata?

a tengelyét is tartalmazo sikkal. A vagasfeliilet ¢) Mekkora a kék kap térfogata?

egy egyenld szaru derékszogli haromszog lett.  d) Mekkora a két kup térfogatanak aranya?
Mekkora a kup felszine, illetve térfogata?

55 Egy piros és egy kék forgaskup paldstja is
éppen egy negyedkor. A piros kap alkotdja




65 A képen lithat6 pohar
belseje kup alaku, a for-
gastengelyére  illeszkedd
keresztmetszete pedig sza-
balyos haromszog. A po-
harba 5 cm magassagig
folyadékot toltottiink.

a) Mekkora a folyadék
térfogata?

b) Tippeld meg, hogy hanyszorosara nove-
kedne a folyadék mennyisége, ha 5 mm-rel
emelkedne a szintje!

¢) Ellendrizd szamolassal a tippedet!

75 Egy barkdcsboltban
csak 15 cm magassagu
hungarocellkipok kapha-
tok. A kupok alaplapjanak
sugara 5 cm. Kéavészeme-
ket szeretnénk a palastra
ragasztani, majd eziist-
vagy aranyszin{i spray-vel
lefajni, hogy elkészithes-
stik a tervezett karacsonyi
disziinket. Mekkora feliiletet kell kavészemek-
kel beragasztanunk?

83 Egy derékszogli haromszog befogdinak
hossza a és b, az atfogdjanak hossza c.

a) Add meg annak a kipnak a térfogatat, ame-
lyet a b befogo koriili megforgatassal kapsz!
b) Add meg annak a kipnak a térfogatat, ame-
lyet az a befogd koriili megforgatassal kapsz!

BT \/I/3.

¢) Add meg az el6z6ekben megadott két kup
térfogatanak aranyat!

d) Add meg az el6zéekben megadott két kup
palastteriiletének aranyat!

9 Egy négyzetet megforgatunk az egyik 4tloja
mentén. Mekkora az igy kapott forgastest térfo-
gata és felszine?

10 Melyik igaz?

a) Ha a kap magassagat kétszeresére noveled,
akkor a térfogata is kétszeresére ndvekszik.

b) Ha a kup sugarat felére csokkented, akkor a
térfogata is felére csokken.

¢) Ha a kup magassagat haromszorosara no-
veled, akkor a felszine is a haromszorosara
novekedik.

d) Ha a kip magassagat haromszorosara nove-
led, akkor a palast teriilete is a haromszoro-
sara novekedik.

e) Ha a kip magassagat a harmadara csokken-
ted, a sugarat pedig a haromszorosara néve-
led, akkor a térfogata nem valtozik.

118 A 20 cm hosszu, henger alakd ceruza
atmérGje 8 mm. A ceruza kifaragasa utdn az
egyik végén 1,2 cm magassagu kup keletkezett.
Mekkora az igy kapott ceruza térfogata?




A paradicsom, az alma, a dinnye ugyanazt a format juttatja esziinkbe. A labdak, a golyok azonos geo-
metriai tulajdonsaggal rendelkeznek. Ebben a leckében ez a térbeli alakzat, a gomb lesz a fészereplo.

Beszélhetiink gombfeliiletrol és gombtestrol.

A gombfeliilet azon pontok halmaza a térben, amelyek egy adott ponttdl egy
adott tavolsagra talalhatok.

Az adott pont a gomb kozéppontja, az adott tavolsag a gomb sugara.

A gombtest azon pontok halmaza a térben, amelyek egy adott ponttdl egy
adott tavolsagnal nincsenek messzebb.

A gombfeliilet két tetsz6leges pontjat osszekotd szakasz a gomb hirja, a leg-
hosszabb hur pedig a gomb atméréje. Ha a gombot egy sikkal elvagjuk, a met-
szet egy kor lesz. A legnagyobb ilyen kéroket fokoroknek nevezziik. A gomb és
a f6korok kozéppontja egybeesik. A f6korok sugara egyben a gomb sugara is.

S12 A gomb forgastest. Ha egy kort az dtmérdje koriil forgatunk, akkor a kérvonal pont-

jai gombfeliiletet irnak le.

A gombfeliiletet nem tudjuk sikba kiteriteni.
A gomb felszinét és térfogatat megadd képleteket nem vezetjiik le. Egyelére
nincs annyi matematikai ismeretiink, amennyivel ezeket a szamitasokat el le-
hetne végezni.

4r’r
3
A képlet jol mutatja, hogy a gomb felszine a f6kor teriiletének a négyszeresével

egyenlo.

Egy 14 cm sugaru hungarocellgolydbdl szobadiszt készitettiink. A feliileté-
re ragasztoval apro iivegdarabokat ragasztottunk. Mekkora feliiletet kellett
ragasztoval bekenni? Mekkora a tdmege a hungarocellgolyénak, ha 1 dm’

A gomb felszine: A =4-r°7. A gomb térfogata: V =

hungarocell 2 g?

Megoldds R sons o |
A gomb felszine: A = 4- 14> 7 =~ 2463 (cm®). Vagyis kb. 2463 cm’ feliiletet kellett ragasztoval
bekenni.

41
3
2- 11,5 = 23. Tehat a hungarocellgoly?6 kb. 23 g-os.

A gomb térfogata: V = 41 11 494 (cm®). Vagyis kb. 11,5 dm’ a térfogata, ezért a témege:




m
T

Adott egy r sugaru és 2r magassagu henger. Adjuk meg a palast terii-
letének képletét! Milyen érdekesség vehet6 észre?

Megoldas
Hasznaljuk a mar ismert képletet és az m = 2r dsszefliggést:

P =2rrm - 2r = 4r°1.

Ez a képlet azonos a gomb felszinképletével, vagyis a gomb felszine
egyenld a koré irt henger palastjanak teriiletével.

Adjuk meg a képen lathato testek térfogatképletét! Keressiink osszefiiggést a harom térfogat kozott!

Megoldds
A henger és a kup esetén is m = 2r.
Vienger = r’reom=r’r-2r =27,
Vk'p _ r’m-m _ r'm 2r _ 2r'm .
. 3 3 3
3
Vg(’imb = 42” .

Tudjuk, hogy Vi 1

up = g ’ Vhenger'

Eszrevehetd, hogy V.., = % * Vienger
Ezek alapjan: Vienger = Veomb T Vi

Arkhimédész (Kr. e. 287-212) az dkor egyik legnagyobb matematikusa volt. Legkiemelkedébb mate-
matikai eredményének azt tartotta, hogy belatta: a gomb felszine egyenl6 a koré irt henger palastja-
nak teriiletével, a gomb térfogata pedig a koré irt henger térfogatanak % részével. Sirjat — kérésének

megfeleléen - egy hengerbe irt gémbbel jelolték meg. Ezt tudva 200 évvel késébb Cicero meg is
talalta Arkhimédész végs6 nyughelyét.

A hetedikes matematika-tankonyv 5. fejezetének bevezet6jében is olvashatsz Arkhimédészrol.

Az életével és munkassagaval kapcsolatos tovabbi érdekességeket megtaldlhatod az interneten.
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Kigolyézunk

A jaték egyszemélyes, de megbeszélhetitek parban is.
Helyezzetek egy hosszu, keskeny valyu egyik felébe
négy sotét, masik felébe négy vilagos golydt! A valya kozepén egy akkora kiszélesedés talalhatd,
amelyben ugy elfér egy golyd, hogy kozben egy masik elgurithaté mellette. A valyu s6tét golydkat
tartalmazo vége zart, a masik nyitott.

Hogyan lehet a valyubol az 6sszes sotét golyot kiguritani tigy, hogy kézben a vilagosak bent marad-
janak? Megtalaljatok a megoldast akkor is, ha a kiszélesedésbe csak sotét golyot lehet beguritani?
A golyok természetesen helyettesitheték mads targyakkal is. A golyds valtozathoz a valyd kénnyen
kialakithat6 példaul gyurmabol. Segitségképpen kezdhetitek 2-2 vagy 3-3 golydval is.

FELADATOK

15" Szamitsd ki a gomb felszinét és térfogatat, ha
a) r=21cm; b) r=42 cm;
c) r=3,6 cm; d) r=10,8 cm!

28 Egy 28 cm atmérdjli, gdmb alaku dinnyét

a) egy vagassal egyforma részekre vagtunk;

b) két, egymasra merdleges vagassal egyforma
részekre vagtunk;

¢) harom, paronként merdleges vagassal egy-
forma részekre vagtunk.

Mekkora egy rész felszine?

350 Egy 12 cm élt kockabdl a lehetd legnagyobb
gombot esztergaltak ki. Mennyi hulladék kelet-
kezett?

45 Nagymama focilabda-
tortat készitett unokaja
sziiletésnapjara. A torta
a diszités eldtt egy 22 cm
atmér6jii  félgomb  volt.
A félgomb gombfeliiletét
4 mm vastagsagban bo-
ritja a marcipan. Mennyi
marcipanra volt sziikség
a torta diszitéséhez?

58 Hazai gyartasd acél-

szerkezet( viztornyok na-

gyon valtozatos méretben
rendelhetdk.

a) Hany hektoliter viz ta-
rolasara alkalmas egy
18 méter magassagban
elhelyezkedé, 6 mé-
teres belsé atmérdjd,
gomb alaka tartaly?

b) Mekkora atméréjii tar-
talyt rendeljen az a falu,
ahol feleekkora térfo-
gatu is elegend6?

63 Hanyszorosara novekedik annak a 24 cm
atmérdjl, gomb alakd lufinak a

a) felszine;

b) térfogata,

amelynek sugarat 1 cm-rel megnoveljiik?

75 Egy 4 cm sugaru gyurmagolyot elfeleztiink,
majd mindkét részét ismét gomb alakura gyur-
tuk. Mekkora lesz ezeknek a gémboknek a su-
gara? Szamolds el6tt tippelj!



Alkalmazasok

Egy forgastest alaku tolcsér teteje egy 4 cm sugaru kor, az alja pedig egy 1 cm
sugart kor. A tolcsér magassaga 12 cm, az also6 része egy 6 cm magassagu henger.
Hany deciliter folyadék lehet maximalisan a tolcsérben, ha az aljat befogjuk?

Megoldas

Készitsiik el a tolcsér forgastengelyére illeszked sikmetszetét! A tengelyes szim-
metria miatt a metszetnek csak az egyik felét rajzoltuk le.

A tolcsér fels6 része egy olyan kuap, amelyikbdl hidnyzik egy
kisebb kup. A szamitdsainkhoz sziikségiink van a kis kup
m magassagara. A metszeten észrevehetd, hogy a DCG ha-
romszog és az ABG haromszog hasonld (szogeik paronként
egyenldk). Ezért a megfelel6 oldalaik aranya egyenld:

%: m”j_6,vagyism+6=4m.

A kis kup magassaga ezek alapjan: m = 2 cm, alapkorének sugara 1 cm, a nagy kdp magassaga
8 cm, alapkorének sugara 4 cm. Ezek felhaszndlasaval a tolcsér felsé részének térfogata:

2 2
Vs = Voo = K8 10702 _ yo7 ~ 131,95 (cm?).

felsd rész nagykap Y kiskap 3 3
Az also, henger alaku rész alapkorének sugara 1 cm, magassaga 6 cm. A térfogata:
Vi = 1276 =671 =~ 18,85 (cm’).
+V

also rész

= 131,95 + 18,85 = 150,8 (cm’).

Szdmitasaink alapjan a térfogat pontosan 427 + 67 = 487 ~ 150,8 (cm’), de a mindennapokban
nincs sziikség ilyen pontossagra. A 150,8 cm”’ helyett tehat nyugodtan mondhatjuk, hogy a télcsér-
ben 1,5 dl folyadék lehet.

A tolcsér térfogata: V=V,

elsé rész

Megjegyzés

A tolesér tetejét ugy kaptuk, hogy egy kupbol levagtunk egy kis kupot. Az igy kapott test neve: csonka-
kap. Az edények, vazak, poharak kozott ilyen alakuakat is talalunk. Térfogatukat két kap kiilonbsége-
ként kapjuk meg. Gulabdl ugyanilyen médszerrel csonkagulat hozhatunk létre.

~—— Egy henger alaku poharat csordultig toltottiik vizzel. Hogyan lehetne segédeszkozok hasz-
! nalata nélkiil egy kup alakt vazaba onteni a poharban 1évé viz felét?

Megoldds
Csak a henger alakd poharnak van szerepe, a kup alaka vazanak nincs. A
Az dbra mutatja a feladat megoldasat. v




Alkalmazasok

Egy régi réz cukrasziist alakja egy 26 cm sugaru félgomb, amely-
be 16 cm magassagig vizet 6ntottiink. Mekkora vizfeliiletet lat-
hatunk az edényben?

Megoldds

Rajzoljuk meg az iist megfelel6 sikmetszetét!
A vizszint az tst felsé peremének sikjatdl 10 cm-re van, hiszen
a félgomb magassaga a gomb sugaraval egyenld. A vizfeliilet

VI/3.

egy r sugaru kor lesz, hiszen tudjuk, hogy a gomb minden met- 26
szete kor alakd. A gomb kozéppontjatdl a vizfeliilet pereme \ 10 26
26 cm-re van, mivel ez a tavolsag is megegyezik a gomb sugara- - .
val. A metszeten lathaté derékszogt haromszogre alkalmazzuk 6

a Pitagorasz-tételt: 10° + r* = 26°.

Tehat a vizfeliilet sugara: r = 24 cm, igy a vizfeliilet teriilete:

T =247 ~ 1810 (cm?).

FELADATOK

15" Szeretnénk megtudni, hogy mekkora suga-
ru gomb térfogataval egyenld egy szabalytalan
alaku kavics térfogata. Van egy vizzel meg-
toltott mérdhengered. Hogyan jarnal el?

25 Mekkora a képen
lathato fonott kosar
térfogata, ha a bels6é
magassaga 15 cm, a
fels6 kor sugara 20 cm,
az also koré pedig 8 cm?

3M Egy 5 cm sugart, gombnek tekinthetd pa-
radicsomot ugy vagunk ketté, hogy a kozép-
pontja 2 cm-re van a vagas sikjatol. Mekkora
a vagasfeliilet?

43 Hogyan kell egy sik mentén szétvagni a ko-
vetkez6 testeket, hogy a térfogatuk felez6djon:
a) gomb; b) kap;

c) téglatest; d) henger?

55 Egy kup alakd edény ponto-
san 1 literes. Rajzold le a kipot
a flizetedbe, és jelold be egy
vizszintes vonallal a 14,8 cm
hosszu alkotéjan, hogy med-
dig toltsiik az edényt, ha fél
liter, illetve ha negyed liter
vizet szeretnénk belednteni!
Szamolas el6tt tippelj!

65 Mekkora egy 20 cm belsé &:7
magassagui és 1,2 cm belsd
atmérdjii kémcsé térfogata?
A kémcsé alséd része fél-
gomb, a felsé része henger
alaku.




Osszefoglalas VI/ 6 .

Gytjtsiik 0ssze az eddig tanult felszin- és térfogatképleteket!

A hasab felszine: A = 2T + P, ahol T az alaplap, P a palast tertilete.

A hasab térfogata: V = Tm, ahol T az alaplap teriilete, m a hasab magassaga.

Mivel a kocka és a téglatest is hasab, ezért a fenti képletek magukba foglaljak ezeket
a specialis eseteket is.

A henger felszine: A = 2T + P = 2’ + 2rrm = 2r7(r + m), ahol T az alaplap, P a pa-
last teriilete, r az alapkdr sugaranak hossza, m a henger magassaga.

A henger térfogata: V = Tm = r’m, ahol T az alaplap teriilete, m a hasab magassaga,
r az alapkdr sugaranak hossza.

A gula felszine: A = T'+ P, ahol T az alaplap, P a palast teriilete.

A gula térfogata: V = Im  ahol Taz alaplap teriilete, m a gula magassaga.

3

A kup felszine: A = rz(r + a), ahol T az alaplap, P a palast teriilete, r az alaplap sugara-
nak hossza, a a kup alkotdjanak hossza.
T-m _ r’mm

A kap térfogata: V = R ahol T az alaplap teriilete, r az alaplap sugaranak

hossza, m a kip magassaganak hossza.

A gomb felszine: A =4-r°7.
4r’z

A gomb térfogata: V = , ahol r a gomb sugaranak hossza.

Ob



Osszefoglalas

VI/6.

FELADATOK

Az 1-8. tesztfeladatoknak egy helyes megoldasa van.

15 Egy gula térfogata 652 cm’. Mekkora a vele
azonos magassagu és alaplapu hasab térfogata?
A: 652 cm’-nél kevesebb

B: 978 cm’

C: 1304 cm’

D: 1956 cm’

E: Az el6z6ek egyike sem.

253 Egy 24 cm magas kup alapkorének 4tmérd-
je 36 cm. Melyik 4llitas lehet igaz az alkotojara?
A: Centiméterben mérve nem egész szam.

B: V1872 cm
C: Rovidebb, mint 24 cm.

D: v720 cm
E: 30 cm

35 Egy gula minden lapja 11 cm’ teriiletd.

Mekkora a felszine?

A: Ez az egy adat kevés a kérdés megvalaszola-
sahoz.

B: Biztosan tobb, mint 44 cm”.

C: 33 cm’

D: 44 cm’

E: 55 cm’

43 Mekkora az eltérés 2 db 3 cm sugard és 3 db

2 cm sugaru gomb felszine kozott?

A: Egyenl6k, tehat nincs eltérés.

B: A 2 db nagyobb gémb felszine 24 cm’-rel
nagyobb.

C: A 2 db nagyobb gémb felszine 247 cm’-rel
nagyobb.

D: A 3 db kisebb gomb felszine 247 cm*-rel na-
gyobb.

E: A 2 db nagyobb gémb felszine pontosan
75,36 cm’-rel nagyobb.

5a" Melyik arany adja a kocka és a benne 1év6
legnagyobb gomb térfogatanak aranyat?
A:2:3

B:3:2

Co:m

D:v2:1

E: Az el6z6ek egyike sem.

63 Egy kap cstcsébol az alapkorével parhu-
zamosan levagtunk egy 231 cm’ térfogatd kis
kapot. A két test azonos magassagu lett. Mek-
kora volt az eredeti kip térfogata?

A: 924 cm’-nél kevesebb

B: 924 cm’

C: Ennyi adat ismeretében nem adhat6 meg.
D: 693 cm’

E: 1848 cm’

75 Megszamoltuk egy gula éleinek a szamét.
Mennyit kaphattunk eredményil?

A: 1001

B: 2000

C: 2015

D: 2061

E: 2345

85 Egy gdmb felszinének és térfogatdnak ugyan-
annyi a mérészama. (A sugar hosszat centi-
méterben, a felszinét négyzetcentiméterben,
a térfogatat kobcentiméterben adtuk meg.)
Melyik allitas lehet igaz az aldbbiak koziil?

A: Tlyen gémb nincs.

B: A sugara 2 cm hosszusagu.

C: A sugara 3 cm hosszusagu.

D: A sugara nem fejezhetd ki egész szammal.
E: A sugara 7 cm hosszusagu.



Osszefoglalas

95 Egy 16 cm élhosszusdgu kocka egyik sar-
kabol kivagtunk egy kis kockat. Ennek térfoga-
ta az eredeti kocka térfogatanak a 12,5%-aval
egyenld. Mekkora a kivagott kiskocka élhossza?

108 A keritéshez felhaszndlt deszkdk mére-

te: 15 cm, 90 cm, 2 cm. A deszkak rogzitése

négy csavarral torténik, melyeknek 6 mm az

atmérdje.

a) Mekkora lesz egy kiftrt deszka térfogata?

b) Hany darab deszkara késziilt el a furat, ha
mar 1 dm’ a hulladék?

118 Egy esztergalyos azt a feladatot kapta,
hogy 4 cm-szer 4-szer 25 cm-es négyzetes 0sz-
lopokbdl a legnagyobb térfogati hengereket
készitsen. Mekkora lesz az igy kapott hengerek
felszine, térfogata?

128 A szabélyos hatszog keresztmetszet(i to-
ronyra rézlemezbdl tet6t terveznek. A tetd
olyan gula lesz, amelynek oldallapjai egyen-
16szara haromszogek. A haromszogek alapja
4 m, a szarai pedig 6 m hosszuak.
a) Mekkora feliiletet kell rézlemezzel boritani?
b) A vagasok és az atfedések miatt a megvasa-
rolt lemez mennyiségének a 18%-a hulladék
lett. Hiny m’ lemezt vasdroltak dsszesen?

135 Egy emléktargyboltba tivegbdl készitett,
négyzet alapu gulak érkeztek. Az iizletben a
feliiletére szoveg bevésését is vallaljak. A gulak
alaplapja 70,56 cm’ teriilet(i, a magassaga pedig
6 cm. Mekkora a tomege egy ilyen emléktargy-
nak, ha az {iveg stirtisége 2500 kg/m’ (azaz 1 m’
tiveg 2500 kg tomegti)?

148 Vésaroltunk egy 26 cm atmérdjli gumi-

labdat.

a) Mekkora a feliilete?

b) Mennyi anyagbdl késziilt, ha az anyagvas-
tagsag mindeniitt 4 mm?

VI/6.

155 A 4 dm-szer 6 dm-es akvariumba 36 liter

vizet 6ntiink.

a) Milyen magas lesz a vizszint?

b) Belerakunk egy 7 cm sugart acélgdémbot.
Mennyit emelkedik a vizszint?

165 Tizennégy darab, 12 cm sugaru fagombot
pirosra, és ugyanennyi 12 cm sugard fa félgom-
bot zoldre kell festeni. Melyik festékbdl és hany
szazalékkal fogy tobb, mint a masikbdl?

175 A kép egy tarsasjaték figurainak kereszt-
metszetét mutatja. Ezek a 3,6 cm magas mua-
nyag babuk ugy tekinthet6k, hogy egy 0,6 cm
sugaru gombbdl és egy 1,2 cm sugart

kupbdl allnak. Mekkora mennyiségii

anyagot haszndlnak fel 1500 darab

ilyen babu gyartasakor?

185 Kartonpapirbdl kivigtunk egy 32 cm ét-
mér6jli kort, majd feleztitk az atmérdje men-
tén, az egyik felét pedig feleztiik a sugara men-
tén. A harom korcikk egy-egy kup paldstja lett.
A két kisebb kup palastja-
nak teriiletosszege egyen-
16 a nagyobb kup palast-
janak teriiletével. Milyen
viszonyban van a két ki-
sebb kup térfogatdsszege a
nagyobb kup térfogataval?

195 A fényképen léthato stit6forma alja 10 cm
sugard, a teteje 14 cm sugaru kor, a magassaga
pedig 4 cm. Mek- 4 ay
kora az edény tér-
fogata?




1 Gyakorlo feladatsorok felvételire

1. Valaszolj a kovetkezo kérdésekre!

a) Mennyi a %—nél 5-tel kisebb szam g—e?

b) Mennyia 10 és a % Osszegének és kiillonbségének a szorzata?

c) Mennyi a 225-nek a 25%-4ndl 13-mal kisebb szdm?

2. Tedd igazza a kovetkez6 egyenléségeket!

a) 5kg-225dkg=......... g b) 46 cm’ + 4600 mm’ = ......... cm’=......... dm’
¢) 13mm+13cm+ 13dm+......... m=1,5m
3. Julcsit megkérte az anyukaja, hogy az iskolabdl hazafelé P

menet vegyen a péknél kenyeret, a zoldségesnél pedig almat.
Hanyféle uton mehetett haza Julcsi, ha elhatarozta, hogy a P,
A, B, C, Z keresztez6dések koziil pontosan négyet fog érin- |

H
teni és egyiken sem halad at kétszer? (Az abran: I = iskola,
P = pék, Z = zoldséges, H = otthon, a tobbi keresztezddést az
A, B, Cbetiik jelolik. Egy lehetséges utvonal: IPBZCH.)

4. Torpfalvan uj fizetéeszkozt szeretnének bevezetni, de el6tte megkérdez-
ték a torpoket, hogy szerintiik milyen formaban lenne ez a legcélszeriibb.
A megkérdezettek életkorat és valaszat az alabbi tablazat tartalmazza. Vala-
szolj a kovetkezd kérdésekre az adatok alapjan!

Papirpénz Fémpénz | Virtualis pénz
Torpgyerekek (0-10 év) 3 10 32
Fiatal torpok (10-20 év) 12 15 21
Id6s torpok (20 év folott) 36 20 7

a) Készits oszlopdiagramot a fiatal torpok valaszairol!

b) A megkérdezett torpok hany szazaléka gondolja a fémpénzt a legcélsze-
riibb fizetdeszkoznek?

c) Melyik fizetéeszkozt vezetik be, ha a kérdés szavazas ttjan dol el, és a fa-
luban minden 10. életévét betoltott torp szavazhat?

5. Az dbran egy szabalyos nyolcszog lathaté néhany atldjaval. G D

a) Sorolj fel 6t egybevagd haromszogpart!

b) Adj meg egy-egy valtoszogpart, egyallasu szogpart, kiegészitd szogpart és
potszogpart!

c) Hatarozd meg a kovetkezé szogek nagysagat: EJD<(, AJD<(, BCD<,
CDB<, HEG ! A B

H C
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Gyakorlo feladatsorok felvételire > 1

6. Az ABCD négyszdget koordinata-rendszerben dbrazol- yA
tuk. i B
a) Milyen négyszog az ABCD négyszog?
b) Az E pont elsé koordinatdja 4. Add meg a masodik C
koordinatajat ugy, hogy az egy 4-nél nem nagyobb po- A
zitiv egész szam legyen, és az E pont
- anégyszog belsejében; D
- anégyszog hatarvonalan; 1
- anégyszogon kivill helyezkedjen el! ol T 1 T T T =
c) Ird fel az A és B pontokon 4thaladé linedris fiiggvény
hozzarendelési szabalyat!

7. A kovetkezd allitasokrol dontsd el, hogy igaz vagy hamis!

a) Ha egy pozitiv egész szamnak kett6nél tobb osztdja van, akkor az dsszetett szam.
b) Nem minden rombusz paralelogramma.

c) Egy sokszog bels6 szogeinek osszege lehet 1800°.

d) Minden linearis figgvény képe egy egyenesre illeszkedik.

e) A koordinata-rendszer minden egyenese egy linearis fiiggvény képe.

8. Zsofi anyukdja farsangi fankot siitott a csalddjanak. Zsofi siités utan megallapitotta, hogy a fankok
szama 15-tel és 2-vel is oszthatd. A fankok 60%-a elfogyott vacsorara. Masnapra mindegyik gyereknek
és az apukanak is csomagoltak uzsonnara 2-2 darabot. A maradék 10-et az anyuka bevitte a munkahe-
lyére kdstolonak. Hany gyerek van a csaladban?

9. A fitk technikaéran 1 cm vastag falemezekbdl 5 cm magas piramist barkacsoltak. A szintek négyzet
alakuak voltak, rendre 9 cm, 7 cm, 5 cm, 3 cm és 1 cm oldalhosszal. Mekkora az igy 6sszedllitott piramis
felszine és térfogata?

A
oA
e

-

10. Egy pozitiv kétjegy(i szam elsé szamjegye 1-gyel kisebb, mint a masodik. Ha a szamjegyeket felcse-
réljiik, akkor az eredeti szam harmaddanak a négyszeresénél 6-tal kisebb szamot kapunk. Melyik ez a
szam?

215 >




2 Gyakorlo feladatsorok felvételire

1. Helyezd el az alabbi dbran a pozitiv egész szamokat 1-t6l
12-ig ugy, hogy az azonos koriven 1évé szamok osszege
28-nal kisebb legyen!

2. Tedd igazza az alabbi egyenldségeket!
a) 4h+600s =... min

b) 123 cm’® — 0,5 dm’ = ... mm’

c) 1564 m — ... km = 6400 cm

d) 5dkg+5kg=...¢g

3. Alma, Bordka, Csenge és Dori tarsasjatékoztak. A jaték elején valasztaniuk kellett a piros, kék, zold,
sarga és fehér babuk koziil. Alma és Bordka egy szdtagu szint szeretne, DOri nem szereti a kék, zold és
fehér szineket, Csengének pedig mindegy, melyik babuval jétszik. Ird le, hogy alakulhatott a babuk el-
osztasa, ha mindenki kivdnsagat figyelembe vették!

4. Eszter viragos sormintéaval disziti a fiizete boritojat. Ot-

szirmu, sarga kozept, egyleveld viragokat rajzol, de minden

harmadik virdgnak két levelet, minden negyedik viragnak

négy szirmot rajzol, és minden 6tddik viragnak narancs-

sargara szinezi a kozepét.

a) Milyen tulajdonsagai vannak a 36. viragnak?

b) Melyik a legkisebb sorszamu, négyszirmu, narancssarga
kozept és egylevelt virag?

¢) Hany 6tszirmu, sarga kozep, egylevelii virag van az 6tven
virdgbdl all6 mintdban?

5. Egy szabalyos ABC haromszog oldalaira szabdlyos négy- J I H
szoget, Otszoget és hatszoget rajzoltunk, igy kaptuk a DEFG-
HIJKL kilencszoget. C G
a) Mekkorak a kilencszog bels6 szogei? K
b) Tedd hosszuk szerint novekvo sorrendbe az EF, HI és LD

szakaszokat! F
¢) Milyen négyszogek a kovetezok: DEAL, ACKL, LDBI, L A B

CIKL?

D E
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6. Feco, Gergd, Huba és Ivan nyaron meggymagozo versenyt tartottak.

Az eredményt a jobb oldalon 1év6 oszlopdiagram abrazolja. 150
a) Ki nyerte a versenyt? —
b) Ha csapatban jatszanak, elképzelhet6-e, hogy nem a nyertes csapatba -
keriil az egyéni nyertes? 100 HH H
¢) Melyik kordiagram szemlélteti helyesen a végeredményt? nenknlEr—s
O F O F o AL
e e me Y
O H O H OH
W1 W1 mr ol LLLLILL

s
D
a»

I

d) Mennyi meggyet magoztak ki atlagosan?
e) Hany szazalékat magozta ki a meggynek Gergd?

7. Dontsd el, hogy igazak vagy hamisak-e a kovetkezé allitasok!
a) Minden szamnak van reciproka.

b) Négy gyerek 24-féleképpen allhat sorba.

¢) A szabalyos sokszogek tengelyesen szimmetrikusak.

d) A tengelyesen szimmetrikus sokszogek szabalyosak.

e) A 2 minden paros szam osztoja.

8. Két testvér 40 darab cukorkan osztozkodik. Jancsi, aki két évvel idésebb Katindl, azt javasolja, hogy
az altaldnos iskolai évfolyamuk sorszimanak ardnyaban osszak szét a kupacot. (Mindketten 6 évesen
kezdték az iskolat és nem ismételtek évet.) Kati inkabb az éveik szamat venné alapul, mert akkor jobban
jarna: csak 4-gyel kevesebb jutna neki, mint Jancsinak. Végiil Kati javaslata alapjan osztoztak. Hany
cukorkaval kapott igy tobbet Kati, mint Jancsi 6tlete alapjan kapott volna?

9. Osztalyfénoki 6ran szavazast tartottak az osztalykirandulds helyszinérdl. A harom lehetséges helyszin
koziil legalabb egyet és legfeljebb kett6t mindenkinek valasztania kellett. A szavazatok 6sszeszamolasa
utan a kovetkezé eredmény keriilt fel a tdblara: Gyor: 18, Debrecen: 13, Szeged: 11. Néggyel tobben
szavaztak két helyszinre, mint ahanyan csak Szegedre, négyen irtak be Szegedet és Gyért, és csak Deb-
recenbe 8-an mentek volna. Hany diak vett részt a szavazason?

10. Lali szétszedte a 4 x 4 x 4-es Rubik-kockat ugy, hogy csak az élek mentén 1évo
kiskockakat hagyta meg.

a) Hany szazalékdra csokkent az eredeti kocka térfogata?

b) Az igy keletkezett test kis négyzetlapjainak hanyad részén van eredeti szinezés?
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1. Add meg a kovetkezd négy szam koziil azt a kett6t, amelyik a legkozelebb, és azt a kett6t, amelyik
a legtavolabb van egymastol a szamegyenesen!

1,3 5 1.3.5 1,35 1,3).5
R Vit )24 D(3%%)
2. Egy gyerek a strandon kerek és szogletes kavicsokbdl a kovetkezd alakzatokat rakta ki:
n
u mom o N o
] ot nu’n ] OO
L) o o .o=o.
a) Hany kavicsbdl allna a kovetkez6 alakzat? b) Hanyadik alakzat all 81 kavicsbol?

¢) Melyik fajta kavicsbdl van tobb a 45. alakzatban és mennyivel?
d) Az egyik alakzatban legyen a db szogletes és b db kerek kavics. Add meg a szogletes és a kerek kavi-
csok szamat a kovetkezd alakzatban!

3. A racson a szomszédos egyenesek tavolsaga legyen

I cm.

a) Mekkora az abran lathato deltoid teriilete?

b) Az ABGH és a BCFG négyszogek koziil melyiknek
nagyobb a teriilete és mennyivel?

4. Nagymama hét {iveg barack és szilva lekvart tett egy-
mas mellé egy polcra. Arra emlékszik, hogy a két szélén
baracklekvar zarta a sort, és arra is, hogy eggyel keve-
sebb iiveg szilvalekvart tett a polcra, mint baracklekvart.
Hanyféleképpen sorakozhat a hét iiveg a polcon?

5. Zénd egy héten keresztiil minden nap feljegyezte,
hogy mettél meddig nem volt otthon. Ezt szemlélteti az
alabbi diagram:

H e
K e
Sze —————————————
Cs ey
P e ey
Szo W
% e

AN TP IR\ TN PR TR PR PR TP PR\ TR RN IR RN PR RN TR RN RN IR IR IR IR\ TR TR
ST S S S S S S S S S S S S S Sy S

a) Melyik napon indult el a legkorabban otthonrol?

b) Mit mondhatunk, atlagosan mikor érkezett haza?

¢) Hany olyan nap volt, amikor tobb id6t toltott otthon, mint mashol?
d) Mely napokon nézhette meg otthon a 19 érakor kezd6dé hiradot?
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6. Egy szabalyos haromszogracson bejeloltiink néhany pontot. \/D \VE \/F
Ezek segitségével adj meg egy olyan sokszoget, amelyik

a) egyenld szaru, de nem szabalyos haromszog; I C

b) tompaszogl haromszog; ¢) deltoid;

d) trapéz; e) paralelogramma; f) konkav!

7. Egy 2012-es tanulmany szerint, amikor a Fold népessége 7 milliard
t6 volt, akkor a vilagvallasok kovetdinek eloszlasa a kovetkezéképpen
alakult:

a) Ugyanezen tanulmany szerint 400 millié ember kiilonféle hagyoma-
nyos, torzsi vallas kovetdje. Hany szazalékat teszik ki 6k az ,.egyéb”
kategoérianak?

b) Hany muzulman és hany buddhista ember élt a f61don 2012-ben?

¢) Milyen aranyban voltak a négy vilagvallas valamelyikének kovetdi,
illetve azok, akik nem kovetik egyiket sem?

keresztény
32%

8. Tamds és Agi biciklivel T T Agi

egy napon beliil megkeriilték ., _ . y

+ Balatont. Mindketten Si. SlOfOl,( (0 km) 7:00 17:45 A Slofoll< (210 km)
fokrél indultak, ma)d a tdra FOIlYOd (60 kl’lﬂ 9:45 15:10 FOI’IYOd (150 km)
végén ott is taldlkoztak, de  Keszthely (100 km) 11:50 13:50 | | Keszthely (110 km)
ellenkez8 irdnyban tették  Révfiilop (135 km) 12:30 11:15 | | Révfiilop (75 km)
meg a kort. A kozos_?n MEg~  Balatonfiired (165 km) | | 14:15 9:20 | | Balatonfiired (45 km)
beszélt helyeken a kovetkezé fok m _ . Sfok (0 k

idéket mérték: Siofok (210 km) 15:30 7:00 | | Siéfok (0 km)

a) Készits szemlélteté diagramot az ttrdl!

b) Ki ért el6bb korbe? Mennyit vart a tarsara?

¢) Mennyi volt az atlagsebességiik?

d) Tamés 100 km megtétele utan felhivta Agit telefonon. Melyik két varos kozott volt ekkor Agi?

9. Andris fa épit6elemekbdl garazst épitett. A garazs négyzet alapu, az oldalfalai

négyzet alapu hasabokbdl, a teteje egyenld szaru derékszogii haromszog alapu

hasabokbol van 6sszerakva az abran lathaté moédon.

a) Mekkora a garazs légtere, ha a négyzetes oszlopok alapéle 2 cm, magassaguk
pedig 10 cm hossza?

b) Mennyi faanyagot hasznalt Andris az épitéshez?

¢) Mekkora a garazs belsejének feliilete?

10. Ha egy gép két hektar foldet szant fel egy ora alatt, akkor
a) hany gép szant fel 44 hektar foldet egy ora alatt? b) hany gép szant fel 44 hektar foldet 4 dra alatt?
¢) hany 6ra alatt szant fel 5 gép 20 hektar foldet? d) hany hektar foldet szant fel 10 gép 24 6ra alatt?
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1. Hatarozd meg az a, b és c értékét, ha tudod, hogy
4
a) =17 —(—a)=17; b) b:§:16; c) c-(=9)=11!

d) Szamold ki az a: b : c kifejezés értékét!

2. Ird be a hianyzé szamokat tgy, hogy igazak legyenek az egyenldségek!

a)348m-—......... cm = 147,9 dm b) 31m°+2380cm’=......... dm’
c) 026ra+180mp=......... perc d) 1,781—......... cd=284dl
3. A Csel@vdrosi Altaldnos 4. o
Iskolaban két nyolcadik .
. - szdma
osztaly van. Az osztalyok harom
létszama megegyezik. Min- 10 ;
den tanulénak van testvé- kettd
re. Az alabbi két diagram a — —
nyolcadik osztalyosok test- %<| Ii || > 8y
véreinek szamat mutatja. egy kett§ ~ harom  testvérek
a) Hanyfésekaz osztalyok? szdma
b) Hany gyereknek van egy 8.a 8.b

testvére a 8. a-ban?

c) Hany gyereknek van harom testvére a 8. b-ben?

d) Melyik osztélyban van tobb olyan gyerek, akinek két testvére van?

e) Melyik osztalyban tobb a testvérek szama és mennyivel?

f) A 8. a osztalyosok testvéreinek 58%-a madr iskoldba jdr, a tobbiek dvoddba. Hany ovis testvére van
a 8. a-soknak dsszesen?

4. Igaz vagy hamis?

a) Minden négyzet deltoid.

b) A 3147 primszam.

c) A paralelogrammanak pontosan két szimmetria-
tengelye van.

d) Minden a és b valds szamra igaz, hogy
2(3a + 4b) = 6a + 4b.

e) Minden 5-re végz8dd szam oszthat6 15-tel.

5. Hanyféle killonb6z6 ttvonalon juthat el a lovag a sar-
kanyhoz, ha csak felfelé¢ vagy jobbra haladhat?
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6. Kilencedik osztalyban angolul, németiil és olaszul tanulnak a didkok, mindenki pontosan két nyelvet.
Az angol-német parositast 16 didk valasztotta. Ok kétszer annyian vannak, mint a német-olaszt tanu-
16k. Olaszul 6sszesen 20 didk tanul az osztalybol.

a) Hanyan valasztottak az angol-olasz parositast?

b) Hanyan tanulnak németiil?

¢) Mennyivel tobb didk tanul angolul, mint olaszul?

d) Mekkora az osztalylétszam?

7. Julcsi viragcsokrot készitett a nagymamdjanak. A virdgok harmada rézsa, 25%-a narcisz, a tobbi

tulipan.

a) A csokor hanyadrésze tulipan?

b) Hany szal ndrcisz és hany szdl tulipan van a csokorban, ha tudod, hogy 8 szal r6zsa van benne?

¢) Par nap utdn nagyi kidobta a hervadt szdlakat: 3 tulipant, 2 narciszt és 1 rézsat. Ird fel a megmaradt
viragfajtdk aranyat!

8. Az ABCD négyszog olyan téglalap, amely nem négyzet. Az AC és BD atlok metszéspontja a P pont.
Az ABP haromszdg teriilete 27 cm’.

a) Készits abrat a megadott adatok alapjan!

b) Szamold ki a téglalap tertiletét!

c) Mekkora a téglalap BC oldala, ha az AB oldala 12 cm?

d) Szamitsd ki, hdny cm hosszu a téglalap atloja!

9. a) Tikrozd az AD oldal felez6pontjara az A(1; 4), B(—3; 4), C(—1; —3), D(3; 0) csticsokkal megadott
négyszoget! Add meg a titkorkép csucsainak koordinatait!

b) Add meg annak az egyenesnek a hozzarendelési szabalyat, melyre a négyszog cstcsait tengelyesen
tukrozve az A’(3; 2), B'(3; —2), C'(—4; 0), D’(—1; 4) négyszoget kapjuk!

10. Az eszkim6 gyerekek 15 cm x 35 cm-es
alapteriiletd, 10 cm magas jégtéglakbol jég-
kunyhot épitettek a kutyajuknak. Az alsé sor
27 téglabdl allt, a kovetkez6 sorokhoz pedig
mindig 4 téglaval kevesebb kellett. A tetejére
3 tégla keriilt.
a) Hany sorbdl all a kunyho?
b) Hany téglat hasznaltak fel az épitéshez?
¢) Hany liter vizet kellene lefagyasztanunk,
ha egy ilyen kunyhot szeretnénk épiteni?
d) Mikor a kunyho elkésziilt, a gyerekek na-
gyon mosolyogtak, mert észrevették, hogy elfelejtettek ajtét épiteni a kunyhora. Igy az alsé négy
sorbol kivettek rendre 4, 3, 2, illetve 1 téglat. Igaz-e, hogy a téglak tobb mint 10%-at feleslegesen
épitették be a kunyhoba? Valaszodat indokold!
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Elérkezett az utolsd osztalyfénoki éra. A gyerekek remélték, Sajnos ennyi volt
hogy néhanyan mehetnek még egy bdnuszkert a futuroszképpal: ~ erre az éwre, a gépet
de szomortan konstataltak, hogy az mar nincs a Iaborban visszaszallitottak. .

A Kiegészitdkért
és az eredményekért majd az
évzard utan jonnek. Ezért is kérek
mindenkit3l egy rovid beszamolst

Hogyan hatott rad, az élmeényeirdl.
hogy belekukkanthattal a jsvéber
A max. egyoldalas rasmivet legkésdbb
vasarnap este 8-ig mindenki Kiildje el
az e-mail cimemre!

Abban biztam,

hogy ha nekem nem is; de majdani
snmagatoknak elhiszitek, hogy

a matematika nélkiilczhetetlen része

a mindennapjainknak. Van, ahol ez

egyértelmien kitdnik, van, ahol a hattéroen
bljik meg, de mindeniitt ott van
valamilyen formaban.

Egyet
azonban feltétleniil
tartsatok szem
eldet!

A futuroszkdp nem id&gép.
Rengeteg alternativ iddvonal |etezik.
Az, hogy épp melyiket sikeriil befogni rajta,
az nagyban fligg az alany érzéseitdl, gondolataitdl,
pillanatnyi vagyaitsl. Vagyis amit [attatok, kordantsem
biztos, hogy gy is torténik majd. A dontés a tietek,
azza valhattok, amivé csak akartok.

Rajtatok all; a ti kezetekben van Kssz5ndm
a marsalloot! nektek ezt az &vet,
nagyszert volt veletek
dolgozni/
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JO taNacSoK

a taNULaSHoz

Tobbféleképpen is

olvashatunk. Tudtad?

« Figyelmes olvasas: minden részlet érdekel.
o Gyorsolvasas: mar olvastad, most csak atismétled.

o Attekinté olvasas: meg akarod tudni, mirél is lesz szo.
« Kereso olvasas: bizonyos informacidkat keresel.

Probald atlatni, mirol is
sz0l a konyv!

o Nézd meg, mit igér a tartalomjegyzék!
« Gondold at, hogyan és miért kovetkeznek egymasra
a fejezetek leckéi!
« Kutasd fel, milyen segitséget ad még a konyv a tanuldshoz!

Ne add fel, ha valami

nehezen értheto!

 Fogalmazd meg kérdések formajaban is, amit nem értesz!

« Nézd meg az dbrakat is, hatha azokban rejlik a valasz!

« Ha igy sem boldogulsz, megkeresheted ugyanennek a t¢émanak
a magyardazatat az interneten is.

» Gondold at, kitdl kérhetnél személyes segitséget!

Ha valamit szeretnél.
pontosan megjegyeznl,
foglalkozz vele

Kkiilon is!

o Olvasas kozben készits magadnak jegyzetet!
o Készits kérdéskartyakat a legfontosabb dolgokrdl!
o Oldjad meg a témahoz tartozé feladatokat!

Ha egy lecke vagy egy

témakor végére ersl
értékelj!

« Mik voltak a legérdekesebb dolgok?

 Miért fontos vagy hasznos neked ez az Gj tudas?

 Mikor és hogyan tudnad 4j tuddsodat hasznositani?

« Milyen korabbi ismeretek és tapasztalatok jutottak eszedbe
e rész tanuldsa kozben?

« Mit lenne j6 még megtudni?




Raktari szam: FI-503010801/1

?ISBN 978-963-436-104-6

A matematikus nem attél matematikus, hogy tud szamolni,
ugyanugy, mint ahogy egy futballista sem attdél focista, hogy
tud futni. Persze, ezt is megteszi, ha kell, hozzatartozik
a szakmajahoz, de azért a focista nem egy futd, aki el6tt
idénként ott pattog egy labda. Azért focista, mert tud mit
kezdeni a labdaval, ha az éppen elébe kerul. A matematikus
nagyjabdl ugyanigy van ezzel, csak az 6 labdaja valamiféle
végletekig absztrakt objektum.

Meéré Laszlo

A teljes tankdnyv az Okosportalon is megtekinthetd.
[=lp5: (=] 9 okosportal.hu

= Kattanj a tudasra!
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