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Udvozliink a 7. osztalyban!

Az 4j matematikakonyvedet tartod a kezedben.
Ha ennek a sorozatnak az 5.-es vagy 6.-os konyvébdl tanultal korab-
ban, akkor talalsz néhany ismerds dolgot, de lesznek ujdonsagok is.

JO TANULAST ES KELLEMES UTAZAST!




Esztert és Kristofot els6 hallasra nem hozta lazba a kotelezd tanulmanyi kirandulas hire.

— Lattad, hogy Judit néni még azt is el6irta, hogy el6adast tartsunk a tobbieknek? — fordult Eszter
Kristéthoz.

Kristdf csak bologatott, de nem valaszolt, mert teljesen elmeriilt annak az 0j téridétrafénak a
tanulmdnyozdsaban, amit az iskola egy nemzetkozi palydzaton nyert. A szerkezet lehetévé tette,
hogy az osztily néhany tagja a kirdndulds alkalmadval szabadon mozogjon a térben és az idében.

A kezdeti unott varakozast és az elsé téridéutazast kovetéen Kristof ugy fordult Eszterhez, mint-
ha csak az egy nappal korabban feltett kérdésére valaszolna, bar ez alkalommal elégedett mosoly
teriilt szét az arcan.

— Azt hittem, haldlosan unalmas lesz, de ez elképesztd volt! Lattuk Arisztotelészt meg Alexand-
roszt fiatalon. Ott sétaltak eléttiink, akdr meg is tudtuk volna érinteni 6ket! Es az a forditokiityti,
amit kaptunk, Attila eddigi legjobban sikeriilt szerkezete!

— Erdekes volt hallani, amikor Arisztotelész a logikardl, a logikai kovetkeztetésekrdl mesélt, aztan
meg arrél magyardzott, hogyan emlékeziink azokra a dolgokra, amiket korabban érzékeltiink, és
hogy tulajdonképpen ebbdl kovetkezik az, hogy tudunk valamit - mondta Eszter elgondolkodva.
— Kar, hogy utdna a katonak elvitték a kis Nagy Sandort vivdedzésre. Rémes, hogy még be sem
jelolhetem facebookon! — nevetett Kristofra, aki lelkesen bongészte a kovetkez6 utazas kiirasat a
neten.



{ , SZAMOLD OSSZE!

A csoportmunka soran lathattatok, hogy vannak
olyan kérdések, amelyekben csak 6sszeszamlalas
Keressetek vdlaszokat két-haromf6s csopor- a feladat. Az ilyen tipust kérdésekkel is a mate-
tokban a kovetkezd kérdésekre! matika foglalkozik. Amig az esetek szdma nem
I. Hanyféleképpen lehet a 10-et hdrom po- tal nagy, addig figyelmes felsoroldssal is megvé-

zitlv egész szdm Osszegére bontani, ha a laszolhatod a kérdéseket, de nagy esetszam esetén

szamok sorrendje nem konnyt a feladat.

a) nem szamit;

b) szamit?

. Hanyféle olyan haromszog van, amelyeket
tiz egyforma palcikabol (példaul gyufa-
szalbol) tudtok kirakni?

CSOPORTMUNKA

1. PELDA

Az abran lathatd bivos négyzet minden soraban és minden oszlopaban ugyan- 02 || i
annyi a harom szdm 6sszege. Toltsiik ki a tablazatot! Eléfordulhat-e, hogy nyolc

tanul6 mindegyike masféle sorrendben irja be a hianyz6 szamokat? 36 | 33
Megoldds 23
Szdmoljuk dssze a lehetséges sorrendeket! Irjunk bettiket a hianyzé szdmok helyére! 43211 4
A kozéps6 oszlopban a szamok 6sszege 80, vagyis minden sorban és minden osz-

lopban ugyanennyi lesz az 6sszeg. Az a és a b értékét azonnal meg tudjuk monda- b |36]33
ni. Mivel a beirds sorrendjét szeretnénk Osszeszamolni, ezért ezt a két esetet kell | 5| 4

végiggondolnunk:

L. eset: az a beirdsaval kezdiink.

Ezutan a d és a b is beirhato lesz. E kett6 koziil barmelyikkel is folytatjuk, utana mar a c értéke is
megadhat¢ lesz.

Mindezek alapjan a kovetkezd sorrendek lehetségesek:

a, b, c d; a, b d c a, d b c a, d,cb.

II. eset: a b beirasaval kezdiink.

Ezutan mar az a és a c is beirhatd lesz. E kett6 koziil barmelyikkel is folytatjuk, utana mar a d értéke
is kiszamolhatd lesz.

Vagyis most ezek a sorrendek lehetségesek:

b, a,c d; b a,d b ¢ a,d; b d, a. 43 (21|16

A két eset vizsgalata soran nyolc kiilonboz8 sorrendet kaptunk. A biivés négyzet 11|36 | 33

kitoltésekor ezek barmelyike kovethetd, vagyis el6fordulhat, hogy nyolc tanulé 5| 53| 34
mindegyike masféle sorrendben irja be a hidnyzo6 szamokat.




Erdekesség

A blivos négyzetek kitoltése a fenti példanal szigortibb szabélyok szerint is térténhet. Megkovetelhe-
t6, hogy a sorok és oszlopok mellett a két atloban szereplé szamok Gsszege is egyenld legyen a ,,btivos”
szammal. Rdaddsul az is megszabhato, hogy az egész szamokat 1-t6] kezd6dden irjuk be a tabla-
zatba.

Ezeket a szabalyokat figye- 6

217
lembe véve egy haromszor NEE
harmas és egy négyszer né-
gyes blivds négyzetet muta- 4|3 |38

tunk. Ez utébbi megtalalhaté
Albrecht Direr Melankdlia 163 |2 |13
cim{ metszetén is. 5110(11/ 8
A vildghdlén tovdbbi érde- o[ o1 -2
kességeket talalhatsz a biivos
négyzetekkel kapcsolatban.

15/14| 1

Ot vizszintes és 6t fliggbleges egyenes egy négyszer négyes négyzetracsot alkot. Hiny négyzetet
hatdroz meg ez a tiz egyenes?

Megoldas

Ezek az egyenesek négy kiilonboz6 -
nagysagu négyzetet hataroznak meg.
A bal fels6 sarokba rajzolt legkisebb
piros négyzetet minden sorban négy
helyre tehetjiik le és négy sor koziil
valaszthatunk. Ha az 0sszes lehetséges elhelyezést figyelembe vessziik, akkor 16 esetet kapunk.
Hasonlé médon gondolkodva kapjuk, hogy a tobbi méretti négyzetbdl 9, 4, illetve 1 darab lesz.
Ebbdl kévetkezik, hogy a 10 egyenes 6sszesen 16 + 9 + 4 + 1 = 30 négyzetet hataroz meg.

1~ Vélaszolj a kérdésekre!
a) Hany darab kétjegy( paros szam van? b) Hany darab haromjegyti paratlan szam van?

2 Nekeresdiaban csak 6t betti van: két maganhangz6 és harom massalhangz6. Minden sz6 ha-
rombetiis, és pontosan egy maganhangzoét tartalmaz. Hany sz6 lehet 6sszesen Nekeresdiaban?

GONDOLKODJUNK!



{ , SZAMOLD OSSZE!

351 Egy tarsasjdtékban annyit léphetsz elére a bébuddal, amennyit a

dobdkockaval dobsz. A startmezd sorszama 0.

a) Hanyas sorszamu mez6kon allhat a babud, ha mar haromszor dobtal?

b) Hanyas sorszamu mez6kon allhatott kozben a babud, ha a harma-
dik dobds utdn a 17-es mezdre kerult?

c) Hanyas sorszamua mez6kon allhatott kdzben a babud, ha a harma-
dik dobds utdn a 9-es mezdre kertilt?

4 Novekedd szamsort kell készitened négy pozitiv egész szambdl. A szamsorban a 10 legyen a
legnagyobb szam, és az 5-nek is szerepelnie kell benne. Az 6ttel oszthatd szamok elé mindig pon-
tosan egy darab Ottel nem oszthat6 szamot kell irnod. Hanyféle szamsort tudsz késziteni?

5 Valaszolj a kérdésekre!
a) Hany egyenes jeldli ki a sakktabla négyzetracsat?
b) Hany darab négyzetet hataroznak meg a sakktablat kijel6l6 egyenesek?

6~ Figyeld meg az abrén Diirer Melankdlia cim(i metszetét, majd valaszolj az
alabbi kérdésekre!

a) Mennyiabiivs szamaa metszeten lathatd négyszer négyes biivos négyzetnek?
b) Mennyi a szamok dsszege a besatirozott mezékben?

750 A szemkozti haromszintes haz minden szintjén négy ablak van, a rajzon ~__—~_
lathaté médon. Liza este megfigyelte, hogy ezek koziil négy mogott nem ég a

villany. A sotét ablakok sem sarkukkal, sem oldalukkal nem érintkeznek. Hany-
féleképpen helyezkedhet el ez a négy ablak? Rajzolj a fiizetedbe!

8 Az abran egy olyan, négyzet alaka ablakokbol all6 sorozat elsé négy elemét

latjuk, amelyekre racsot terveztek. Az els6 ablakot a racs két, a masodik ablakot hat

egyforma részre osztja, és igy tovabb. =

a) Hany darab fligg6leges sza-
kaszbdl dllna a racs a hetedik
ablakon?

b) Hany darab vizszintes szakasz-
bél dllna a rdcs a nyolcadik
ablakon?

¢) Hany részre osztana a racs a tizedik ablakot?

d) Hény cm’ lenne egy kis téglalap teriilete az 6todik ablakon, ha az eredeti ablak 1,44 m* teriilet(i?

e) Hanyadik ablakot osztand a racs 9900 részre?

70




CSOPORTMUNKA

Készitsetek mondatokat a megadott harom
sz6 mindegyikének egyszeri felhasznalasa-
val! Legyen a harom sz6 a kovetkez6: nézz,
csak, ram! Ertelmezzétek az igy kapott mon-
datokat! Beszéljétek meg, hogy melyiket mi-
lyen helyzetben tudjatok elképzelni!

Ot j6 bardt minden nap egyszerre érkezik a tan-
terem bejaratahoz. Az els6 iskolai napon elha-
taroztak, hogy mindennap masféle sorrendben
lépnek be a terembe. Vajon megtehetik ezt a téli
sziinet megkezdéséig? Hanyadik tanitasi napon
fog megtorténni, hogy kénytelenek olyan sor-
rendben belépni a terembe, amilyen kordbban
mar el6fordult?

Megoldds

Ha csak harman lennének, akkor a bevezetd
kérdés alapjan azonnal tudnank, hogy hatféle
sorrend fordulhat el6.

Ha négyen lennének, akkor barmelyikiik be-
léphetne elsének, de a maradék harom gyerek
utana hatféleképpen mehetne be a terembe. Ez
Osszesen 4 - 6, azaz 24 sorrend lenne.

Ebben a leckében olyan kérdésekre keressiik a va-
laszt, amelyekben a sorba rendezések szamat kell
megadnunk. Példdul hanyféle haromsavos zdszlo
képzelhet6 el harom tetszéleges szin mindegyiké-
nek felhasznalasaval?

A rajz mutatja, hogy hatféle zaszlét tudtunk késziteni.

Mivel 6ten vannak, és barmelyikiik beléphet el-
sének, ezért az elsének belép6t még négy tanu-
16 fogja kovetni. Mar tudjuk, hogy 6k négyen
24 kiillonb6z6 sorrendben léphetnek be a te-
rembe, ezért a sorrendek szdma 5 - 24, azaz 120.
Atélisziinetkezdése évenként valtozo, de decem-
ber 20-a kornyékén szokott lenni. Egy hénapban
kb. 20-22 tanitasi nap van, és id6kozben egy 6szi
szlinet is volt. A téli sziinet megkezdéséig — durva
szamitasaink szerint — a 80. tanitdsi napig sem
jutunk el. Igy eddig — vagyis a téli sziinet meg-
kezdéséig — biztosan megtehetik, hogy minden
nap masféle sorrendben lépnek be a tanterembe.
Mivel 120 kiilonb6z6 sorrendet kaptunk, igy a
121. tanitasi napon fog el6fordulni, hogy kény-
telenek olyan sorrendben belépni a terembe,
amilyen korabban mar el6fordult.

Kiilonboz6 szint téglakbol egy kis piramist épitettiink. A téglak sor-
rendjét csak soronként szabad megvaltoztatni.
Hanyféle piramis épithetd dsszesen?

Megoldds

A felsé tégla csakis piros lehet. A pirosat és a barnat két-

féleképpen tehetjiik ala.

Az als6 sorban lathaté harom téglat hatféleképpen tudjuk sorba rendezni. Ezt a hat sorrendet

mindkét megkezdett valtozat ala elhelyezhetjiik.

GONDOLKODJUNK!



Vagyis az Osszes eset szama 1- 2 - 6, azaz 12-féle piramis épitheto.

A 100 méteres sikfutas dontéjében nyolc ver-
senyz6 allt rajthoz. Hanyféleképpen lehet el-
képzelni az érmek kiosztasat?

Megoldds

A rendelkezésiinkre all6 informaciok alapjan
minden versenyzot egyformdn esélyesnek kell
gondolnunk, ezért az els6 helyre nyolcan futhat-

1~ Készits haromjegyl szdmokat a képen lat-
haté szamkartyak mindegyikének felhasznala-
saval! Sorold fel az dsszes esetet! Hany esetben
kaptal négyzetszamot? (Négyzetszamot kapsz,
ha egy egész szamot meg-

szorzol 6nmagaval.)

250 Hanyféle sorrendben rakhatod egymas
mellé a kovetkez6 szavak bettiit? A megoldasok
kozott értelmes szavak is lesznek. Ird le ezeket!
a) RET;  b) ADNLI;  ¢) TAPOS.

3 Lazar Ervin A Négyszogletii Kerek Erdé
cimt mesekonyvében olvashatsz arrdl, hogy az
erd6 lakoi kolt6i versenyt rendeztek. Szerették
volna eldonteni, hogy ki a legnagyobb kolt6 ko-
zottiik. Nagyon sok vers sziiletett.
Bruckner Szigfrid ezt irta:

Ej, mi a k6! tyiikanyd, kend

a szobdban lakik itt bent?

nak be. Ha rogzitjikk az egyik versenyzét gy6z-
tesként, akkor a masodik helyre hét jeloltiink
lehet. Ez 6sszesen 8 - 7, azaz 56 sorrendet jelent.
Ha rogzitjiik az els6 és a masodik helyezettet is,
akkor a harmadik helyre hat jeloltiink marad. Ez
Osszesen 56 - 6, azaz 336 sorrendet jelent.

Tehat az érmek kiosztasat 336-féleképpen lehet
elképzelni.

Miutan a tobbiek elmagyaraztak neki, hogy ez
nem az § verse, a kovetkez6 valtozattal allt el6:
Ej, kend, tytikanyo, mi a ké,
itt bent lakik a szobaban?
Haényféle valtozatot irhatott volna ilyen médon
Bruckner Szigfrid, ha csak soronként keverte
Ossze a szavakat, és a kd és a szobdban szavak
el6tt az a nével6t mindig megtartotta?

4 A 246 813 579 egy olyan kilencjegyti szam,
amelyikben az Osszes pozitiv szamjegy szere-
pel. Hany ilyen kilencjegyt szam készithetd, ha
el6szor a paros, aztan a paratlan szamjegyeket
kell felhasznalnod?

55 Az iskolai verseny dontdjébe a tiz legjobb
sakkozo keriilt. Hanyféleképpen alakulhat az
arany-, eziist-, bronzérem kiosztasa?

6 Hany kiilonbo6z6 otjegyl szamot tudsz el6-
allitani a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyek mindegyiké-
nek egyszeri felhasznalasaval?

GONDOLKODJUNK!



Egy gytimoélcskosarban alma, korte, szilva, barack és sz616 talalhato, mindegyikbdl egy-egy darab.
Hanyféleképpen valaszthato ki koziiliik kettd?

Ilyen és ehhez hasonlo kérdésekkel fogunk foglalkozni ebben a leckében.

Most nem fontos a sorrend, csak a kivalasztas. Ha valaki almat és barackot valasztott, az ugyanaz, mint-
ha barackot és almat valasztott volna.

A gytimolcsok kis szama miatt konnyen végiggondolhatdk az esetek.

Az alma mellé barmelyik masik gyiimolcsot valaszthatjuk. Ez négy eset.

A korte mellé mar csak a kovetkezd gyiimolcsoket valaszthatjuk, hiszen az alma-korte part mar felso-
roltuk: szilva, barack, sz616. Ez harom eset.

A szilva mellé mar csak a kovetkez6 gyiimolcsoket valaszthatjuk: barack, sz616. Ez két eset.

Végezetiil a barack mellé mar csak a sz6l6t valaszthatjuk. Ez még egy eset.

Vagyis tizféle kivalasztas lehetséges.

A 32 {6s osztalyban minden héten két hetest va-
lasztanak. A neveket egyforma cédulakra irjak,
és bedobjak egy dobozba. Ezutan kivesznek két
cédulat, igy kapjak a két hetes nevét. Hanyféle
kimenetele lehet &sszesen ennek a sorsolasnak?

Megoldds

Ha megkiilonboztetnénk a sorrendet is, akkor
elsére 32 név koziil sorsolhatnak ki valakit,
a masodik helyre pedig a maradék 31 név

barmelyike keriilhetne. Ez Osszesen 32 - 31,
azaz 992 lehetéség. Ebben az esetben azonban
azt is beszamitottuk az Osszeszamlaldsba, ha
Gazsit valasztjak el6szor, aztan Matyit, és azt is,
ha Matyit valasztjak elsének, aztan Gazsit, azaz
minden lehetéséget kétszer szamoltunk. Ezért
a 992-t meg kell felezniink, hogy megkapjuk a
helyes megoldast.

Tehdat a sorsoldsnak 992 : 2 = 496 kimenetele
lehet.

Hany olyan hétjegyti szdm van, amelynek szamjegyei névekvé sorrendben kovetik egymast?

Megoldas

Ezen feltételek mellett csak a kilenc pozitiv szamjegyre gondolhatunk:

1 2 3 45 6 7 8 9

Ha ezek koziil kihtzunk kett6t, akkor maris megmarad egy a feltételeknek eleget tevé szam.

GONDOLKODJUNK!



Vagyis annyi hétjegyt szam készithetd, ahanyféleképpen a fent lathato kilenc szamjegybdl kihuz-

hatunk kett6t:

123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789,
123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789,
123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789,

123456789, 123456789, 123456789, 123456789, 123456789,

123456789, 123456789, 123456789, 123456789,
123456789, 123456789, 123456789,
123456789, 123456789,

123456789.

A darabszamok soronként: 8 + 7+ 6 + 5+ 4 + 3 + 2 + 1 = 36. Vagyis 36 ilyen hétjegyt szam van.

Megjegyzés

Természetesen gondolkodhatunk a kovetkezé mddon is:
A kilenc szamjegybdl tetszéleges kettét kihtzhatunk. Elsére kilenc, masodikra nyolc szamjegy
lehet a kihuzott. Ez 6sszesen 72 lehetdség, de ekkor minden kihdzdsra kétszer gondoltunk. Ezért

kell a 72-nek a felét vennunk.

A megoldasban latott modszert azért mutattuk, mert igy az is megfigyelhetd, hogy hogyan lehet

hidnytalanul felsorolni az 6sszes lehetdséget.

1~ Hany olyan nyolcjegyli szam van, amelynek
szamjegyei csokkend sorrendben kovetik egymast?

2 Egy nyolcf6s tarsasagban mindenki min-
denkivel kezet fogott. Hany kézfogas tortént
Osszesen?

3 Hét pont ugy helyezkedik el a sikon, hogy
semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre.
Hény darab szakaszt kell rajzolnod, ha minden
lehetséges modon 6sszekotod dket?

4 Egy 15 f6s csoportban 13 mozijegyet kell
kiosztani. Egynél tobb jegyet senki nem kaphat.
Hanyféle kiosztas lehetséges?

55 Az iskolai palyazatra 6t palyami érkezett.
A harom legjobbat dijazzak. A dijakat nem kii-
16nboztetik meg egymastol. Hanyféleképpen
torténhet a dijazas?

6~ Egy tarsasjatékhoz hat darab kiilonbozé
szint babu tartozik: piros, z6ld, fehér, sarga, lila
és fekete. Harman szeretnének jatszani, ezért
harom babut kell kivalasztani. Hanyféleképpen
lehet ezt megtenni? Sorold fel az eseteket!

7 Egy sakkfeladvanyt 6t babuval lehet kirakni
a sakktablara: harom vilagossal és két sotéttel.
Tudjuk, hogy a vilagos és a sotét kirdlynak is a
tablan kell lennie, tovabba nem lehet két azo-
nos vilagos babu a tablan. Hanyféle kivalasztasa
lehet a babuknak egy ilyen feladvany esetén?

GONDOLKODJUNK!



4,. IGAZOLD! CAFOLD! I .

Figyeld meg a Ha ... , akkor ... felépitésii allitasok
megforditasat:

Ha esik az esd, akkor eserny6t viszek magammal.
Ha eserny6t viszek magammal, akkor esik az esé.

A fenti két mondatrol azt mondjuk, hogy az egyik a masik
megforditasa. A két mondat nagyon hasonléan hangzik,
hiszen ugyanazokbdl a szavakbol all, de jelentésiik mégis
eltérd. Ezért az igazsagtartalmukat is meg kell vizsgalnunk.

Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitdsok megforditasat! Dontsiik el, hogy melyik allitas igaz, melyik
nem! Az igaz allitasokat igazoljuk, a hamisakat cafoljuk!

a) Ha egy négyszog minden szoge egyenld, akkor az négyzet.

b) Ha egy egész szam 3-ra végzddik, akkor oszthat6 13-mal.

Megoldas

a) Az eredeti allitds: Ha egy négyszog minden szoge egyenld, akkor az négyzet.
A megforditasa: Ha egy négyszog négyzet, akkor minden szoge egyenlo.
Az eredeti allitds hamis. Céfolatként gondoljunk a téglalapra. Olyan négyszog, amelynek min-
den szoge egyenld, és mégsem négyzet.
Az illitas megforditasa igaz. Igazolasként gondoljunk arra, hogy az olyan téglalapokat nevezziik
négyzetnek, amelyeknek minden oldala egyenld hossztsaga. Mivel a téglalapok minden szoge
derékszog, ezért a négyzeteké is.

b) Az eredeti allitas: Ha egy egész szam 3-ra végzddik, akkor oszthaté 13-mal.
A megforditasa: Ha egy egész szam oszthaté 13-mal, akkor 3-ra végzodik.
Az eredeti allitas hamis. Cafolatként vegytik a 23-at. A végzddése 3, de nem oszthatd 13-mal.
Az illitas megforditasa is hamis. A 26 oszthat6 13-mal, de nem végzddik 3-ra.

Alakitsuk at a kovetkez6 mondatokat olyan formajava, hogy beszélhessiink a megforditasukrol!
Fogalmazzuk meg a megforditasukat is!

a) A lénak négy laba van.
b) Az arany fénylik.
c) A rombusz tengelyesen tiikros négyszog.

d) Minden pozitiv egész szam reciproka pozitiv tort szam.




I’ 4. IGAZOLD! CAFOLD!

Megoldas
a) Ha egy allat 16, akkor négylabu.

A megforditasa: Ha egy allat négylabu, akkor 16.

b) Ha valami arany, akkor fénylik.

A megforditasa: Ha valami fénylik, akkor az arany.
¢) Ha egy négyszog rombusz, akkor tengelyesen tiikros.
A megforditasa: Ha egy négyszog tengelyesen tiikros, akkor rombusz.
d) Ha egy szam pozitiv egész szam, akkor a reciproka pozitiv tort szam.
A megforditasa: Ha egy szam pozitiv tort szam, akkor a reciproka pozitiv egész szam.

Beszélgetés soran el6fordulhat, hogy egy alli-
tassal nem értesz egyet. Ilyenkor az eredeti al-
litas tagadasat kell megfogalmaznod:

(1) Ez fehér ing.
(2) Ez nem fehér ing.

Az elsé mondat tagaddsakor nagyon sokan egy
ingre gondolnak, ami nem fehér. Pedig ezt a
mondatot nem csak egy zold ingre mondhat-
juk, hanem példaul egy piros kabatra vagy egy
barna dobozra is.

Ha egy allitds tagadasat hallod, akkor gondolj
ezekre!

a) Gondoltam egy szdmot, ami nem negativ.

Milyen szamra gondolhattam?

b) Hogyan lehetne befejezni a kovetkezé monda-
tot: A kezemben tartott dolgozat nem jo, hanem

.2

Megoldas

a) Elgjelét tekintve haromféle szamra gondol-
hatunk: negativ, nulla, pozitiv. A feladatban
a negativ tagadasardl van szo, vagyis gon-
dolhattunk pozitiv szdmra, de a nulldra is.
(Ezeket a szamokat egyiittesen nemnegativ
szamoknak nevezzik.)

b) Nem lehet egyértelmitien meghatarozni, hogy
kinek mit jelent a jo.
Tudjuk, hogy o6tféle érdemjegy lehetséges:
elégtelen, elégséges, kozepes, jo, jeles.
Ha ilyen értelemben gondolunk a j6 tagada-
sara, akkor a mondat lehetséges befejezései:
elégtelen, elégséges, kozepes, jeles.
Természetesen formailag nem csak az ér-
demjegyekre gondolhatnank. Ezért példaul
ilyen mondatokat is hallhatunk: a kezemben
tartott dolgozat nem jo, hanem csapnivalo!
vagy [...] nem jé, hanem szuper!




Az ilyen tipust sz6fordulatokat a reklamok is hasznaljak. Egy nagy cég driasi plakatokon arra kér: Ne a
jot valaszd! Valaszd a nagyszertit! A ,,jo” tagadasahoz, vagyis a ,nem j&” kifejezéshez nem a ,,rossz” jelen-
tést tarsitjak, hanem a ,,nagyszer(”-t!

A matematikdban egy allitas vagy igaz, vagy nem igaz (hamis).
Az igaz allitasok tagaddsa hamis, a hamis allitasok tagadasa pedig igaz.
Egy allitas és a tagadasa koziil az egyik - és csakis az egyik - igaz, a masik hamis!

1~ Dontsd el a tankonyv 2. példajaban szerep-
16 mondatokrdl és megforditasaikrol, hogy iga-
zak vagy hamisak! A hamis 4llitasokat cafold!

2 Fogalmazd meg a kovetkez¢ allitasok meg-

forditasat! Dontsd el, hogy melyik allitas igaz,

melyik hamis! Az igaz allitdsokat igazold, a ha-

misakat céfold!

a) Ha egy négyszog minden oldala egyenld,
akkor az négyzet.

b) Ha egy egész szam 5-re végzddik, akkor
oszthato 5-tel.

c) Ha egy allatnak hat laba van, akkor az rovar.

d) Ha egy négyszognek van szimmetriatenge-
lye, akkor az deltoid.

35" Tudunk mondani olyan igaz allitasokat,

amelyeknek a megforditasa is igaz. Példaul:

Ha egy pozitiv egész szam oszthaté 5-tel, akkor

az utolsé szamjegye 0 vagy 5.

Ha egy pozitiv egész szdm utolso szamjegye 0

vagy 5, akkor oszthaté 5-tel.

Ilyenkor a két mondatot egy igaz allitasként is

megfogalmazhatjuk:

Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszt-

haté 5-tel, ha utolsé jegye 0 vagy 5.

Fogalmazd meg a kovetkez6 allitasok megfor-

ditasat! Ha az eredeti allitas és a megfordita-

sa is igaz, akkor fogalmazd meg Oket egy igaz

allitasként!

a) Ha egy négyszog deltoid, akkor a két-két
szomszédos oldala egyenl hosszusagu.

GONDOLKODJUNK!

b) Ha egy szam oszthatd 12-vel, akkor oszthatd
4-gyel.

c) Ha egy haromszog két oldala egyenl6 hosz-
szusagu, akkor tengelyesen szimmetrikus.

d) Ha egy szam oszthatd 15-tel, akkor oszthatd
3-mal és 5-tel.

4 A Minden négyzet téglalap allitas tagadasa:
Nem igaz, hogy minden négyzet téglalap.

Ezt a mondatot igy is mondhatjuk:

Van olyan négyzet, amelyik nem téglalap.

Az eredeti allitas igaz, a tagadasa hamis!

A fentiek alapjan fogalmazd meg a kovetke-
z6 allitasok tagaddsat! Dontsd el, hogy melyik
igaz, melyik hamis!

a) Minden paralelogramma rombusz.

b) Minden bogdr rovar.

¢) Minden kocka téglatest.

5 A Nincs olyan hdromszdg, amelyben két tom-
paszog van allitas tagadasa: Nem igaz, hogy nincs
olyan hdromszog, amelyben két tompaszog van.
Ezt a mondatot igy is mondhatjuk:

Van olyan hdaromszog, amelyben két tompasziog
van.

Az eredeti allitas igaz, a tagadasa hamis!

A fentiek alapjan fogalmazd meg a kovetkezd

allitasok tagadasat! Donts, hogy melyik igaz,

melyik hamis!

a) Nincs olyan haromszog, amelyben két de-
rékszog van.

b) Nincs olyan allat, amelyiknek nyolc laba van.

¢) Nincs olyan test, amelyiknek hat lapja van.



I’ f : MATEMATIKAI JATEKOK

JATEK

Paros jatékok
1. Felvaltva kell egyre nagyobb pozitiv egész szamokat mondanotok gy, hogy az el6z6t legfeljebb

3-mal novelhetitek, és a 21-et nem léphetitek tul. A kiindulé szam a nulla. Az a jatékos nyer, aki
kimondatja a masikkal a 21-et.

Példaul Dori és Zsombi felvaltva ezeket a szamokat mondta:
1 2347 10 11 14 16 19 20 21
Vagyis most Dori nyert.

Jatsszatok el tobbszor a jatékot, és kozben készitsétek el sajat stratégiaitokat! Hogyan kell jatsza-
nod, ha nyerni szeretnél?

2. Rakjatok ki egymas mellé néhany (példaul 6-8 darab) kupakot, némelyik a tobbihez képest le-
gyen forditva!

A kezdé jatékosnak meg kell forditania egy olyan kupakot, amelyiknek nem latszik a teteje,
majd minden téle jobbra 1év6 kupakkal is ugyanezt kell tennie. Most példaul balrél a harmadik,
az 6todik és a hatodik kupaknak nem latszik a teteje, tehat els6ként ezek koziil kell valamelyiket
megforditania, majd pedig az ettdl jobbra lévoket is.

Ha példaul a kezdé jatékos balrol a harmadik kupak megforditasa mellett dont, akkor ilyen
kupaksort kap:

Ekkor a masodik jatékosnak is ez a feladata.
Az a jatékos nyer, aki eléri, hogy mindegyik kupaknak latszédjon a teteje.

Jatsszatok el tobbszor a jatékot! Erdemes gy jatszani, hogy az egyik jétékos kirakja a kupako-

kat, a masik pedig donthet, hogy szeretne-e kezdeni. A jaték soran szerezz olyan tapasztalato-
kat, hogy amikor donthetsz a kezdésrél, akkor mindig te nyerj!



f : MATEMATIKAI JATEKOK

FELADATOK

1~ Déri és Zsombi tovabbra is a lecke elsd jatékat jatsszak.

a) Zsombi kimondta a 17-et. Mit mondjon Déri, hogy meg-
nyerje a jatékot?

b) Déri kimondta a 16-os szamot. Hanyféle befejezése van
innen a jatéknak, ha Déri mar nem rontja el, és ¢ nyeri a
jatékot?

¢) Zsombi kimondta a 14-es szamot. Hanyféle befejezése
van innen a jatéknak, ha Déri mar nem rontja el, és 6
nyeri a jatékot?

2 Hogyan valtozik a taktikad a lecke elsé jatékaban, ha

a) az el6z6 szamot maximum 4-gyel lehet novelni, ésa 31-et
nem szabad tullépni?

b) az el6z6 szamot maximum 6-tal lehet novelni, és a 50-et
nem szabad tullépni?

3 Gondold tovabb a lecke masodik jatékaban megkezdett
jatszmat! Szerinted ki fog nyerni? Valaszodat részletesen in-
dokold meg!

4 A lecke masodik jatékaban megismert szabalyokkal kell
jatszanod. Szeretnél kezdeni? Vilaszodat indokold, és raj-
zold le a folytatast a flizetedbe!

a)




Ebben a fejezetben kiilonb6z6 6sszeszamlala-
si kérdésekre kerestiik a valaszt. Voltak olyan
helyzetek, amikor bizonyos dolgok sorrendjét
kellett Osszeszamolnunk. Azokat a helyzeteket
is megnéztiik, amikor a kivalasztasok lehetsé-
ges modjait kellett meghataroznunk. Ilyenkor a
sorrend nem szamitott. Az esetek nem tul nagy

1 Ird fel a 0, 3, 6 szamjegyek mindegyikének
egyszeri felhasznalasaval képezhetd Osszes

a) paros szamot;

b) paratlan szamot;

c) ottel oszthatd szamot!

25 Valaszolj az alabbi kérdésekre!

a) Hanyféle sorrendben helyezheted egymasra
az 6todikes matematikakényved, a munka-
fiizeted, a hatodikos matematikakonyved és
a munkafiizeted?

b) Az eléz6 kupac tetejére rateszed a hetedi-
kes matematikakonyvedet és a munkafiize-
tedet is. Igy hényféle sorrend alakulhat ki

Osszesen?

3~ Hanyféle bettsor készithetd az A, I, D, K
betiik mindegyikének egyszeri felhasznalasa-
val? Hany értelmes sz6 keletkezett igy?

4 Egy baratsagos tornan 6t labdartugocsapat

vett részt.

a) Hanyféle sorrendben végezhettek?

b) Hanyféle sorrendben végezhettek, ha a két
legesélyesebbnek kikialtott csapat valéban
az els6 két helyet szerezte meg?

5 Hany darab 90 000-nél nagyobb 5-tel oszt-
haté szam készithet6 az 1, 3, 5, 7, 9 szamjegyek
mindegyikének egyszeri felhasznalasaval?

6 Az ABCDEFGHI] tizsz6g cstcsaibol nyol-
cat kell valasztanod. Hany nyolcszoget kap-
hatsz ilyen médon?

szama miatt a lehetéségeket altaldban fel is tud-
tuk sorolni.

Aztan az allitasok megforditasaval és tagadasaval
foglalkoztunk. Vizsgaltuk ezen mondatok igaz-
sagtartalmat is.

Végezetiil matematikai jatékok segitségével gon-
dolkodasi modszereinket fejlesztettiik.

750 A 28 £6s osztalyban egy osztalytitkart, egy
sportfelelést és egy gazdasagi felelGst valaszta-
nak. Hanyféleképpen lehetséges ez?

8 TFogalmazd meg a kovetkezd mondatok

megforditasait! Minden esetben donts, hogy

melyik igaz és melyik hamis!

a) Ha egy tort szamlaloja és nevezdje is paros
szam, akkor a tort egyszertsitheto.

b) Ha egy haromjegyl szam minden szamje-
gye egyenld, akkor oszthaté harommal.

c) Haegy egész szam végzodése 75, akkor oszt-
hat¢ 25-tel.

d) Ha egy szam oszthat6é néggyel, akkor oszt-
hato husszal.

9" Fogalmazd meg a kovetkez6 allitasok taga-
dasat!

a) Minden macska szereti a tejet.

b) Nincs olyan macska, amelyik fehér.

¢) Minden macska tud nyavogni.

d) Van olyan macska, amelyik fekete.

10 Panni firkalgatott a [g[A[s|pP|A|R
kockas fiizetébe és egyid6 | A[s|p|A|R
utan ezt latta maga elott: siPplAIR
a) Hanyféleképpen olvas- |p|4|Rr

hatja ki a Gaspar nevet, | 4| R

ha csak jobbra vagy le- [

felé 1éphet?

b) Hanyféleképpen olvashatja ki a Gaspar nevet,
ha egymds utdn legfeljebb kétszer léphet
jobbra vagy lefelé?

GONDOLKODJUNK!



Bar a masodik ttra Gazsi és Attila kartyajat sorsolta ki a véletlenszam-generator, az al-Hvarizmi-
161 52616 Wikipédia-lapot valamennyi gyerek elolvasta. A két szerencsés idéutazd reménykedett,
hogy a 800-as évek elejének Perzsidjaba valo utazas legalabb annyira izgalmas lesz, mint az el6z6
paros utja.

A két fia mar jo elére bedllitotta a fordité protokollrobotot, igy a megérkezés pillanataban még
épp elcsipték a kovetkezd beszélgetést:

— Miért rajzolsz magadnak négyzeteket és téglalapokat? — kérdezte érdeklddve Rashid.

- Egyenleteket oldok meg. Nézd csak, ha itt egy téglalapot is rajzolok, akkor épp kiegészitem az
egészre — valaszolta al-Hvarizmi.

Rashid nem tagitott, mindenképpen megprobalta kizokkenteni az elmélytilten dolgozé tudost.

— Miért hasznalsz hindu jeleket? En is lattam mér néhany helyen, de nem szoktam haszndlni éket.
— Sokkal kényelmesebb. Ezt ideirom, ezt meg ald, és kész is az dsszeadas.

— Gyors vagy. Lehet ezekkel az 1j jelekkel szorozni is?

— Persze. Gyere el délutan az iskolaba, ahol gyerekeknek magyarazok — mosolyodott el al-Hvariz-
mi, és visszafordult a rajzaihoz.

- Lattad? - sugta Attila Gazsinak. - Mar az 0j szamokat hasznalja. Kicsit hasonlitanak a mi sza-
mainkra, de sok kiillonbség is van.

~ Ugy ttnik, t6bb mint 1000 éve ugyanazokat a dolgokat tanuljuk a suliban — somolygott Gazsi,
aki mar elképzelte, hogyan meséli el a tobbieknek, hogy mar ezer éve is az 6sszeadast és a szorzast
kellett gyakorolni az iskolaban.



Az emberek 6sidok ota szamolnak. Kezdetben
targyaikat, munkaeszkozeiket, 0Osszegytjtott
javaikat szamoltdk meg. Az egy, a kettd mar
nem egy konkrét tulajdonsagu targyat jelentett,
hanem a vizsgalt targyak szamat. A szam foga-
lomma vélt. Az ember elszor valdszintleg a
kézujjait, majd a labujjait hasznalta a megszam-
lalashoz. Ez teljesen magatol értet6dott, hiszen
ezeket a ,,szamoldeszkozoket” mindig magaval
vitte.

A kezdeti id6kben nem szamoltak husznal to-
vabb. Ha valamibél ennél tobb volt, akkor arra
azt mondtak, hogy sok. Kés6bb, a megtermelt
javak gyarapodasaval, egyre nagyobb szamo-
kat hasznéltak. Igy alakultak ki a pozitiv egész
szamok.

A szamok jelolésére hasznalt szamjegyeket az
arabok vezették be, a X. szazadban pedig Euro-
paba is eljutottak. Itt kaptak az ,,arab szamok”
elnevezést, mivel arab matematikusok és csilla-
gaszok munkdssaga révén valtak ismertté.

A nulla kialakulasa nagyon hosszadalmas fo- A szamok kialakulasardl az 5.-es torténelem-
lyamat volt. Kezdetben az a gondolat tiint ter- tankonyv 34. oldalan is olvashatsz.
mészetesnek, hogy a semmit nem kell jelolni.

Valészind, hogy a kereskedelemben volt sziik-

ség el6szor a 0 szam, majd ehhez kapcsoléddan

a 0 szamjegy haszndlatara, amelyet koriilbeliil

a Kr. u. IX. szazadban vezettek be az indiaiak.

Vajon miért éppen ilyen a nulla alakja? Vannak,

akik ugy gondoljak, hogy azért, mert tobb ezer

évvel ezel6tt, homokba rakott kavicsok segitsé-

gével szamoltak az indiaiak, és ha elvettek egy

kavicsot a homokbdl, akkor annak nyoma ha-

sonlitott a 0 szamjegyre. A 0 tehat azt a helyet

jelolte, ahol nincsen szamot jelentd kavics.

A természetes szamok a 0, 1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 10, 11, 12... . Masként fogalmazva: a pozitiv egész sza-
mok és a 0 egyiitt alkotja a természetes szamok halmazat. A természetes szamok halmazat N-nel jeloljiik.
Minden természetes szamnal lehet nagyobb természetes szamot mondani. Prébaljatok ki ti is a
padtarsaddal!

Ez azt is jelenti, hogy a természetes szamok halmazdnak végtelen sok eleme van.

RACIONALIS SZAMOK ES HATVANYOZAS
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A természetes szamok halmazahoz a negativ egész sza-
mokat is hozzavéve az egész szamok halmazat kapjuk.
Ezt szemléltethetjiik szamegyenesen,

Nézz utana, hogyan abrazoltak a szamokat
az Okorban! Keress legalabb kétféle abra-
zolasi modot!

Keress az interneten arra vonatkoz6 infor-
maciokat, hogy mikor haszndltak el6szor
negativ szamokat!

! ! ! ! ! ! ! ! T .
T T T T T T L

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
vagy abrazolhatjuk is:

| egész szamok Z |

pozitiv egész szimok Z*

CSOPORTMUNKA

Ismételjétek at a szamok leirasarol tanul-

takat!
Az egész szamok jele: Z. Beszéljétek meg, mit jelent a helyi érték,
A negativ egész szamok jele: Z7, az alaki érték és a valodi érték!

a pozitiv egész szamok jele: Z°.

Egy szam 0-t6l valo tavolsagat a szam abszolut értékének nevezziik. A 3 abszolut értéke 3, a -5 abszolut
értéke 5, mert 5 egység tavolsagra van a 0-tol.

Az abszolut érték jelolésére |3|; | -5 jelolést hasznaljuk. Igy |3| = 3 és |-5| = 5.

PAROS MUNKA Az egész szamok korében mindig elvégezhetjitk
az Osszeadast, a kivonast és a szorzast. Ez azt je-
lenti, hogy két egész szam Osszege, szorzata és kii-
16nbsége is egész szam lesz. Az osztas miiveletére
azonban ez mar nem igaz.

Mondj példat a padtarsadnak az osztas mi-

veletérdl irt allitasra, majd hallgasd meg az 6
példajat is!

Az 6sszeadas miveletének megforditasa a kivonas, a kivonast tehat dsszeadassal ellendrizhetjiik. Sza-
molasnal sokszor célszerti ehhez hasonlé muveleti tulajdonsagokat alkalmazni, mert igy konnyebbé
valhat a feladatunk.

Osszeadas Kivonas
Az Osszeadas tagjai felcserélhetdk: A kisebbitendd és a kivonand¢ dltalaban nem cserélhet6 fel:
3+5=5+3 3—-5+5-3
(=2)+7=7+(-2) (=2)=7#F7—-(-2)
at+b=b+a a—b+b—a
A tagok csoportosithatok, atzarojelez- | A tagok tetszélegesen nem csoportosithatok (a zardjel nem
heték: helyezhet6 at barhova):
(114+9)+(=15) =11+ (9 +(—15)) (11-9)—15+ 11 —-(9—15)
(a+b)+c=a+b+o (a—b)—c+a—(b—2o)
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AZ EGESZ SZAMOK

TULAJDONSAGAINAK ATTEKINTESE

A szorzas miveletének megforditasa az osztas. Az osztas eredménye nem mindig egész szam.

A miiveletek tulajdonsagait itt is vizsgaljuk meg.

Szorzas
A szorzotényezok felcserélhetok.
35-5=5-35
a-b=b-a

A tényez6k csoportosithatdk, atzarojelezhetok.

(2-9)-(-10)=2-(9-(-10))
(a-b)y-c=a-(b-c)

Osztas

Az osztandd és az oszt6 dltalaban nem cserélhet fel.
35:5#5:35

a:b#zb:a

A tagok nem csoportosithatok tetszélegesen (nem
tehetd at barhova a zaréjel).
(54:9):3#54:(9:3)

(a:b):cza:(b:c)

Szamitsuk ki az alabbi miveletsorok eredményét, és figyeljiik meg a fenti tulajdonsagokat!

150 + (55 + 25) = 150 + 80 = 230 (150 + 55) + 25 = 205 + 25 = 230
600 - (125 - 85) = 600 — 40 = 560 (600 — 125) — 85 = 475 — 85 = 390

Zardjelfelbontasok soran tigyeljiink a muveleti sorrendre. Ha nincs
zardjel a muveletsorban, akkor el6szor a szorzast és az osztast végez-
ziik el a felirt sorrendben, majd az 6sszeadast és a kivonast.

2. 1
450 - 15 - 28 =450 - 420 = 30

2. 1.
Ha van zarojel, akkor a zarojelben 1év6 miiveletet kell el6szor elvégez- 15- (28 - 13) =15 - 15 = 225
ni, majd a tobbit. 15-28 - 13 =420 - 13 =407

Eldjeles szamok Osszevonasa

ElGjeles szamok 0sszeadasakor és kivonasakor célszerii a miiveleti jelet és az eldjelet egy miiveleti
jellé 6sszevonni a korabban tanult szabalyok felhasznalasaval:
e Osszeadaskor a pozitiv el6jel, kivonaskor a negativ el6jel egy 6sszeadassa (+ el6jellé) olvad ossze;
e Osszeadaskor a negativ eldjel, kivonaskor a pozitiv eldjel egy kivonassa (- eldjellé) olvad dssze.
Ha egy miiveletsorban szerepel 0sszeadas és kivonas is, akkor ezt egyiittesen 0sszevonasnak nevezziik.

Az alabbi példak segitségével ismételjiikk at az eldjeles szamok Osszeadasardl, kivondsarol tanult
ismereteket!

a) (+25) + (+19) + (+41) =25+ 19 + 41 = +85

b) (=450) — (~45) — (~200) = —450 + 45 + 200 = —405 + 200 = —205

¢) (=140) + (~122) + (=78) = —140 — 122 — 78 = —340

d) (~415) - (+65) — (+45) = —415 — 65 — 45 = -525

e) 120 + (=20) + (~190) — (+160) = 120 - 20 - 190 — 160 = —250

El6jeles szamok szorzasa:

Két azonos eldjelii szam szorzata pozitiv. 12 - 18 = 218; (-25) - (-14) = +350
Két kiilonboz6 eldjelii szam szorzata negativ. (-32) - (+25) = -800

Osztas esetén a szorzashoz hasonlo szabalyok érvényesek a hanyados eléjelére.

Ha ketténél tobb tényez6bdl all a szorzat, akkor az eldjelének meghatarozasakor célszert kettesével
megnézni a szorzatok eldjelét.
(=2) - (+3)-4-(-5) - (-10) = (=6) - 4 - (-5) - (-10) = (-24) - (-5) - (-10) = (+120) - (-10) = -1200

L4




7 AZ EGESZ SZAMOK : II
o TULAJDONSAGAINAK ATTEKINTESE o

A ,Ne dobd ki!” program keretében a hetedik osztalyosok azt a feladatot kaptak, hogy készitsenek jaté-

kokat ujrahasznosithat6 hulladékbdl.

Matyi az tdit6italos kupakokra egész szamokat irt, majd azt a feladatot adta osztalytarsainak, hogy
vegyenek el 0sszesen négy kupakot ugy, hogy minden sorbol és oszlopbdl pontosan egy kupak
hianyozzon, és az elvett kupakokon 1év4 szamok 0sszege a lehetd legnagyobb legyen. Oldd meg te

is Matyi feladatat!

Melyik kupakokat kell elvenni ahhoz, hogy az 6sszeg a lehet6 legkisebb legyen?
a) b)

Megoldas

a) Az elsé6 oszlopbol a hetes, a masodikbdl a nyolcas, a harmadikbol szintén a hetes és az utolsobol
a tizes felirat kupakot elvéve megkapjuk a legnagyobb 6sszeget. Keress mas megoldast is!

b) Az els6 oszlopbdl a négyes, a masodikbdl a hetes, a harmadikbol a hatos és a negyedikbdl szin-
tén a hetes feliratu kupakot elvéve megkapjuk a legkisebb dsszeget. Keress mas megoldast is!

CSOPORTMUNKA

Alkossatok parokat! Tegyetek az asztalra 23 kupakot! Felvaltva vegyetek el a kupacbdl 1, 2 vagy 3

kupakot! Minden 1épésnél kotelezd elvenni valamennyit. Az veszit, akinek az utolsé kupak marad.
Van-e nyero stratégia? Ki az, aki ha iigyesen jatszik, mindenképpen nyerni fog?

2. PELDA

Julesi kilenc tidités dobozt hozott magaval, melyek tetejére rairta
a 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 szamokat, és felrajzolta a foldre
a mellékelt abrat. A gyerekeknek ugy kellett a dobozokat a ko-
rokre helyezni, hogy a szakaszokkal dsszekotott korokhoz tar-
toz6 harom szdm szorzata ugyanannyi legyen. Hogyan oldanad
meg Julcsi feladatat?

Megoldas
A 10-80-90, 90-20-40 és a 40-30-60 szamharmasok megadjak a feladat megoldasat.
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FELADATOK

15" Mennyi a kiemelt szamok helyi értéke, alaki értéke és valodi értéke?
a) 60415; b) 345172; c) 103541.

25" Furavildgban egy év 5 honapbdl, egy honap 3 hétbél, egy hét 3 napbdl 4ll. Hany napig tart
Furavilagban a hétéves katonai szolgalat?

35" Végezd el a kijelolt miiveleteket!

a) (-25) - (-4); b) (+23) + (+14);

c) (-32) + (-78); d) (-23) + (+71);

e) (=8) - (+11) — (+666) — 941; f) (+548) — (+148) + (+254);

) 22+ (+21) - (+23) + (+26) — (+60); h) =212 + (+117) - (+231) - (+140) - (+415);
i) 1320 - [(+440) - (+620)]; j) 315 - [(-43) - (-743)].

45" A miveleti sorrendrél tanultak felhasznaldséval a fiizetedben végezd el az alibbi miveleteket!
Figyelj a pontos masolasra!
a) (68 +142) - (-4); b) [(-6) - (+14)] - [(+4) - (-32)]; c) (-24) - (-6 + 52 + 280).

5 Gerzson ugy dontott, marcius 1-t6l sportos életet él és minden nap futni fog. Elsé nap lefutott
1 kilométert, majd ezt a tavot kétnaponta 100 méterrel novelte.

a) Hany métert fut majd aprilis 10-én?

b) Hany kaldriat égetett el marcius 31-én, ha 1 km lefutasa alatt 210 kaloriat éget el?

6> Dontsd el, hogy az alabbi 4llitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak!

a) Két természetes szam Osszege természetes szam.

b) Két egész szam Osszege egész szam.

c) Ha két egész szam Osszege természetes szam, akkor mindkét szam természetes szam.
d) Ha egy szam kétszerese egész szam, akkor a szam is egész szam.

75" Flora harom legjobb barétnéje szamara osszedllitott egy 24
oldalas ujsagot, amelynek 9 oldalan szines fényképek is vannak.
Szamold ki, hany forintba keriil négy példany kinyomtatésa,
ha tudod, hogy egy szines oldalt 185 Ft-ért, egy fekete-fehéret
pedig 32 Ft-ért nyomtatnak ki!

8~ Hatérozd meg, hogy melyik miiveletsor eredménye pozitiv,
negativ, illetve nulla!

a) 2547 + 1332 + 1215; b) 2547 — 1332 + 1215;
¢) 2547 — 1332 — 1215; d) 2547 — (1332 + 1215);
e) 2547 — (1332 — 1215); f) 2547 +1332-1215;
g) (2547 + 1332) -1215; h) 2547 — 1332 -1215.

Zb




I1.

Ha az el6z6 orai kutatasod eredményes volt, kiderithetted azt, hogy az ember a negativ szamokat csak

nagyon késén kezdte el hasznalni.

A negativ szamokat sokaig lehetetlen szamoknak
tartottdk. A + és — jelet a kereskeddk a tobblet,
illetve a hiany jelolésére hasznaltak, de altalano-
san csak a XVII. szazadban terjedt el.

A részekre bontas (az osztozkodas) azonban mar
a fejlédés nagyon korai szakaszaban megjelent.
Az emberek el6szor a fél, a felezés fogalmat hasz-
naltak, illetve a tobbi egyszert tortet (harmad,

negyed, tized stb.). A tortszamok kialakuldsa
csak joval késébb tortént, és az egyes népeknél
kiilonboz6 idében és mddon jelent meg.

Példaul a gorogoknél a tortszamok altaldnos le-
irasi modja a Kr. u. I-II. szazadban alakult ki,
a romaiaknal viszont csak tizenketted részekkel
szamoltak.

Panni meghivta néhany baratjat a sziiletésnap-
jara. Osszeszdmolta, hogy a partin Osszesen
tizen lesznek, igy édesanyja egy tizszeletes tu-
rotortat készitett. Kideriilt azonban, hogy két
meghivottnak a kisebb testvére is eljott. Jutna-e
mindenkinek egy szelet torta?

Megoldads
Nem, mert a torta % része kevesebb, mint egy
szelet.

Gyorsan ki kellett talalni valami jé megoldast.
Szerencsére anya és apa lemondtak a sajat ré-
sziikrdl, igy mindenkinek jutott 1 szelet.

Egy osztas eredménye nem lesz mindig egész szam. Az ilyen esetek jelolésére hasznaljuk a tortszamokat.

Egy narancs négy egyenld részre torténd felosztasakor a narancs y részét kapjuk. Nagyon sze-

1

rencsés helyzetben vagyunk, ha a narancs éppen 8 gerezdre bonthaté szét, mert akkor mindenki
2 gerezdet kap. Nehezebb a helyzet, ha a narancs 9 kisebb gerezdbdl 4ll, mert akkor nem olyan
egyszerU igazsagosan elosztani. Hany gerezd jut egy-egy embernek ebben az esetben?

Megoldas
1

Ebben az esetben mindenkinek % = 2-- = 2,25 gerezd jut.

4




ELMELET

Tanultad mar! Ismételjiik at!

A tortek leirdsa

A 2. példa alapjan is lathatd, hogy az eddig tanult szamok t6bb-

féle alakban irhatdak:

Ez a szam tehat egész szam,
amelyet irhatunk tort alak-

ban is.

Ez egy tortszam, amely nem
egész szam, de tobbféle tort
alakja is létezhet.

Megmutattuk, hogy az egész szamok és a tortszamok is felirhatok két egész szam hanyadosaként.

ELMELET

Racionalis szamok azok a szamok, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként.

A tortek vizsgalatanal, 6sszehasonlitasanal, mtveletek elvégzésénél sokszor lehet egyszertisiteni,

illetve boviteni.

s

Egyszeriisitéskor a szamlaldt és a nevezot is
ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z6 szammal oszt-
juk el.

A mindennapi szohasznalatban a kovetkezot

mondjuk: % 6ra mulva érkezem. Mokas lenne

azt hallanunk, hogy % 6ra mulva érkezem.

Bovitéskor a szamlalot és a nevezot is ugyan-
azzal a 0-tol kiilonb6z6 szammal szorozzuk
meg.

Melyik nagyobb:
% vagy %?
Ha mindkét tortet ugy bévitjiikk, hogy ugyan-
akkora legyen a nevezdjiik (ez a kozds neve-
zOre hozas), akkor a szamokat konnyebben
osszehasonlithatjuk:
5_.20 7_21

) 3712 47127
Igy mar kdnnyen eldonthetd, melyik a nagyobb:

5 7

35y




Nézz utana, mit neveziink egységtortnek!

Keress az interneten érdekességeket az egységtortekkel kapcsolatosan!

I1.

FELADATOK

1~ Vélogasd ki az aldbbi szamhalmazbél az
egész szamokat, a tort alakban irt egész szamo-
kat és a torteket!

4
—-11 5 _17l =7
2 15
14
= 15
7 _% E
13
22 26
—%g 147

25 Irj harom-hérom olyan tortet, amelyek ér-
téke megegyezik az alabbi szamokkal!

a) g b) 3
c) 3%; d) 12;
e) =53 n -3
9 5 ho.

35" Kisebb? Nagyobb? Egyenlé? Dénts el, me-
lyik tort nagyobb! Ha sziikséges a fiizetedben
szamolj!

7 7 5 4
- = b) = =
) 3 9 ) % 6
S 17 ol L
9 9 2 3
3 4 4 13
- - 2— Baha
¢ 73 5 P2 5
1 20
3L _4Y
835 6

4~ Keresd meg az egyenléket! Melyik szdm-
nak nincs parja?

55" Hasonlitsd dssze a tortek értékét! Segit a ko-
z6s nevezére hozas! A fiizetben dolgozz!

3 4 2 3 16 24

= o= b - - —~ a0

V95 P57 % 99 3
5 10 17 3
d2= = -—— 2=
%% % 9% 4

6~ Zoli megette a miizlijének az % részét,

Dani pedig a sajat adagjanak a % részét. Ki

evett tobbet, ha eredetileg ugyanannyit kaptak?

7 Dontsd el, igaz-e vagy hamis?

a) Ha két pozitiv tort szamlaldja és nevezdje
is megegyezik, akkor a két tort értéke meg-
egyezik.

b) Két pozitiv tort koziil az a nagyobb, amelyik-
nek a szamlal6ja és a nevezdje is nagyobb.

c) Ha két pozitiv tort szamlaldja megegyezik,
akkor az a nagyobb, amelyiknek a nevezdje
nagyobb.

d) Ha két negativ tort nevezdje megegyezik,
akkor a kisebb szamlal6ju a nagyobb.

e) Két negativ tort koziil az a nagyobb, amelyik
a szamegyenesen kozelebb van a nullahoz.

Z7




II, '5. TORTEK OSSZEADASA, KIVONASA

1. PELDA

Attila és Balint kincset keresett, s a térkép mellett a kdvetkez6 utmutatast talalta:

Az Gt 2 részét északi iranyba kell megtenni, majd onnan keletre fordulva, az ut % részének

20
megtétele utan elértek egy ladikdhoz, amiben benne van, merre kell tovibbmennetek. A ladika

kinyitasahoz azonban tudnotok kell, hogy az Gt hanyad része van hatra. Vigyazzatok, csak egy
szamot lehet megadni, kiilonben a lddika felrobban!

Megoldas

A két gyerek ugy dontott, kiilon-kiilon szamoljak ki, hogy az ut hanyad részét kell megtenni a
ladikaig.

A szamoldsok:

Attila: Balint:

9 13 _ 540 . 260 _ 800 9 .13 _27 13 _40 _2

20 60 1200 1200 1200 20 60 60 60 60 3

Melyik szamolast tartod jobbnak? Miért?
Ha ellendrizziik a szamitasokat, lathatjuk, hogy bar mindkét fia jol szamolt, Attilanak nagyobb
szamokkal kellett szdmolnia.

Tortek 6sszeaddsakor a legcélravezetébb tt, ha kozos nevezdre hozzuk Gket, majd a szamlaloikat dssze-
adjuk. A kozos nevez6 megtalalasanal segithet a legkisebb kdzds tobbszoros. A vizsgalt tortek nevezoi-
nek szorzata mindig jo lesz, de célszerti minél kisebbet keresni, mert azzal kdnnyebb szamolni.
5-7,3:6 _35_,18 _ 53

3_57,36_35,18 _ 53
+2 + -

5
6 274 2T w2

A tortek kivonasat elvégezhetjiik tigy, hogy a kivonando ellentettjét adjuk hozza a megfelel6 taghoz.

Az egész szamoknal megallapitottuk, hogy az 6sszeadas tagjai felcserélhetdk és tetszélegesen csoporto-
sithatok. Ezek a muveleti tulajdonsagok tortek dsszeadasanal is érvényesek.

20




'5’ TORTEK OSSZEADASA, KIVONASA I I .

2. PELDA

Szamoljunk minél egyszertibben! Hasznaljuk az érvényes muveleti tulajdonsagokat!

7.,5,32 13 _
3763 T
x XA A

Megoldas
Miel6tt gondolkodas nélkiil kozos nevezére hoznank, nézziik meg alaposabban a miiveletsort! Lat-

hatjuk, hogy az els6 és harmadik tort nevezdje megegyezik, dsszegitk ?’3—9 = 13. A masik két tort is

6sszeadhatd hasonlé mddon, 6sszegiik % = 3. A muveletsor eredménye: 13 + 3 = 16.

Tortek dsszeadasa vagy kivondsa esetén mindig célszeri megvizsgalni, hogy érdemes-e néhany tagot

felcserélni vagy csoportositani.

Szamoljunk minél egyszertibben! Hasznaljuk az érvényes miveleti tulajdonsagokat!

@+3+(—%)—1=

Megoldas

Elvégezve a megfelel6 csoportositast a kovetkez6t kapjuk:

f—é’+3+(—%>—1=(?—g—%)+3—1=?—‘5)+2:4+2=6

Ha 6sszeadas és kivonas soran vegyes tortekkel kell szamolnunk, akkor két lehetéségiink van.

1. lehetdség:
Elészor az egészekkel végezziik el a muveleteket, majd dsszeadjuk a torteket is.

4,122 16l = _ 4.2 1,)_ 24,20 15, _ 29 _ 1929
B+ 125160 =23+ 12-16)+ (¢ +5—5)=19+(57+ 50" 30) = 12+ 30 = 195,
Ennek az az eldnye, hogy kisebb tortekkel kell szamolni, de nagyon koriiltekint6ének kell lenni az el6je-

lekkel kapcsolatban.

2. lehetdség:
A vegyes torteket kozonséges tortekké alakitjuk, majd utdna kozos nevezdre hozzuk 6ket.
234 1122 1l 119 38 33 714 380 495 _ 599 _ 1929

5 3 2 5 3 2 30 30 30 30 30
Ebben az esetben biztosabb ugyan az el6jelek hasznélata, de a nagy szamok miatt nagyobb a szamolasi

hiba lehet6sége is.
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II, '5. TORTEK OSSZEADASA, KIVONASA

PAROS MUNKA

[rjétok fel az 50-et nemnegativ egyjegy(i szdmok felhasznélasaval, 6sszeadds és kivonds muveleté-
nek segitségével! Példaul: 9 +9+9+9+9+9—4.

CSOPORTMUNKA

Egységtorteknek nevezziik azokat a torteket,
amelyeknek a szamlaldja 1, nevezdjiik pedig
egy pozitiv egész szam.

Az egyiptomiak mdr hasznaltdk a kozonséges
torteket, és minden 0 és 1 kozotti tortet fel tud-
tak irni egységtortek dsszegeként.

Példaul:

vagy

[rjatok fel az alébbi torteket egysegtbrtek 0sz-
szegeként!

3. 13 . 19

8’ 25° 33°
Fogalmazzatok meg, milyen lépések soran ju-
tottatok el a megoldashoz!

FELADATOK

1 Végezd el a mtveleteket! Ahol tudsz, egyszertsits!
i 32,
b) ] 4 ;

HE-3

._ 1, 1.
D5ty RIS

i_ 3.
n)3 28,

_ 9 .
r) 34 35 28 2

1) 1zi+23i; v) 3L 421 153,

2 _ 10
. ; x) 2015 200219

12 24 12° 10 8

y) 241 7454l g 431l 135

8 27° 34 102°
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2 Szofi ezen szomorkodik:
Az ismeréseim kétharmada lajkolta a fényképemet, az 6tode csak hozzaszolt. Vajon miért nem
reagalt semmit a maradék 48 ismerdsom? Hany ismerdse van Szofinak?

3 David igy morfondirozik:

Van 3600 forintom. Ha a zsebpénzem negyedébdl ajandékot veszek nagyinak, a harmadat kol-

csonadom a batyamnak, akkor nem marad 1800 forintom arra a pendrive-ra, amit meg akartam

venni.

a) Szamold ki, mennyi pénze marad Davidnak!

b) Minimum hany forintra van sziiksége ahhoz, hogy az ajandék, a kélcson és a pendrive megvasar-
lasa utan is maradjon 2000 forintja?

4 Szdmold ki A, B, C, D és E értékét! Szamitasaidat ird a fiizetbe!

a) b)
4 _ 1 _
+
12
10
C - D = E C - D = E

55 Szamolj minél egyszer(ibben! Végezd el a miiveleteket!

RC NI I B A b) 414 +232+192 + 158
o e TR P L4854
g) 4%+522—2—2%+3%; h)%—%+%+%;

6 Szamitsd ki a kovetkezo Osszeget!
<L+3+ +§>+(l+l+... +1>+(l+;+ +%>+<L+i+ +i)

7 7 7) \8 8 8/ \9 9
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1. PELDA

A kézmives szakkoron részt vevd didkok a tokfesztivalra

késziilve kivagtdk a megvasarolt 24 kg-os disztok % részét.

A kifaragott disztokbe teamécseseket tettek, majd hangu-
latvilagitasként hasznaltak. Mennyi volt a disztok tomege a
kifaragas utan?

A disztok tomegét két hét elteltével megmérték, és azt tapasz-

taltak, hogy tomege % részét elveszitette. Hany kg-ot muta-

tott a mérleg? Hanyadrésze ez a disztok eredeti tomegének?
Megoldas
Az eredeti tomeg % része marad meg.

24 kg % része egyenlé a 24 kg %-szérésével. 244 = % =19,2 kg.

[9)]

A kifaragott tok 19,2 kg tomegd.

Ha elveszitette tomegének % részét, akkor a % része megmaradt.
32
9% 2 2 _ 64
20.2 72 .2 _ 04 _ 158k
53 5 3 5 5

1
A viz elparolgasa utan a tok tomege 12,8 kg lett.

Ez a tdmeg az eredeti tomeg % részének a % része, azaz %—nek a %—szorosa.

Tehat a disztok %% = % része maradt meg.

Ebben a példaban azt lathattuk, hogyan szorzunk torttel egész szamot, illetve tortszamot.

ISMETELJUK AT A TANULTAKAT!

Egész szamot torttel ugy szorzunk, hogy a tort m

szamlaléjat megszorozzuk az egész szammal és

a tort nevezdje valtozatlan marad. Ha az egész 7 84 7 3 4 21

szamnak és a tort nevezdjének van 1-nél na- =1 % 36 4T 2
2

gyobb kozos osztodja, akkor a konnyebb szamo-
las érdekében célszerii egyszertsiteni.

Tortet torttel ugy szorzunk, hogy elobb Osszeszorozzuk egymassal a szamlalékat, majd pedig a
nevezoket. Ha lehet, itt is végezziik el az egyszeriisitést!

>4
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3. PELDA

Szamitsuk ki a miiveletsor eredményét! Egyszertsitsiink, ahol csak lehet!

3 .15 6 _
25 9 7
Megoldas | 3
3.156_32 156_1 B 6_126_116_6
7 25 3 7 537 517 35
5

A vegyes torteket mindig alakitsuk kozonséges tortekké, s csak utana végezziik el a szorzast!

4. PELDA

Anna és Helén kiilonb6z6 modon szorzott ossze két vegyes tortet. Dontsiik el, kinek van igaza!
Anna 6sszeszorozta az egészeket, majd 0sszeszorozta a torteket, igy a kovetkezé megoldast kapta:

1
1% : 2% =2+
Helén el6szor kozonséges tértekkg alakitotta a torteket, és csak utana szorozta ossze 6ket a tanult
modszer alapjn 1522 = 3£ = 2.2 10 5L,
1
Megoldds
Anna szamolasarol gyorsan eldonthetd, hogy rossz, mert 2 g -ot szorzott egy 1-nél nagyobb szam-
2

mal, igy az eredménye biztosan nagyobb lesz, mint 23

Ellendrizd otthon a szamologéped vagy a telefonod segitségével is, hogy jol szamolt-e Helén!

Beszéljétek meg, mit értiink egy szam re- Szamold ki a kovetkezo kifejezések értékét!
ciprokan! Szamoljatok ki fejben a kovetkezd 2 3L, p) 3.4, 0 2L.5
szamok reciprok értékét! 4 10 7°

a) 2 b) —1%;

. Helén szamolasa jo.

2, _4.
c)17, d) 23,

e) 5 f) -3

2 0.
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Egész szamot vagy tortet torttel ugy osztunk, hogy az oszté reciprokaval szorzunk.
Emlékszel? Egy szam reciproka az a szam, amellyel az eredeti szamot megszorozva, 1-et kapunk.

Példaul: 2 reciproka %; -5 reciproka —%; 3 reciproka %

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a 2 és % reciprokai egymasnak.

6. PELDA

Egy 50 literes tartalyban eperjoghurt késziilt. A tartaly tele van. A gyiimolcsjoghurtokat altalaban
muanyag dobozokban arusitjak. Hany doboz joghurt készithet6 ebbdl a mennyiségbdl, ha egy do-

bozba 1% dl keriil?
Megoldas

Elészor véltsuk at a mennyiségeket azonos mértékegységre: 50 liter = 500 dl.

Ezutan azt kell kiszamitani, hogy 500-ban hanyszor van meg az %

500 :% = 500 % = 500 % =100 % = 400. Tehat 400 doboz joghurt készithetd.

Az osztas muveletét tortvonal felhasznalasaval is felirhatjuk.

4
% : % = % Ezt az alakot emeletes tortnek nevezziik.

2
A tortvonalak hossza, esetleg vastagsaga mutatja, melyik a {6 tort-
vonal. Az itt lathaté két emeletes tortben ugyanazok a szamok
szerepelnek, de mégis mas lesz a tort értéke.

3 3
4 4
5 5
Az elsé tort esetében egész A masodik tortnél egy tortet ) ) §
szdmot osztottunk torttel. osztottunk egésszel. Emeletes tort alakban irt miiveletek
3 .4 _ .5 15 3 elvégzésekor irjuk at a torteket az
4 3: 5 3 4 4 4 _ 3. 53 osztas miiveletjel segitségével, s ha
5 5 47 20 sziikséges, hasznaljunk zardjeleket is!
10 Megoldas
Melyik nagyobb: A = % vagy B = %? 10
5 =2 10,53, =10 _15.2 _19.5 =
5 A—S—2.5—1,B—;—10.5—102—25
5

Tehat: B > A.
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FELADATOK

1~ Vélaszolj a kérdésekre!

a) Melyik szamnak nincs reciproka?

b) Melyik az a szam, amelyik megegyezik a
reciprokaval?

¢) Melyek azok a pozitiv szamok, amelyek re-
ciproka kisebb 1-nél?

2 Széamitsd ki
a) 12-nek a % részét;
b) %—nak az % részét;

-nek az % részét;

2
c) 4 7
d) i-nek al részét;

7
8 15 3
e) 3 4 részének a 5 szeresét;

f) % hatodrészének a %-szorosét;

g) % haromnyolcadénak a %—szorosét!

3 Melyik nagyobb?

a) 20 km l része vagy 9000 m % része?

b) 2 6ra % része vagy 144 perc i része?
8 Jiter Z i ?
c) = liter -Z 3 része vagy 42 dl 7 része?

d) 350 kg % része vagy % tonna % része?

4  Allitsd névekvé sorrendbe az alabbi torte-
ket!

515

a) ;’ b) 3 > C) 5 > d) i’

7 8
35,11 -

11 . 12 . 19 . 63

o-—4L pP 9 w

8 —57 3

55" Valaszd ki, melyik miiveleteknél lehet egy-
szerUsiteni a miivelet elvégzése el6tt! A miivele-
teket ird le a fiizetedbe és végezd el! Ahol lehet,
mindenhol egyszertsits!

Dk B A
) 11- % d) 5—f
T-3) 3y
9 (5)(5F M 3% 5

6 Egyalmaskertben délel6tt eladtak egy nagy

ldda alma 1 részét. Délutan a laddban maradt

3
mennyiség % részét értékesitették. A délutan
eladott mennyiség 60 kg volt.

a) A teljeslada hanyadrészét adtak el a délutani
idészakban?
b) Mennyi alma volt eredetileg a ladaban?

750 A harmincf6s osztaly %—e Bertéra szava-

zott, amikor meg kellett szervezni a korcsolya-
zast. Hanyan nem szavaztak Bertara?

8 Szofi a 45 perces Ora elején nagyon figyelt,

de aztan kicsit elfaradt, és az 6ra %—ed részén

rajzolgatott. Utana az dra végéig ujra figyelt.
Hany percig figyelt Szofi az éran?




II’ ;. TORTEK TIZEDES TORT ALAKJA

Az el6z6 leckékben mar lattuk, hogy egy szamnak tobbféle alakja is lehet. Ebben a leckében a tanult
szamok tizedes tort alakjaval foglalkozunk.

A tizedes tortek hasznalata hétkoznapjainkban nagyon elterjedt, mivel a helyi értékes irdasmod haszna-
lataval az 6sszeadas és a kivonas sokkal gyorsabban elvégezheto.

Példa egy tizedes tort alakd szam helyi értékes felbontasara:

6540,103 =6-1000+5-100+4-10+0-1+1-0,1+0-0,01 + 3-0,001

1. PELDA

Helyezziik el az alabbi szamokat egy helyiérték-tablazatban!
a) 2,1; b) 43,75; c) 0,625; d) 1234,56; e) 103,05

Megoldas

Szam | Tizezresek | Ezresek | Szazasok | Tizesek | Egyesek | Tizedek | Szazadok | Ezredek
2,1 2 1

43,75 4 3 7 5

0,625 0 6 2 5
1234,56 1 2 3 4 5 6

103,05 1 0 3 0 5

Milyen kapcsolat van az eddig tanult szamok és a tizedes tort alaku szamok kozott?
Egy tizedes tort alaku szamot konnyt atirni kozonséges tort alakba.

[rjuk fel a 1. példéban megadott szdmokat kozonséges tort alakban!

Megoldds

a) 2,1 =2+%=%;

b A3.75 = 43+% %z B 170% + 180 - 4136705 - 115;

©) 0,625 =0+ 6+ 135+ 1005 =+ 1000 * 1000 * 1000 = 1000  §°
d) 1234,56 = 1234+%+ 1(6)0 - 12130‘%)56 _ 3028564;

e) 103,05 = 103 + %Jr 1(5)0 = 12385 _ 2281_

28
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Igaz-e az allitas forditva? Felirhato-e tizedes tort alakban minden kozonséges tort vagy vegyes tort alak-

ban megadott szam?

[rjuk fel tizedes tort alakban a kovetkezd szamokat!

3. 7. 3. 3. £l
“)2’ b) 555 6)28, d)7, 6)6-

Megoldas

Az els6 harom torttel konnyebb dolgunk van. Mindhdrom tortet tudjuk Ggy béviteni, hogy a neve-
z6ben 10, 100 vagy 1000 szerepeljen.

a)3 E—15

10

7 _ 28
b) 55 =100 = %28

5 _ 21 _ 2625 _ 5_,.5_.,., 625 ,
0) 23 =% = {00 = 2625 vagy 23 =2+ 3= 2+ 68 = 2,625

d) A % azonban nem bévithet6 hasonlé médon.

Végezziik el az osztast!

Innen ugyanugy folytatodik, mint a tizedesvesszé utani szamjegy, és tjra ugyanolyan maradékokat
kapunk. Tehat a hanyadosban a tizedesvessz6 utani szamok ismétlddnek.

e) Az % atirasakor is az osztas elvégzése vezet célra:

S _
6= 0,8333...

Ha két egész szamot osztunk el egymassal, és a hanyados végtelen tizedes tort, akkor a maradékok ko-
z0Ott biztosan megjelenik egy olyan maradék, amelyik mar szerepelt. Ezért ett6l kezdve a hanyados jegyei
ugyanabban a sorrendben ismétlddnek. Ezt az ismétl6do6 részt szakasznak nevezziik. Jelolésekor a szakasz
els6 és utolsd szama folé pontot tesziink. Ekkor a tort tizedes tort alakja végtelen szakaszos tizedes tort.

Az el6z6 példa d) része esetén a szakasz hossza 6, jelolése: 0,428571.

Az e) rész esetében a szakasz hossza 1. R 0,8333... = 0,83. A 8 nem tartozik a szakaszhoz.

6
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Egész szam egész szammal torténo osztasat mindig el PAROS MUNKA

tudjuk végezni, ha az oszté nem 0. El6fordul, hogy a 5

maradék 0 lesz, ekkor véges tizedes tortet kapunk. Ha Irjatok fel az alabbi tizedes torteket tort
nem lesz véges a tizedes tort, akkor mindig végtelen alakban!

szakaszos tizedes tortet kapunk. 0,3; 0,405; 2,16; 0,3; 1,2; 4,6; 0,1; 8,8

Osszefoglalva:

Tudjuk, hogy racionalis szdimoknak nevezziik azokat a
szamokat, amelyek felirhatok két egész szam hanyado-
saként. Ebben a leckében lattuk, hogy két egész szdim ha-  Megjegyzések:

nyadosa minden esetben felirhato tizedes tort alakban. A végtelen szakaszos tizedes tortek Ssz-

A racionalis szamok tizedes tort alakja lehet: szes szamjegyét nem tudjuk lefrni, ezért
cegészpl =4, 2L =7, A5 5, hasznaljuk a szakasz két végpontja f5lé
2 3 9 irt pontot.
o véges tizedes tort: % = 2,4; % =1,75; % = 0,32; Gyakran a tort pontos értéke helyett
N ' annak megkozelit6 értékét irjuk le, és
o végtelen szakaszos tizedes tort: % = 0,45; % =0,4. ezzel dolgozunk. Ezt minden esetben a
= jel hasznalataval jelezziik.
CSOPORTMUNKA A végtelen szakaszos tizedes tortet ugy
olvassuk ki, hogy az egész részét ki-
Vizsgaljatok meg, milyen nevezd esetén lesz a mondjuk, a tizedesvesszé utini részt a
tort alakja véges tizedes tort! Indokoljatok meg szakasz végéig felsoroljuk, és megmond-
a vilaszotokat! juk, hol van a szakasz.
15" Melyik szdm a nagyobb: allitasat! Melyik lanynak van igaza? Valaszo-
a) 2,79 vagy 2.,8; b) 2,5 vagy 2,5; dat indokold!

c) 2,38 vagy 2,389; d) 2,18 vagy 2,187
25 Ird fel az alébbi tortek tizedes tort alakjat! 13 , 16

4 Hatarozd meg szamologép segitségével a

== tizedes tort alakjat! Mil érdekes-
15, b 10, y 5, H A o €8 g tizedes tort alaljdt! Milyen érdekes
4’ 8’ 6’ 15° séget vettél észre? Mi a magyarazata?
3. 11 . 7. 13
¢) 25° D 35° g 9’ h) 16" 5a" Vizsgald meg a 99 nevezdjii tortek tizedes
tort alakjat. A szamitashoz a tandrod utasitdsa
szerint hasznald a szamoldgépedet vagy a mo-
biltelefonodat! Irj a fiizetedbe legaldbb 6t pél-
dat! Fogalmazd meg tapasztalataidat!

3 Szofi és Helén a lecke megirdsa kozben
talalt két ,egymashoz kozeli” racionalis szd-
mot. Szofi szerint mindig tud olyan raciona-
lis szamot mondani, ami a ketté kozott van,
Helén viszont ugy gondolja, hogy ez nem le- 6 Az el6z6 feladat alapjan probald felirni a
hetséges. Irj két ,egymashoz kozeli” racionalis ~ a) 0,468; b) 2,515; c) 616,161

szamot, és probald ellendrizni Szofi és Helén  torteket kozonséges tort vagy vegyes tort alakban!

40
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A tizedes tortekkel végzett miiveletek soran azt hasznaljuk ki, hogy a szamokat helyiértékes alakban
irjuk fel.

Az Osszeadas és kivonas miiveletének elvégzésekor a szamokat ugy irjuk egymas ala, hogy az azo-
nos helyi értékek egymas al4 keriiljenek. Osszeadas soran egyszerre tobb tagot is leirhatunk, kivo-

nasnal viszont ezt nem tehetjiik meg.
1. PELDA

A lakasunk harom szobdjat ujraparkettaztat- Megoldds
juk. A nappali 23,7 négyzetméter, a halészoba

16,6 négyzetméter, a gyerekszoba 18,8 négyzet-

méter alapteriiletd. Hany négyzetméter padlot

kell parkettazni?

Tehat 6sszesen 59,1 négyzetmétert kell parket-
tazni.

A nappali amerikai konyhas, azaz a konyha és Megoldds

a nappali egy térben kapott helyet. Anya azt

javasolta, hogy a konyhaszekrény alatt és eldtt

inkabb jarélappal burkoltassunk. Lemérte a

sziikséges részt, s kidertilt, hogy ez a teriilet 6,7

négyzetméter. Hogyan modosult a parkettd-  Tehat ebben az esetben 52,4 négyzetméter terii-
zando teriilet? letet kell parkettdzni.

A tizedes tortek irasbeli szorzasakor ugyanugy jarunk el, mint az egész szamok irasbeli szorzasa-
nal: a szorzatban annyi tizedesjegyet jeloliink ki, amennyi a szorzétényezokben egyiittesen volt.
Tizedes tortek osztasa soran annyival szorozzuk meg az osztdt és az osztandot, hogy az oszto egész
szam legyen, igy egész szammal torténé osztast végezhetiink el.

A burkolé szakember tajékoztatasa szerint
parkettazasnal 10, jarolapozasnal 15%-ot kell
raszamolni a sziikséges mennyiségre. Mennyi
parkettat és mennyi jarélapot kell vasarolni?

Megoldds Tehat 57,64 négyzetméter parkettara van sziik-
ségiink, de mivel parkettdbol csak egész négy-

A sziikséges parketta kiszdmitdsa: ; e : > /
zetmétert vasarolhatunk, ezért 58 négyzetmé-

Szamoljuk ki 52,4 négyzetméter 10%-at, majd

adjuk hozza az 52,4-hez! tert kell megvenniink.




MUVELETEK VEGES

TIZEDES TORTEKKEL

A jardlap kiszdmitdsa:

Koriilbeliil 6,7 + 1,005 = 6,7 + 1 = 7,7 négyzet-
méter jardlapra van sziikség.

A boltban kideriilt, hogy a csalad altal kiva-
lasztott jardlap csak 1,4 m’-es kiszerelésben

kaphatd. Hany doboz sziikséges a kivant feliilet
burkoldsahoz?

Szamitsuk ki, hanyszor van meg a 7,7-ben az
1,4!

Mivel fél doboz nem vasarolhatd, ezért 5,5 =~ 6
doboz jardlapot kell vasarolnunk.

JATEK

Az alabbi tarsasjatékot kis csoportokban jatsz-
hatjatok.

A jaték célja és menete:

Oldjatok meg a feladatokat és szerezzetek
minél tobb pontot! Valasszatok sajat stratégiat,
és alakitsatok ugy a palyatokat, ahogy a
legjobbnak gondoljatok!

Jatékszabalyok:

A jatékot legfeljebb négyen jatszhatjatok. Min-
den csapathoz kell egy jatékmester, aki a jatékot
feltigyeli és a feladatokat javitja.

Valasszatok ki egy kerek startmez6t, és tegyétek ra
a bdbutokat! Mindenki dobjon egyet a dobokoc-
kaval, és Iépjen annyit, amennyit dobott! A 1épés
iranya tetsz6leges: jobbra, balra, lefele vagy felfele
is mehettek. (Atlésan nem léphettek.) A kiindul6
mezdkre tobbszor nem léphettek.

Minden mez6hoz egy feladat tartozik, ami-
nek megoldasaért pontokat kaphattok. A zold
mezO6n 1, a narancssargdn 2, a citromsdrgan
3 pontot szerezhettek.

Egy-egy feladatot maximum két perc alatt kell
megoldanotok. Aki hibas valaszt adott, nem
kap pontot. A jaték hét korbdl all, igy mindenki
hét feladatot kap.

Zold: Narancssarga: Sarga:
1. 8,367 + 13,69 + 254,28 = 1.942,017 — 35,63 + 142,005= 1.3,57- (—13,8) + 6,7 =
2.23,58-1,25= 2.93,87- (=37,4) = 2.9,48:1,2—104,17 =
3.183,4 — 5,136 = 3.75,84 — 93,128 + 19,077 = 3.34,8 —9,03- 3,6 =
4.56,556:1,27 = 4.(—821,106) : 1,8 = 4.—23,71+9,06:2,4 =
5.19,05 + 3,605 + 176,8 = 5.28,104 — 241,17 + 133,26 =  5.(3,46 +9,127):0,2 =
6.143,39 — 17,658 = 6. —0,682 — 34,56 — 92,259 = 6.(—37,83)- 54+93,07 =
7.256,142 — 187,18 = 7.(—318,06) - (—24,79) = 7.227 +7,824:24=
8.106,12- 3,8 = 8. 63,87 — 92,506 + 143,2 = 8.19,045 + 3,59 (—8,1) =
9.93,71 + 104,235+ 0,08 = 9. (—424,32):(3,2) = 9. (—4,7) - (—6,35) — 23,18 =

10. 128,604 : 2,1 = 10.3,7-2,9- 4,34 = 10. 305,66 : (—3,1) + 8,37 =

11. 583,27 — 49,528 = 11. —296,07 + 63,58 + 24,096 = 11.(—9,26) + 4,38 (—2,9) =

12. 372,28 - 5,6 = 12.164,0604 : 2,1 = 12.86,03:1,4 — 253,194 =




é MUVELETEK VEGES II
» TIZEDES TORTEKKEL .




I1. €2

Segitségek:

MUVELETEK VEGES

TIZEDES TORTEKKEL

Ha egy feladattal nem boldogultok egyediil, kétféle segitség

koziil valaszthattok:
Jelentkeztek és segitséget kértek a tanarotoktol.

Szamolégépet hasznaltok.

Segitség igénybevétele esetén a helyes megoldasért csak 1 pont
jar. Ha egyetlen segitséget sem hasznaltok a jaték soran, végiil

2 jutalompontot kaptok.

FELADATOK

15" Végezd el az 6sszeaddsokat és kivonasokat!
a) 3,14 + 3,14 + 3,14 — 8,42;

b) 3,14 + 2,72 + 1,41;

c) 2,236 — 1,732;

d) 10,02 — 3,98 + 1,74.

25" Végezd el a szorzésokat!

a) 23,2134 b) 10,01 - (—3,14) ;

c) 1,9-2,1; d) 2,9 -3,1;

e) 3,9-4,1; f) 89-9,1.

3~ Végezd el az osztésokat! Legfeljebb két tize-
des jegyig szamolj!

a) 10:3,14; b) 12,25: 3,5;

c) 2,25:1,5; d) 124,23 :11,8.

45" Végezd el a miiveleteket!
a) 2,72 -2,72 —0,3984; b) 3,14-12,25:3,5;
0 3—1,7321,732  d) 3,14-3,14:10 — 1.

5 Egy amerikai aut6 fogyasztasi adatardl azt
irja az interneten egy felhasznald, hogy 22 MPG,
ahol az MPG a mérfold per gallon réviditése.
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Ez azt jelenti, hogy

1 gallon tizemanyag-

gal 22 mérfoldet tud

megtenni.

1 gallon = 3,785 liter,

1 mérfold =~ 1609,3 m.

Az eredményeket kerekitsd két tizedesjegyre!

a) 22 mérfoldet hany liter tizemanyaggal tud
megtenni?

b) Hany kilométert tud megtenni 1 gallon
lizemanyaggal?

¢) 100 km-en hany liter iizemanyagot fogyaszt
az autd?

d) Hogyan kaphatnad meg a ¢) feladatban ki-
szamolt fogyasztasi adatot a 22-bdl egyetlen
mtvelet segitségével?

6 Ha abenzin ara 2016-ban 1,98 USD/gallon

volt és 1 USD 292,9 Ft, akkor

a) hany forint egy liter benzin az USA-ban?

b) az el6z6 feladatban szerepld autéval meny-
nyibe keriil 100 km-t autézni?



7. sZOVEGES FELADATOK

I1.

FELADATOK

Levente éppen elvégezte az egyetemet, amikor
meghallotta a hirt, hogy hatalmas farmot 6r6-
kolt kocsandi nagybatyjatol. Ismerte a terepet,
rengeteg szép nyarat toltott ott.

Szeme el6tt megjelent a kis t6, a kecskék és a
frissen fejt tej, a hat 16, melyeken annyira sze-
retett lovagolni a kornyékbeli gyerekekkel, s a
tavoli méhkaptarak a sokat dolgozé méhekkel.
Levente harom napig gondolkodott, mitévé le-
gyen. Adja el az egész farmot, vagy hagyjon itt
csapot papot, koltozzon Kocsandra, és folytas-
sa, amit a nagybatyja elkezdett? Megbeszélte a
feleségével, Jankaval, és ugy dontottek, elutaz-
nak Kocsandra.

Mikor megérkeztek, egyenesen a szomszé-
dokhoz - Balint bacsihoz és Anna nénihez
- mentek, akik mindeddig gondjat viselték az
allatoknak. Leventéék szamtalan kérdést tettek
fel nekik, hogy lassak, fenn tudndk-e tartani a
gazdasagot.

Szamold ki, a szomszédoktdl szerzett informa-
ciok alapjan mennyi bevételre és kiaddasra sza-
mithatnak harminc nap alatt!

1 Balint bacsi biiszkén mesélte, hogy az 6sz-
szes anyakecske egylitt napi 56 liter tejet ad,

amit konnyedén el tudnak adni a piacon. Azt is
8

hozzatette, hogy az dsszes kecskének csak a 11

része ad tejet.
a) Hany kecske €l a farmon, ha tudjuk, hogy

egy kecske napi 3% liter tejet ad?

b) Hany forintot kereshetnek Leventéék a tej
eladdsabol naponta, ha 1 liter kecsketej dra
480 Ft, de a bevétel ﬁ részét ki kell fizetni-
tik a piacon helypénzre?

c¢) Egy kecske napi takarmanyozasa 90 Ft. Sza-
mold ki, hanyad része a kecskék napi takar-
manyozasa a kecsketejb6l szarmazé napi
bevételnek!

250 A hat 16 békésen legelészett a kardmban.
A lovasz mar készitette a nyergeket a déluta-
ni lovaglashoz. A futdszaras oktatas 2000 Ft,
az osztalyban lovaglas 3000 Ft, a tereplovaglas
pedig 6000 Ft minden felné6ttnek. A gyerekek

ennek csak a % részét fizetik.

a) Mennyi heti bevételre szamithat Levente
és Janka, ha tizenkét gyerek jar hozzajuk
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lovagolni, hetente kétszer? A gyerekek har-
mada futdszaron, a tobbiek mar osztalyban
lovagolnak.

b) Tereplovaglasra minden szombat délelStt
4 feln6tt jar. Mennyi lesz az ebbdl szarmazé
havi bevétel?

c¢) Egy 16 napi takarmanyozasahoz 8 kg széna
és feleennyi abrak kell. A 400 kg-os széna-
bala 6000 Ft, egy mazsa abrak pedig ennek
a % részébe keriil. Szamold ki, hany forin-

tot kell kolteniiik a lovak takarmanyozasara

havonta!

3 ,Halas allatok a méhek” — dicsérte 6ket Ba-
lint bacsi. Egy kaptar atlagosan évi 52,5 kg mézet

termel. A méz 6tode harsméz, % része repce-

méz, % része akacméz és a maradék viragméz.

a) Mennyi mézet gyUjthetnek az egyes fajtak-
bdl egy év alatt, ha a farmon négy kaptar
van?

b) Hany forint bevételitk van a mézbdl évente,
ha a piacon 1 kg repcemézért 1600 Ft-ot,

a viragmézért ennek a %—szorosét, a hars-

mézért az %-szeresét és az akdcmézért a

%—szeresét kapjak?
4 Anna néni biiszkén mutatta meg nekik a

baromfiudvart. Kozben Osszeszedte a tojaso-
kat is, aminek darabjat 35 Ft-ért lehet eladni a
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piacon. Arra is figyelmeztette 6ket, hogy min-
den este zarjak be a tyukokat, nehogy a kornyé-
ken garazdalkodoé rdka elvigyen koziiliik parat.

a) A baromfiudvar lakéinak % része t0jo tyuk,

% része jérce és 2 kakas is van. Hanyan lak-

nak a baromfiudvarban?
b) Egy tyuk heti hat tojast tojik. Mennyi bevétel
szarmazhat a tojasok eladasabol, ha a bevétel

L részétkikell fizetnia piacon helypénzre?

12
5 Egy feln6tt baromfi napi takarmanysziik-

séglete 12 dkg, de a jérce ennek csak a % részét

fogyasztja. A vegyes takarmany % része kuko-

rica, % része buza, % része arpa, % része

zab, 23—0 része napraforgod és a maradék korpa.

a) Szamold ki, melyik dsszetevébdl hany dkg-
ot tartalmaz 1 kg vegyes takarmany!

b) Hany forintot kell havonta a baromfik eteté-
sére kolteniiik, ha 1 kg vegyes takarmany 65
forintba keriil?

6 A farmra kéthavonta kijar az allatorvos, aki
a csalad régi ismerdse, igy a vizitdij %-ét nem

szamolja fel. Hany forintot kell erre havonta at-
lagosan félretenni, ha egy latogatasért hivatalo-
san 14 700 forintot kér el?

7  Készits sszesitd tabldzatot a bevételekbol

és a kiaddsokbol!

a) Mennyi a havi bevétel?

b) Mennyi a havi kiadas, ha a viz-, dram-, és
gazszamlara, illetve az egyéb kiadasokra havi
90 000 forintot szdmolhatnak atlagosan?

c¢) A szamitasaid alapjan fenntarthaté-e ez a gaz-
dasag? (Van-e annyi bevétel, amely a mtikod-
tetéshez, megélhetéshez sziikséges?)




ZAROJELF ELBONTASOK II
>

o OSSZETETT MUVELETEK

A muveletek elvégzése soran kiilonos figyelmet kell fektetniink a mtiveletvégzés sorrendjére.

¢ Ha egy miiveletsort kell elvégezni, akkor egyenrangu miiveletek esetében balrol jobbra haladunk.

1,3+ (+2,5) = (+1,25) + (+2,4) - (=5,05) = +3,8 — 1,25 + 2,4 + 5,05 =
= 42,55 + 2,4 + 5,05 = +4,95 + 5,05 = 10

e A szorzas és osztas ugynevezett magasabbrendii miivelet, ezért egy miiveletsorban el6szor ezt
vagy ezeket végezziik el.

45 +7-(-5) - 18+ 135:9=45+ (-35) - 18 + 15=7

o A zarojel modosithatja a miiveletek sorrendjét! E16szor a zardjelben 1évo miiveletet kell elvégez-
ni. A tortvonal zardjelet helyettesithet, ezért koriiltekintonek kell lenniink abban az esetben is,
ha nincs feltiintetve a zarojel.

6-(52+78)-48: (13,6 -44+28)=6-13-48:12=78-4=74

FELADATOK

15" Melyik az a szém, amelyik

a) Lés 2 Osszegénél 2 _del tobb? b) i—dal tobb, mint £ &s > kiilonbsége?

4 7 14 5 4
c) lé-szerese a % és az % Osszegének? d) a 2— ésa ﬁ hanyadosanal -dal kisebb?
e) = és 172 Osszegének a fele? f) és 22 kulonbsegeneka 20 szorosa?

2 Hasonlitsd 6ssze a két kifejezést, és tedd ki a megfeleld relacids jelet a fiizetedben (<; >; =)!

03-03-3) el wioacd i)

7 3 7

7
c) %+(1,3—i) §+13+§, d)%+1,3—i 3+<1,3—§).

7
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.

OSSZETETT MUVELETEK

35" Valaszd ki a helyes zaréjelfelbontast, majd végezd el a miveleteket!

(2,6 _2,6 _2_6,
a) 3,4 (7+5) 34-2+72 vagy 34— -2
_(6 _ _6 _6 _ 400
b) 15,95 (15 4,02) 15,95 — 7=+ 4,02 vagy 15,951 —4,02;
34 708 —34 _ 7 08_68 _5¢.
c) 2 (7 08 — 10) 5,6 2:7,08—75 =56  vagy 2:7,08—70—506;
—4(7 _ 4.7 _4. 4.7 4. .
d) 5—4 (8 5,25) 5—4 g—4525 vagy 5—4 o +4525
6 3 2 2.6 3 2 2.6, 3
7— = _2.5_26_3 27,26 3
e)< )( 5> < 10) 37735710 % 7373 s o
4 Hozd egyszertlibb alakra a kovetkez6 emeletes torteket!
7 7 3.1 5 15
a) 12, b) 1+-2 o) A2 d -5
3L 2 8 —1,2+2
4 6 76
1 3 %_% %_0’4
e) ————; ) (2—32)(=2,6); g ; h) =——.
1+ 1 5 1 1_4
1 8 5 3
L+

5 Hogyan szeretnéd inkabb kiszamolni? Valassz az A és a B lehetéség kozott! Végezd is el a
szamolast!

.52.11-32. (52 _32)\.11. (25 _9). .25 .59 4.
a) Ai5211-32 11, B.<53 33>11, b)A.<8 8) 7, B 2.7-2.7;
c) A: (2045 + 985+ (—30)):9, B: 2045:9+ 985:9 + (—30): 9;

12 36 (12 _ 36)).

d)AZI 7= 42 7 B <21 42)7
6 Mit szeretnél kapni inkabb?
A: Heti 300 Ft 4 héten keresztill, és aztan az sszegytlt pénz duplaja?
B: Az els6 héten 300 Ft és aztan minden héten az el6z6 dupldja?

7  Szamitsd ki az eredményt!

RN N NI T - 1

a)—+ +

8 16 32 64 128 256
1,1
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A hétkoznapjainkban tobbnyire olyan szamokkal talalkozunk, amelyeknek nagysagardl van elképze-
léstink.

CSOPORTMUNKA

Keressetek olyan példakat (targyakat, él6lé-
nyeket, jelenségeket), amelyekre koriilbeliil
jellemzéek ezek a mennyiségek!

a) 1 liter; b) 50 kg;

c) 20 cmy; d) 150 km;

e) 10 080 perc; f) 130 km/h;

g 0,5m’.
Vannak olyan mennyiségek, amelyek jellemzéséhez Szam Név
nagyon nagy szamokat kell hasznalnunk. Példaul 10 =10 ,
az informatikdban, a csillagdszatban a tavolsagok o tz
megadasanal vagy az atomok szamanak meghata- 100 =10 Szaz
rozasanal gyakran haszndlunk ilyeneket. 1000 =10° ezer

(bl rend ) eddivicket! 10 000 =10" tizezer
PI:O dljuk rendszerezni az eddigie et! 100 000 = 10° szézezer
Irjunk egymas ala olyan szamokat, amelyek - —
1-gyel kezdédnek és mindig eggyel tobb 0-val 1000000 =10 millié
folytatédnak! 10 000 000 =10’ tizmillié
Bar a sort tetszélegesen sokaig folytathatnank, s6t 100 000 000 =10° szazmillié
nevet is tudndnk adni ezeknek a nagy szdmoknal, 1000 000 000 =10° | ezermilli6 = millird
egy id6 utan egyre nagyobb lenne az esélye annak, - o
hogy eltévesztjiikk a 0-k szamat. Keressiink egysze- 10 000 000 000 =10 tizmillidrd
rlibb leirasi modot! 100 000 000 000 =10"" szazmillidrd
Haszndljuk fel azt, hogy az egymis alatt 1év6 sza- 1 909 000 000 000 = 10" | 1000 milliard = billié

mok ugy keletkeztek, hogy az el6z6 szamot meg-

szoroztuk 10-zel, azaz a 10 tobbszori 0sszeszorzasaval kapjuk meg a fenti szamokat! Most azt is latjuk,
hogy hany darab tizest kell 6sszeszorozni ahhoz, hogy megkapjuk a kivant szamot. Ez a forma azonban
még mindig nagyon hosszu, ezért bevezetiink egy uj jelolést, amivel leirhatjuk ezeket a szorzasokat:

100 = 10 - 10 = 10’ (tiz a masodikon vagy tiz a négyzeten);
1000 =10 10- 10 = 10’ (tiz a harmadikon vagy tiz a kébén).

Ha tovabb folytatnank a sort, akkor a szazmillidardot a kovetkezéképpen irnank fel:
100 000 000 000 =10- 10- 10- 10- 10- 10+ 10- 10- 10- 10- 10 = 10" (tiz a tizenegyediken).

Eddig tiz szorzataival dolgoztunk, nincs akadalya annak sem, hogy mds szdmokat szorozzunk dssze.
Példaul:
2:-2-2-2-2=2°(kettd az 6todiken).
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Ha egy szamot tobbszor szorzunk 6nmagdval, akkor azt ' g4, .
rovidebb alakban, tgynevezett hatvanyalakban adjuk '
meg.

A hatvanyalakban tobb szam is szerepel. Alul talalhat6 az
alap, vagyis az a szam, amelyet 6nmagaval szorzunk. Az
alap jobb felsé sarkaban, kicsit kisebb bettivel szerepel a

kitevd, ami azt mutatja, hogy hanyszor szorozzuk ossze az oty sy Loelodiiyelels
alapot. Ennek a hatvanynak az értéke:
A hatvény alapja barmilyen eddig tanult szam lehet, a kite- £ =4.4.4=64

vO pedig természetes szam.

1. PELDA

Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!
4, _3)5. AW _1y
W25 BEs I(F) A

Megoldas

a)2'=2.2.2.2=16;
b) (-3)° = (=3) - (-3) - (-3) - (-3) - (-3) = (-243);
c) <%>6 2.2 2 2 2 2_ 64

T 15625’

Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!
Figyeljiik meg a hatvanyok értékeinek valtozasat a zardjelek athelyezése soran!

a)(-2)%5  b)-2% (-2  d)-2.
Megoldas

a) (-2)°=(-2) - (-2) - (-2) - (-2) - (-2) = -32;
b) -2°=-(2-2-2-2-2)=-32;

) (-2)'=(-2)- (-2) - (-2) - (-2) = +16;

d) -2"=-(2-2-2.2)=-16.
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3. PELDA

A téli betegségek nagy tobbségét az influenzavirus egyik fajtaja okozza. A nagyvarosokban gyorsan
terjed a virus, hisz sok ember €l kis helyen.

Egy nagyvarosban egy januari hétfén 300 influenzas beteget regisztraltak. A virus naponta meg-
kétszerezi a betegek szamat.

Hanyan lettek betegek a 10. napon?

Megoldads

A megbetegedések szama:

Az elsé napon 300

A masodik napon 300 - 2 = 600

A harmadik napon 300 -2-2=300-2°=1200

A negyedik napon 300-2-2-2=300-2"=2400
Az 6t6dik napon 300-2-2-2-2=300-2"=4800

Ezek alapjan a 10. napon megbetegedettek szama:

300-(2-2-2-2-...-2)=300-2"=300-512 = 153 600

9 db 2-es szorzo

Meglepd lehet ez a nagy szam, de az 1-nél nagyobb szamok hatvanyai gyorsan nének. (Koriilbeliil
ennyi ember lakik Miskolcon.)

Van néhany specialis hatvanyalak, amelyek értékét érdemes kiilon megadni.
1. Minden szam els6 hatvanya egyenl6 a szammal.

Péld4ul: 5' = 5; 0' = 0.
2. Minden 0-t6l kiilonb6z6 szam nulladik hatvanya = 1.

Péld4ul: 5°=1; (=3)°=1.

Az egyetlen hatvanyalakban irt szam,
amely gondot okoz, az a 0°.

0’ = 0 lenne, ha a hatvanyozas alapjéhoz
igazodnank, hiszen 0-nak minden hatva-
nya 0.

0’ = 1 lenne, ha a hatvényozds kitevéjé-
hez igazodnank, hiszen minden mas szam
0-dik hatvanya 1.

A 0° értékét nem értelmezziik.
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Erdekességek

Tudod, honnan szarmazik a Google keresészoftver neve?

Az alkotok valamilyen médon utalni szerettek volna arra, hogy a program segitségével rendkiviil nagy-
szdmu informéciéhoz lehet hozzajutni. Azt talalték ki, hogy a 10" alkalmas lehet e nagysigrend érzé-
keltetésére. Mivel az emlitett szam elnevezése a googol — ahhoz hasonléan, ahogy a 10°-t milliénak ne-
vezziik —, ezért az altaluk létrehozott rendszert is Googolnak szerették volna elnevezni. Végiil azonban
valaki belejavitott a névadasba, igy lett a szoftver és késébb a cég neve Google.

CSOPORTMUNKA

Keresd meg, hogyan lehet hatvanyokat irni a
szamologépeddel!

Szamolj a mobiloddal! Nézd meg, hogyan ir-
hato be a szamok hatvanyalakja!

FELADATOK

1a Ird fel szorzat alakban a hatvényokat, és
szamitsd ki a hatvanyértékét!
a)3 2 1’ (-5 -5 (-6)%

1y S5\ 72 2y (11
v(a) G T3 (s)
2a0 Ird rovidebb alakba a kovetkezd szorzatokat!
a)3-3.5.5.5 b) 2:5-2-5-2-5.5;

€)2-6-6-3-2-3-3-3;
d) (—=3)-3-3-(=3)-3-3.

35" Melyik hatvanyok egyenlék egymassal?
a) s b)—1% o) (1% d) (1) e) 17

4~ Ird fel az alabbi hatvanyokat szorzatalak-
ban, majd csoportositsd Sket aszerint, hogy
pozitivak vagy negativak!

a) 3% b) =5% o) (=2)% d) (=3)% e) —7".

5 Ha egy virus egy olyan szamitogépet fert6z

meg, amelyiknek internet-9sszekottetése is van,

akkor fél 6ra alatt harom tovabbi szamitogépre

kiildi at a virust. A virusos gépek fél 6ra mulva

ismét harom-harom gépet fertéznek meg.

a) Hany gép fert6z6dik meg egyetlen délelott
folyaman (8.00-t6l 12.00-ig)?
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b) Hany gép fert6z6dik meg reggel 8-tol este
8-ig? Prébald meg kiszamolni a szamologé-
peddel! Olvasd ki a kapott szamot!

¢) Hany jegyl ez a szam? A Fold dsszlakossa-
ganal kisebb vagy nagyobb szamot kaptal?

6 A kisballagi tavon megtelepedett a zold al-

ga. Megfigyelték, hogy az algaval boritott terii-

let nagysaga minden nap megkétszerezédik.

Oktober 25-ére éppen teljesen beboritotta a

z0ld alga a teljes tavat.

a) Hanyadikan boritotta be a kisballagi t6 fel-
szinének felét a zold alga?

b) Hanyadikan boritotta be a kisballagi té fel-
szinének negyedét a zold alga?

¢) Hanyadikan boritotta be a kisballagi t6 fel-
szinének kevesebb mint ezredrészét a zold
alga?

75" A ketté hatvényai fontos szerepet jatszanak
az informatikdban. Nézz utdna, hogy 1 byte
hany bit, és hogy 1 kilobyte hany byte!
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I1.

Milyen szabalyok érvényesek hatvanyokkal torténé muveletvégzés soran?

[rjuk rovidebb alakban a kovetkezd szorzést!

2°. ¢

Megoldas

A hatvany az azonos tényezd6ji szorzotényezok rovidebb leirdsi mddja, ezért irjuk fel a hatvanyokat

szorzatként!

22.2'=(2-2-2-2-2)-(2-2-2-2)=2°

Lathatd, hogy a tényez6k szama a kitevok Osszege, s mivel az alapok megegyeznek, ezért egyetlen

hatvanyként is felirhatjuk.

Az egyszertibb alakban torténd felirasnal azt hasz-
naltuk ki, hogy a hatvanyalapok megegyeznek.

Els6 szabaly: Azonos alapu hatvanyokat gy is
szorozhatunk, hogy a kozos alapot a kitevok
osszegére emeljiik.

Péld4ul: 7°- 7> =79+ = 7°,

Fel tudjuk-e irni egyszertibb alakban a ko-
vetkezd osztast?

37:3°

Megoldas
Ha ezt az osztast atirjuk tort alakba, akkor
azt egyszertsithetjik.

7. 5_377_)3/';3/'%'3')3/'3'3_ .3 — 132
3.3—35— 33333 =3-3=3

Azt latjuk, hogy a szamlalo kitevéjébdl ki kell
vonni a nevezd kitevdjét és az azonos alapot erre
emeljiik.

Ezigynéhaproblémaslehet, mert példdul az alabbi
osztasnal a szamlaloban kevesebb tényez6 van, igy
csak négy darab tényezdvel tudunk egyszerftisiteni.

34:36:3_4: 33)3/73/ :L
Hatvanyok osztasanal nagyon figyelni kell arra,
hogy az osztando és az oszt6 (vagy a szamlalo, il-
letve a nevezd) kitevdje koziil melyik a nagyobb.

Egyelére a kovetkezoket jegyezziik meg!

Masodik szabaly: Az azonos alapu hatvanyok
osztasanal,

¢ ha a szamlalg kitevdje nagyobb, mint a neve-
z0 kitevodje, akkor az osztast ugy is elvégez-
hetjiik, hogy a szamlalé kitev6jébdl kivonjuk
a nevezo kitevojét, és a kozos alapot erre a ki-
tevore emeljiik.
5750 =5 =5t = 5

54

¢ ha a szamlalo kitevdje kisebb, mint a nevez6

kitevoje, akkor annyi tényezovel tudunk egy-

o

szerisiteni, amennyi a szamlaléban van.
2890 2° _ 1
: - 910 - 22
¢ ha a szamlalo és a nevezd kitevéoje egyenld,
akkor a tort értéke 1.
3.5 =3 =1

37




II. { : A HATVANYOZAS AZONOSSAGAI I.

Ha wugyanolyan hatvanyokat szorzunk ossze,
akkor azt révidebben hatvany hatvanyozasaként
tudjuk felirni. Trjuk fel egyetlen szdm hatvanyaként: (3%)*!

Azt lathatjuk, hogy hatvany hatvdnyozasakor a ki- Megoldds
tevok Osszeszorzodnak. (3% =3°3%.3%.3°=3.3.3. 3232 =3"
-~

Harmadik szabaly: Hatvanyt ugy hatvanyozha- 2

tunk, hogy az alapot a hatvanykitevok szorzata-
ra emeljiik.

Rovidebben:
(38)4 — 38'4 — 332

FELADATOK

15" Szamitsd ki az aldbbi miveletek eredményét!

a) 2°- 2% b) 5°-5-5; c) 10%- 10%; d) 0,1-0,1°-10% e) (—2)-(—2);
) 34.32 ) (777, ) L ) 35 ) (37:3%)3°
f 295 9 ( ):7; )F» i) 5 j) (3:3%)-3%.

25" Ird egyszeriibb alakba a kovetkezd szorzatokat!
a) 3° 3% b) 1% 11°- 115 o) <l>5~<%>4.

3a0 Ird noévekvd sorrendbe!

a) (=17 (=1)5 b) (=27 (=2"); o) 2°-(=2); d) (%)2%)3 6)4_4. £ 3°. 3¢

4~ Ird le az aldbbi miveleteket, és pétold a hianyzo részeket!
a) 3°-3*=3".35% b) 117-11*-11°=11- 117 - 11%
4 8

o) (—2f-2'=(-2) 25 d) 33—53 =37 3%

2°-2°
e) 25 : 26 = 2—‘:\
5 Melyik n;agyobb:
a) 78-<74 : 7) vagy 49 7% b) -5 (—5)4 vagy (—5)10 -5°2

6 Végezd el a lehetséges szorzasokat, osztasokat! A végeredményt hatvanyalakban add meg!

24 A8 45
a) %; b) 35.34.24.316.26;
8 4. 8 a10 g3
¢) 7. 5%. 5472 58, d)3'5'5'3 5

5°-57.3%.3°

E




77’ A HATVANYOZAS AZONOSSAGAI L.

I1.

Szamoljuk ki az aldbbi szorzat értékét!
2% 5

Megoldas

1. lehetdség:

Szamitsuk ki kiilon-kiilon a hatvanyok értékét,
majd szorozzuk 6ssze dket!

2*-5%=16-625 = 10 000

2. lehetdség:
Felhasznalva, hogy 2-5 = 10:

2%.5=2-2-2-2-5-5-5-5=(2-5)-(2-5)-(2-5)-(2-5)= 10" = 10 000

Az els6 esetben az lehet a nehézség, hogy nagy
szamokat kell 6sszeszorozni.

A masodik esetben azt hasznaltuk fel, hogy
25 =10, vagyis, hogy a szorzatban ugyanannyi
2-es és ugyanannyi 5-0s szorzotényezo szerepel.
A 10 egy 2-es és egy 5-0s szorzataként irhato fel.
Ebbdl addddan az eredményt fel tudjuk irni 10
hatvanyaként.

Az utdbbi szamolasnal megfigyelt osszefiiggést fel-
hasznalva megfogalmazhatunk egy tjabb szabalyt:

Azonos kitevoji hatvanyokat ugy is dsszeszo-
rozhatunk, hogy az alapok szorzatat a kozos
kitevore emeljiik.

A megfigyelt Osszefliggést megfogalmazhatjuk
mas modon is:

Szorzatot ugy is hatvanyozhatunk, hogy az
egyes tényezoket hatvanyozzuk, és a hatvanyo-
kat dsszeszorozzuk.

(3-5) = 3" 5

A felirt azonossagnal felhasznaltuk, hogy a kite-
vok azonosak, és igy atalakithattuk a szorzast.

Vizsgaljuk meg, létezik-e hasonld Osszefiiggés,
ha azonos kitev6jii hatvanyokat osztunk el egy-
massal!

2. PELDA

[rjuk egyszeriibben!
15°
5 6

Megoldas

5 5 5

1_56_15-15-15~15~15-15=15,15,15,15,15,15=<1_5>6=36

56 5:5-5:5:5-5 5 5 5 5

Az itt megoldott példa alapjan dltaldnosan is megfogalmazhatunk sszefiiggéseket:

Azonos kitevdji hatvanyokat ugy is oszthatunk, hogy az alapokat elosztjuk, és a kapott hanyadost

a kozos kitevore emeljiik.

7




II. 7 : A HATVANYOZAS AZONOSSAGAI .

Ha az egyenldség masik irdnyat nézziik, akkor a

kovetkezot latjuk:

Hanyados hatvanyozasakor a szamlalo és a neve-
26 megfelel6 hatvanyat oszthatjuk el egymassal.

Peéldaul: (%)“ _ 3

24

CSOPORTMUNKA

Készitsetek egy tablot, amelyen bemutathat-

jatok a hatvanyozés tanult szabdlyait! Irjatok
példat is a szabalyokhoz!

FELADATOK

15" Szamitsd ki az aldbbi hatvényok értékét!
10°, 2.2.2 2 55
) 95555

25 Ird fel egyetlen szdm hatvanyaként!

a) 2*- 3% b) 7° - 3%
c) 11°. 2% d) 5. 2"
e) 12°.3% f) (=3)° - (-2)°.

35 Ird fel egy tort (vagy egy egész szam) hat-
vanyaként az alabbi hanyadosokat!

24 11°.
a) 54 > b) 56 b
17" 35°
c) 0 d) o

4 Dontsd el, melyik egyenl8ség igaz!
a) 210310 = 51, b) 359 =159,
c) 6% 4* =24% d) 4 4 =16".

550 Ird fel primszdmok hatvényainak szorza-
taként!

a) 72° - 54*% b) 22°-28%;
6 10 5
o 5100,
1242 2%.5%-8

6~ Ird fel a szamokat névekvé sorrendben!

20%, 3V, (4 12V, 3%
52) 2) 5 bl 4 b 2’

4% 3%,

7 A tanult azonossagok alkalmazasaval ird
egyszeriibb alakba!

Segitség: El6szor ird le a szamokat primszamok
hatvanyanak szorzataként, majd utdna alkal-
mazd a hatvanyozas tanult azonossagait!

62t 58. 9% 3. 98.2508 - 41 ]
a) ( 28. 27 > b) 5 4 2 16
15%-4 (5°) 2512
3/ 2]
2 5
) ayps MSWETS
(?) 8 5° (5)

8 Szamolj fejben!

a) Meddig tudod felsorolni a 2 hatvanyait?
1;2;4; ...

b) Meddig tudod felsorolni a 3 hatvanyait?
1;3;9 ...

¢) Meddig tudod felsorolni az 4 hatvanyait?
1;4; 16; ...

d) Meddig tudod felsorolni az 5 hatvanyait?
15 5; 25; ...

e) Meddig tudod felsorolni az 6 hatvanyait?
1; 6; 36; ...

f) Meddig tudod felsorolni a négyzetszamokat?
154;9; ...

g) Meddig tudod felsorolni a kobszamokat?
1; 8;27; ...




z NORMALALAK II.

Egy kis tudomdnytorténet

2014. november 12-e mérfoldkdnek szamit az (rkutatas, illetve a Naprendszer kutatasanak tor-
ténetében. A Rosetta eurdpai lrszonda Philae leszalloegysége sikeres leszallast hajtott végre a
67P/Churyumov-Gerasimenko (roviden 67P) itistokdsmag felszinére. A helyszini mérések segitsé-
gével informdcidkat kaphatunk az tistokosrol, s kozvetve a Naprendszer keletkezésérdl. A sikerben
magyar mérnokoknek és kutatoknak is jelentds része van.

A leszdllhely, Agilkia a Philae fedélzeti kamerdjdval, mindossze 3 km-es magassdgbol

A nagy szdmokkal végzett miveletek soran na- ESOFORTMUENKA

gyon sok nullat kell leirnunk, ami lassitja és ne- Szamitsatok ki, milyen tavol van ez az {istd-
heziti is a szamolast. A hatvany bevezetése azt is kos a Foldtél, ha tudjuk, hogy a radidhulla-
lehetévé teszi, hogy a szamokat mas médon is le- mok 1 masodperc alatt 300 000 000 métert
irjuk, ami gyakran r6videbb leirast jelent. Most a tesznek meg, és az iistokos-Fold tavolsagot a
nagy szamok leirdsaval foglalkozunk. radidjelek kb. 28 perc alatt teszik meg!

[rjuk fel a 425 milliot kéttényezds szorzat alakban ugy, hogy az egyik tényezd 10 pozitiv egész
kitev6jli hatvanya legyen.

Megoldas
Tobb lehet6ség is van, néhanyat felsorolunk: 425 000 000 = 425 000 - 10°;

425 000 000 = 425 - 10°;
425 000 000 = 425 000 00 - 10;

425 000 000 = 4,25 - 10°.

Az utolséként leirt alak kitiintetett szerepet kapott a szamok leirasaban. A 4,25 - 10° alakot a 425 milli6
normdlalakjanak nevezziik.

Egynél nagyobb szam normalalakja olyan két tényezobol all6 szorzat, amelynek egyik tényezdje
egy és tiz kozé esik - 1 lehet, 10 nem -, masik tényezdje 10 egész kitevdji hatvanya.

7




II. Zz NORMALALAK

2. PELDA

[rjuk fel normalalak hasznalatdval a csoportmunkaban megoldandé feladat szamitésait!

Megoldas

A radiohullam 1 masodperc alatt 300 000 000 m = 3 - 10° m-t tesz meg.

28 perc = 1680 méasodperc, normalalakban 1,68 - 10’ masodperc.

A 67P iistokos és a Fold tavolséga: 3- 10°- 1,68 - 10° = 5,04+ 10" (m), ami 5,04 - 10° km.

Szamologép segitségével hatdarozzuk megamiiveletsor eredményét!
256 000 000 - 55 000 000

Megoldds A szamoldgépek kijelzdje dl-
Sok olyan szamol6gép van, ahol nincs annyi karakter a kijelzén, talaban 8-12 szamjegyet ké-
hogy ezt be tudjuk irni. Ezért most ,,kicselezziik” a szimolégépet. ~ pes megjeleniteni, a normal-
Hasznaljunk normalalakot! alak ismerete és alkalmazasa
256 000 000 - 55 000 000 = 2,56 - 10°- 5,5 10" = viszont lehetévé teszi a sza-
=2,56-5,5-10 10" = 14,08 - 10" = 1,408 - 10'° mol6géppel torténd szdmo-

last nagyobb szamokkal is.

FELADATOK

1~ Ird 4t normalalakba a szamokat! g) 10-10% h) 0,0001 - 10 000;
a) 100 000; b) 1500 milliard; i) 1,956 10°% i) 0,1222-10%

¢) 28 000; d) 1340; k) 0,01492 - 10° ) 0,00101-10".
e) 256 000; f) hatszazhuszonotezer;

4~ Vizsgdld meg, hogyan tudsz nagy szdmo-

g) 687 000; h) 43 milli6 25 ezer; Kat tartal ( miiveleteket elve . (molé
l) 457’23, ]) 975 312,45’ 2 eZI'ejl'maZO muveleteke evegeznlaszamo O-
k) 10 010; 1) 100 100 100. gepeden:

5 Add meg a végeredményt normalalakban!

25 Ird 4t a normalalakban megadott szimokat 4, cjjenérzéséhez haszndlj szmologépet!

helyiértékes alakba! 4 )

@) 4,25 10" b) 1,432 - 10%; Z) ‘f’Z' }88) o

¢) 9,206 - 10% d) 7,0507 - 10 ) (16-10) (25 107
,206 - 10% 0507 - 10% ¢) (2,4-10) - (1,5- 10%);

e) 1-10% f) 7,74 -10" d) (7,2 10% : (1,8 - 10°);

e) (1,08-10"):90 000;

.\\ T 7 . 7 7 !
350 Ird fel az alabbi szamokat normalalakban ) (84-109- (1,5- 10°).

a) 327-10’; b) 1256 - 10%
c) 82005- 6106; d) 0,0657 - 10% 6 A Nap-Fold tavolsaganak héanyszorosa a
e) 0,01-10% f) 0,74-10 000 000; 67P {istokos-Fold tavolsaga?

’5




f '5’ OSSZEFOGLALAS

A racionalis szamok azok a szamok, amelyek fel-
irhatok két egész szam hanyadosaként. A racio-
nalis szamok halmazéba tartoznak a pozitiv egész
szamok, a negativ egész szamok;, a 0 és a tortek.

Minden racionalis szamnak tobbféle alakja van.
Minden tort alakd szam étirhato tizedes tort alakba.
Megmutattuk, hogy a racionalis szamok tizedes
tort alakja egész szam, véges tizedes tort vagy vég-
telen szakaszos tizedes tort.
Ha az eddig tanult miveletek barmelyikét racio-
nélis szamokkal végezziik el, eredményiil racio-
nalis szamot kapunk.
A négy alapmivelet koziil az 6sszeadds és a szor-
zas esetében az aldabbi miveleti tulajdonsagok
érvényesek:

e az Osszeg tagjai, illetve a szorzat tényezdi fel-

cserélheték;
e az Osszeg tagjai, illetve a szorzat tényezdi tet-
sz6legesen csoportosithatok.

A kivonas és osztas esetében ezek a miiveleti tu-
lajdonsagok nem igazak.
A kivonas felirhat6 negativ szam hozzaadasaként.
Ekkor az el6jeles szamokra mar alkalmazhaté az
Osszeadasra érvényes felcserélhetdség, illetve cso-
portosithatdsag.
Az osztas felirhato az osztd reciprokaval torténd
szorzasként is.

IT.

Vigyazz! 0-val nem végezheto el az osztas!
Gondoljatok at, miért!

A tanult miveletek sorrendjérol:

Ha egy miiveletsort kell elvégezni, akkor egyen-
rangu muveletek esetében balrol jobbra haladunk.
A szorzast és osztast magasabbrendd miiveletnek
tekintjiik, ezért egy miiveletsorban el8szor ezeket
végezziik el.

A zardjel médositja a muveleti sorrendet. E16szor
a zardjelben 1évé miiveletet kell elvégezni.

A tortvonal zarojelet helyettesithet, ezért abban az
esetben is nagyon koriiltekintének kell lenni, ha
nincs feltiintetve a zardjel.

Hatvanyozas
Ha egy szamot tobbszor 6nmagaval szorzunk,
akkor azt rovidebb alakban, ugynevezett hatvany-
alakban is megadhatjuk.
Az itt tanult elnevezések: hatvanyalap, kitevd és
hatvanyérték. A hatvanyalap - vagy réviden alap —
az, amit sszeszorzunk, a kitevé pedig az, ahany-
szor megszorozzuk dnmagaval az adott szamot.
A hatvanyokkal végzett szorzds és osztds soran
jol hasznalhaté szabalyokat fogalmaztunk meg.
Hasznalhatjuk a tanult szabalyokat:

e azonos alapu hatvanyok szorzasakor, oszta-

sakor;
e azonos kitevéjii hatvanyok szorzasakor, osz-
tasakor;

e szorzat vagy tort hatvanyozasanal;

¢ hatvany hatvanyozasanal.
A normdlalak bevezetése és a szamoldgép haszna-
lata a nagy szamokkal valé muveletek elvégzését
segiti. Egyel6re a 0 és 1 kozotti szamok normal-
alakjaval nem foglalkozunk.




IT.

f}’ OSSZEFOGLALAS

FELADATOK

15" Mennyi a kiemelt szémok helyi értéke,
alaki értéke és valodi értéke?

a)507843;  b)80,315; ) 44526,02.

25" Helyezd 4t a zarojeleket ugy, hogy kony-
nyebb legyen a szamolas, majd végezd el az
Osszeadasokat!

a) 2135 + (2865 + 1972) + 2028;

b) (2543 + 457 + 1049) + (2951 + 1544 + 4456);
¢) 384+ (1616 + 4848) + (2152 + 2152) + 1848;
d) (2014 + 986 + 840) + (1160 + 727) + 273.

35" Melyik eredmény melyik miiveletsorhoz
tartozik? El6szor becsiilj, aztan tippelj, végiil
szamold ki az eredményeket!
a) 3543 + 1879 + 282;

A) 1382
b) 3543 + (1879 + 282);
¢) 3543 — 1879 + 282; B) 1946
d) 3543 — (1879 + 282);
e) 3543 — 1879 — 282; C) 5140
f) (3543 + 1879) — 282; D) 5704

g) 3543 — (1879 — 282).

45 Dontsd el, melyik szdm nagyobb! Valaszo-
dat indokold!

3 4. 15 15,
@) 3 8’ b7 198
1 _ 1, _5 _5.
-5 ~§ -5 —g
e 1+Ll413 415
6" 6

550 Végezd el az alabbi miiveleteket!
a) (-17 - 13) : (-5);

b) (11 +31): (-5);

c) (-11+8)-(-3);

d) =7 +20 - (-4);

e) 5-(=7) +(-6) - (-5);

£ (-9)-8-(-32): (-2);

g -13-16:(-4) +8-5.

A,

65 Melyik miiveletsor eredményének abszolut
értéke kisebb, mint 20?

a) (-9) - (-7)+(-2):2+18;

b) 14 - (-49) : 7 + (-4) - (+6);

c) 24— (=7) - (+3) + (-11) = (-24) : (+4);

d) 18:(-6) + (-5) - (-44) : (+11) - 3;

e) 49 - (-49): (-7) + (-16) - 2 = (-19) - (-1).

75" Végezd el a miiveleteket! Vannak-e kozottitk
olyanok, amelyeknek egyenl6 az eredménye?

5 15 3 5 15 3
Do po o)
9ot-(F ) g ot
ST N

8 Allitsd novekvd sorrendbe az aldbbi miive-
letek eredményeit!

7_7. 1 _ (5, 7).
9371 b) 35 <210>’
49 L (17 _53\_3.
2 2o+( 18)’ d)< 10) 15°
_5l) 23
e)( 54>+16'

9 Toroljiink az 1353102420 szambdl 6t szam-
jegyet ugy, hogy a megmaradd 6tjegyli szam
a lehet6 legkisebb legyen! Mennyi a letorolt
szamjegyek Osszege?

10 A feladatban szereplé minden nagybet
értéke egy-egy szam. A PIZZA sz6 értéke az 6t
alkotd betiik értékeinek dsszege. Mennyit érnek
az alabbi betlik, és mennyi a PIZZA sz6 értéke?

a) A=—" 13422 13

11 11
4,11
=324+ 14
b) =33+

¢) Z=121-nek a % része;
d) P = 123 + (—54) — (—35) — 4.




f '5’ OSSZEFOGLALAS

11  Négy szamot adunk meg, ezek a %; A

ﬁ; és a B. Tudjuk, hogy az A felezi a 3.23

15 5’ 15
végpontu szakaszt, a % pedig felezi az AB
szakaszt.

3 A 23 B

5 15

a) Mekkora A? b) Mekkora B?

¢) Milyen hosszu az AB szakasz?

d) Melyik szakasz hossza egyezik meg az AB
szakasz hosszaval? Miért?

12 Egy osztidly 30 tanuldjanak 30%-a kék

szemu és % része széke. Tudjuk, hogy a kék

szemu tanulok % része szdke.

a) Hany kék szem tanuldja van az osztalynak?

b) Mennyi a sz6kék szama?

¢) Hany szbke és kék szemf jar az osztalyba?

d) Hany olyan tanuldja van az osztalynak, aki
se nem sz6ke, se nem kék szemu?

13 A gimndziumba jaré Hanna tagja a kerii-
leti énekkar Facebook csoportjanak. Az itteni
ismeréseinek 75%-a egykori vagy jelenlegi is-
kolatarsa, akiknek felével egy idében jart alta-
lanos iskoldba, 60%-aval pedig gimnaziumba.
72 olyan ismerdse van, akivel egy idében jart
altalanos iskolaba, de kozépiskoldba mar nem.
a) Osszesen hany ismerése van Hannénak a
Facebook csoportban?
b) Hany olyan ismerdse van, akivel az altala-
nos iskolaba is egy idében jart, és jelenleg is
iskolatarsa?

145" Ird fel az alébbi szorzatokat hatvéany-

alakban!

a)2-2-2-2-2-2-2-2;
(=5)- (-

b) (=5) - (=5) - (=5) - (=5) - (-5);

)3.3.3.3.3.3 33
4 4 4 4 4 4 4 4

d)3-3.3.3.3;

e 7-7-7-7-7-7;

P (D) (22 (-2)- (-2);

9 2.2.2.2.2.2.2

15 Az 3 tizedes tort alakja 0,333... = 0,3.

Mely kozonséges tort tizedes tort alakjat irtuk fel?
a) 0,0333... = 0,03; b) 0,666... = 0,6;

¢) 0,1666... = 0,16; d) 2,1666... = 2,16;

e) 0,111... = 0,1;  f) 2,222... = 2,2.

16

a) Tudjuk, hogy 3" = 1. Mi lehet a?
b) Tudjuk, hogy @’ = 1. Mi lehet a?
¢) Tudjuk, hogy b’ = 0. Mi lehet b?
d) Tudjuk, hogy 0" = 0. Mi lehet b?

175 Szamitsd ki az alabbi mtveletek eredmé-
nyét!

a) 3’24

¢) 82.3%.0'%,

b) 2°-19°.5%
d) 11° - 3%

18
a) 3°=9. Mennyi a értéke?
b) 3" =27. Mennyi b értéke?

c) 5°= % Mennyi ¢ értéke?

d) 5'= % Mennyi d értéke?

19~ Masold le az alabbi szamokat a fiizetedbe,
és ird 4t normalalakba!

a) 121 000;

b) 196;

c) 24,78;

d) 100,11;

e) 345 000 000.




IT.

I

OSSZEFOGLALAS

20> Végezd el a normélalakban megadott szé-
mokkal kijelolt mtveleteket! Az eredményt add
meg normalalakban!

a) 2,4-10*-3-10%

b) 6,5-10>-9,4 - 10

c) 9-10°:(1,5-10%; d) 8,4-10°: (7 -10°).

215" Melyik nagyobb:
vagy 3%
vagy 5°?

a) 3°-3*
4 8
p) 22

()

22

Végezd el az alabbi muveleteket, és az

eredményeket add meg normalalakban!
a) (45000 -50001';

b) (80 0002

320 000)

600 - 5000 : 400 )

(
) (
(22 10°)
o) (

:(1,21-10 ))

450 - 500 ooo)

23

Az alabbi dbra Magyarorszag buzatermését

szemlélteti 2011 és 2014 kozott (tonndban mérve).

millio A

6

Eves btizatermés
tonndban

5
4
3
2
1

2011

2011
4106 634

évszam

2012
4010991

2013
5058 301

2012 2013 2014

2014
5234919
Forras: KSH

Olvasd le, hogy mennyi bliza termett az egyes
években Magyarorszgon! Ird 4t az adatokat
normalalakba, és kerekitsd Oket 2 tizedesjegy
pontossagura!

24 A Nap tomege koriilbeliil 1,989 - 10™ kg.
Sokszorosan meghaladja a Naprendszer boly-
goinak tomegét, amelyeket az alabbi tablazat
tartalmaz (kg).

Merkur
3,28 - 10”
Jupiter
1,90 - 107

Vénusz
4,90 - 10*
Szaturnusz

5,68 - 10*°

Fold
5,97 - 10*
Uranusz

8,66 - 10

Mars
6,57 - 10%
Neptunusz
1,02-10%

a) Melyik bolygénak a legkisebb a tomege?

b) Melyik bolygénak a legnagyobb a tomege?

¢) Hanyszor nagyobb a legnagyobb bolygé to-
mege a legkisebbnél?

d) Hanyszor nagyobb a Jupiter tomege a Fold
tomegénél?

e) Az Osszes bolygo egyiittes tomege hany sza-
zaléka a Nap tomegének?

f) Keresd meg az interneten, hogy mas csilla-
gok tomege hanyszorosa a Nap tomegének!




A Kr. e. 290-be indul6 ttra Judit néni 6romére mindenki jelentkezett. A szerencse két lanynak
kedvezett, igy a téridétrafoval felszerelt szerkezet Bertat és Pannit repitette Alexandriaba. Az elsé,
amit meglattak és meghallottak, az a kardok csattogasa volt. Néhany izmos fiatal testér kiizdott a
gyakorlotéren. A szomszédos épiilet 1épcsdjén két togas alak diskuralt. A beszédfelismerd rajuk
fokuszalt, és a lanyok mar hallhattak is a forditogép hangjat.

— Euklidész, nem zavarnak a fiatalok? - kérdezte a tarsat az id6s férfi.

— Epp ellenkezbleg, Démétriosz! Csengd zajuk az erdei madarak énekére emlékeztet, amely min-
dig megnyugtat.

- Remélem, ez azt jelenti, hogy jol haladsz a konyveddel. Milyen cimet adtal neki?

— Sztoikheia - a fordito protokollrobot csak rovid késéssel tudta tolmacsolni — Elemek. Ossze-
foglaltam benne azt, amit nyilvanvaldan tudunk, és azt, amire ezekbdl kovetkeztetni lehet. Tartal-
mazza példaul a milétoszi Thalész korre vonatkozo kovetkeztetéseit, és mas munkakat is.

— Mikor olvashatjuk végre? Sokan kivancsiak 0j irdsod logikajara.

- Nemsokara. Most még vélaszt keresek egy-két problémara, bar lehet, hogy anélkiil fejezem be
ezt a konyvet, hogy megtalalnam a megoldast. Legyetek egy kicsit tiirelemmel!

Berta feldobddva fordult baratnéjéhez.

- Ha visszaértiink, megkeresem ezt a konyvet a neten!

— Ha visszaértiink, beiratkozom vivni - valaszolta Panni, le sem véve szemét a test6rokrol.



CSOPORTMUNKA

Adott id6 alatt parosaval irjatok egy-egy rovid (maximum 8 mondatos) torténetet, amelyben az
eddig tanult geometriai fogalmak is szerepelnek! A torténet ne kapcsolddjon a matematikadrahoz!
Amig az egyikdtok felolvassa a szoveget, addig a masik fél irja a tablara a sz6vegetek matematikai
fogalmait! Ha egy fogalom korabban mar mas parnal is el6fordult, akkor azt huzzatok ala! A fela-
dat végeztével vizsgaljatok meg, hogy szerepelnek-e olyan fogalmak a tablan, amelyek nincsenek
alahuzva! Ekkor lathatjatok, kik tudtak olyan fogalmat szerepeltetni, ami csak naluk fordult el6.
A gytijtémunka gy6ztesei lehetnek azok, akiknél a legtobb fogalom szerepelt, de azok is, akiknél a
nem aldhuzottak szerepeltek.

A csoportmunkaban felelevenitettiik az eddig tanult geometriai fogalmakat. Mindegyiket nehéz lenne
felidézni, ezért most csak a leggyakrabban el6forduldkat, a tovabbhaladas szempontjabdl a legfontosab-
bakat soroljuk fel.

Alapfogalmak: pont, egyenes, sik, tér.

Tovabbi fogalmak: félegyenes, szakasz, félsik, féltér, sikidom, szog, sokszog.

P, / Q/f A\CB \

P pont e egyenes Q kezdépontu f félegyenes AB vagy c szakasz S félsik

sikidom sz0g sokszog

A megismert fogalmakkal 4j fogalmakat hatdrozhatunk meg (definidlhatunk), illetve Gjabb és ujabb
fogalmakat kapcsolhatunk hozzajuk.

Példaul: A félegyenesek segitségével definialtuk a szog fogalmat. A szoggel kapcsolatban pedig beszél-
tiink a szog szararol, a szog csucsarol, a szogtartomanyrdl, a szog mérésérdl és a szogfajtakrol is.

Rajzoljuk le, majd csoportositsuk nagysaguk szerint a kovetkezd szogeket:

a) 15°, b) 120°, c) 270°, d) 330°, e) 21 600, f) 135°, g) 45°, h) 5400, i) 648 000", j) 81 000", k) 0°!
Szogméro segitségével rajzoljuk le a fiizetbe is ezeket a szogeket! Adjuk meg a csoportokhoz tarto-
z6 intervallumokat!
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Megoldds

A sz0g mérésére hasznalt fok, perc és masodperc kozott a tanult Osszefiiggéseket hasznaljuk:

=60",1"=60".
120° 270° 330° 21 600’ = 360° 135°
5400" = 90° 648 000” = 180° 81 000” = 22,5° 0°
Aza hegyesszég, ha 0° < @ < 90°. Hegyesszogek: 15°, 45°, 81 000" = 22,5°.
Az o tompaszog, ha 90° < @ < 180°. Tompaszogek: 120°, 135°.
Az a homoru sz6g, ha 180° < @ < 360°. Homoru szégek: 270°, 330°.
Az a nullszég, ha o = 0°. Nullszog: 0°.
Az a derékszog, ha a = 90°. Derékszog: 5400" = 90°.
Az @ egyenesszog, ha @ = 180°. Egyenesszog: 648 000” = 180°.
Az a teljesszog, ha @ = 360°. Teljesszog: 21 600" = 360°.

Beszélhetiink 360°-nal nagyobb forgasszogrol is.

Valogassuk ki a sokszdgeket az abran lathaté sikidomok koziil! Alakitsunk ki két csoportot: kon-
vex és konkav sokszogek!

a) b) <) d) e) f) g h) i)
DeOaAABOR
Megoldds

A sokszogek hatarvonala csak szakaszokbol all. Ezért az abran lathaté sikidomok koziil a kovetke-
z0k a sokszogek: a); ¢); f); h); i).

Konvex sokszogek: c); f); h). Konkav sokszogek: a); i).

A sokszogekhez kapcsolodd fogalmak: oldal, oldalegyenes, atlo, bels6 szog, kiilso szog, szabalyos
sokszog.
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1~ Valogasd ki a hegyesszogeket! Melyik csoportokba tartoznak a tobbiek?
a) 1020’; b) 92°; ¢) 310°% d) 6600;
e) 44°227 117 f) 72007 g) 170% h) 274°59’.

250 A felsorolasban a masodiktol kezdve minden sz6g 34°-kal nagyobb, mint az el6tte 1évé: 34°,
68° ..., 340°. Add meg a felsorolas hegyesszogeit, tompaszogeit és homoru szogeit!

35" Legyen @ =24° 337, f =88°27', y = 112° 45! Rakd novekvé sorrendbe a kovetkezé szogeket:

W a+f ) 7 o B-a )L+

45 Mekkora szoget zar be az dra két mutatoja
a) 2 érakor; b) 5 6rakor; c) fél 12-kor; d) fél 3-kor?

55" Az abran néhany sikidomot latsz. Masold le a fiizetedbe a mellékelt halmazabrat, feliratozd,
majd ird be a sikidomok bettjelét a megfelel6 helyre!

yoLu=sQans

6 a) Rajzolj két egyenest a fiizetedben! Hany részre oszthatjak a sikot?
b) Rajzolj harom egyenest a fiizetedben! Hany részre oszthatjak a sikot?
¢) Rajzolj két kort a fiizetedben! Hany részre oszthatjak a sikot?

7  Egy sokszognek két homort szoge van. Minimum hany oldala lehet? Rajzolj ilyen sokszoget!

85" Melyik igaz, melyik hamis?

a) Minden sokszog sikidom. b) Van olyan sikidom, amelyik sokszog.
¢) Van olyan sokszog, amelyik nem sikidom. d) Nincs olyan sokszog, amelyik sikidom.
e) Minden sikidom sokszog. f) Minden négyzet sikidom.

9 Haény oldalu az a konvex sokszog, amelyet néhany atl6javal
a) két haromszogre és egy négyszogre;

b) egy haromszogre és két négyszogre;

c) egy haromszogre, egy négyszogre és egy Otszogre;

d) két négyszogre és egy Otszogre vagtunk?

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK



CSOPORTMUNKA

Ha egy haromszdgnek mindhdrom szoge hegyesszog, akkor hegyesszogli haromszogrol beszéliink.
Ha azonban a haromszog egy szoge tompaszogli (két szoge pedig hegyesszogii), akkor a tompa-
sz0g adja a haromszog elnevezését, ezért az ilyen haromszogeket tompaszogi haromszogeknek
nevezziik. Ugyanez a helyzet a derékszoggel is.

Vitassatok meg két-hdromfds csoportokban, hogy ezt az ,igazsagtalan” helyzetet hogyan lehetne
feloldani! Tegyetek javaslatot egy igazsagosabb meghatarozasra! Mikor nevezziink egy haromszo-
get hegyesszoglinek, derékszogtinek, tompaszoglinek?

A haromszogeket szogeik alapjan harom csoportba soroljuk:

hegyesszogii derékszogii tompaszogii

Oldalaik alapjan beszéliink egyenl6 szaru és szabalyos haromszogekrol:

b szar b szar a a
a alap a
egyenld szaru szabalyos
Az egyenl6 szaru haromszog A szabalyos (egyenl6 oldalu) haromszog
alapon fekvo szogei egyenldk. minden szoge 60°-0s.

Egy egyenld szaru haromszog egyik szoge 42°. Mekkora a masik két szog?

Megoldds
Nem tudjuk, hogy a megadott sz6g melyik, ezért két eset lehetséges.
I. eset: A megadott szog az alapon fekszik.
Ekkor az alapon fekvé masik szog is 42°. A hianyzé harmadik szog: 180° — 2 - 42° = 96°.
II. eset: A megadott sz0g a szarszog (a két szar altal bezart szog).
Ekkor az alapon fekvé szogek 0sszege: 180° — 42° = 138°. Mivel ez két egyenld szog 6sz-
szege, igy a nagysaguk kiilon-kiilon 69°.

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK



Két parhuzamos egyenes kozotti sikrészbdl nevezetes négyszogeket vaghatunk ki.

alap
SzZar szar
alap
trapéz paralelogramma rombusz téglalap négyzet

Az abran lathaté négyszogek trapézok, mert van parhuzamos oldalparjuk.
A tovabbi tulajdonsagok uj elnevezést adnak.

A paralelogramma olyan trapéz, amelynek a szarai is parhuzamosak egymassal.

A rombusz olyan paralelogramma, amelynek minden oldala egyenl6 hosszusagu.

A téglalap olyan paralelogramma, amelynek a szomszédos oldalai merdlegesek egymasra.
A négyzet olyan téglalap, amelynek a szomszédos oldalai egyenl6 hosszusaguak.

A deltoid olyan nevezetes négyszog, amelyben van két-két egyenl6 hosszusagu, szomszédos oldal.
Nem kotelezd, hogy egy deltoidnak legyen parhuzamos oldalparja.

= )=

konvex deltoid konkav deltoid

Néhany nevezetes sokszog keriilet- és tertiletképletét mar ismerjiik:

Téglalap K=2-(a+ D) T=a-b b b .
N
Négyzet K=4-a T=d ¢ ¢
a
Derékszogli haromszog K=a+b+c¢ T=2ab b| X
2 5
a
. b
Konvex deltoid K=2-(a+Db) T= ef 4“
2 a
A testeket siklapok vagy gorbe feliiletek hataroljak.
A testekkel kapcsolatos elnevezések: cstcs, €l, lap, lapatlo, testatlo.
Az eddig tanult felszin- és térfogatképletek:
Téglatest A=2-(ab+ac+bc) V=a-b-c c
r b
Kocka A=6-a V=a’ a
a
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Egy téglatest alaku doboz éleinek hossza: 7 cm, 14 cm, 28 cm. Van egy ezzel azonos térfogatu,
kocka alaku dobozunk is. Melyikhez és mennyivel kell tobb csomagoldpapir, ha az atfedésekre

mindkét esetben 25%-ot szamolunk?

Megoldds

A téglatest alakd doboz felszine: A, =2 - (7 - 14 + 7 - 28 + 14 - 28) = 1372 (cm”).

A csomagolashoz 25%-kal tobb papir kell: 1372 - 1,25 = 1715 (cm?).

A téglatest alaka doboz térfogata: V=714 - 28 = 2744 (cm?).

Mivel a kocka alaku doboz térfogata is ennyi, ezért olyan szamot kell keresniink, amelyre

a-a-a=2744 (cm’).

Néhany szam kiprobaldsa utan megtalaljuk, hogy a = 14 cm.

A kocka alakt doboz felszine: A, = 6 - 14> = 1176 (cm”’).

A csomagolashoz most is 25%-kal tobb papir kell: 1176 - 1,25 = 1470 (cm?).
Vagyis a téglatest alaki doboz becsomagolasahoz 245 cm®-rel tébb papir kell.

1 Melyik allitas igaz, melyik hamis?

a) Ha egy haromszog legnagyobb szoge he-
gyesszOg, akkor a haromszog hegyesszogti.

b) Ha egy haromszog legnagyobb szoge derék-
sz0g, akkor a haromszog derékszoga.

¢) Ha egy haromszog legnagyobb szoge tom-
paszog, akkor a haromszog tompaszogu.

d) Ha egy haromszognek két hegyesszoge van,
akkor a haromszog biztosan hegyesszogu.

e) Ha egy haromszogben két sz6g egymas pot-
szoge, akkor a hairomszog derékszogti.

f) Nincs olyan haromszog, amelyben két szog
egymas kiegészit6 szoge.

250 Egy 360 cm keriiletti téglalap egyik oldala
12 cm-rel rovidebb, mint a masik. Mekkorak az
oldalai? Mekkora a terilete?

3 Egy téglalap minden oldaldnak hossza cen-

timéterben mérve egész szam. Mekkora lehet a
keriilete, ha a teriilete 91 cm’?

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

45 Egy hdromszog két szogének kiilonbsége
14°. A harmadik szoge 82° nagysagu. Mekko-
rdk a hdromszog hidnyzé szogei?

55 Egy derékszogt haromszog egyik szoge fele
egy masiknak. Hany fokosak a haromszog szogei?

6 Egy derékszogli haromszogben a 60°-os
sz0g csucsaba befutd befogd hossza 4,2 cm. Mi-
lyen hosszu az atfogd?

7 Készits tomor
téglatestet 42 darab
egyforma  kocka
felhasznalasaval!
Héany kiilonbozot
tervezhetsz?

8 Egy kocka éleinek hossza: 5 cm. Van egy
ezzel azonos térfogatu téglatestiink is, amely-
nek az élei centiméterben mérve egész szamok.
Mekkora lehet a téglatest felszine?



A kovetkez6 szabalyok a sik minden pontjahoz hozzaren-
delnek egy pontot. Az ilyen hozzarendeléseket geometriai
transzformacidknak nevezziik. A transzformacié atalaki-
tast, atvaltoztatast jelent. Ez a fogalom
nem csak geometriaéran fordul el6.
A sikon a pontok helyét egy utasitassal
megvaltoztatjuk, vagyis atalakitast haj-
tunk végre.

A tavaly tanult tengelyes tiikrozés is

egy geometriai transzformacio.

A sik egy tetszéleges P pontjahoz a

transzformacié altal rendelt pontot

P’-vel jeloljuk, és azt mondjuk, hogy Az albertirsai transzformdtordllomds eloszté
Transzformer a P pont képea P’. berendezése

Egy ismeretlen transzformaci6 hatasara csak néhany pont képét lathatjuk az abran. Fogalmazzuk
meg, hogyan szerkesztenénk meg egy-egy tovabbi pont képét!

a) b) c) d)
A’ A A A’

B B’ D E—

B B'=C’ C A’ A
o C
C B’ B
*D=D’ *D=D’
c’ C

Megoldds

a) A pontbdl allitsunk merdleges egyenest a t egyenesre! Ezen a merdlegesen a pont és a t egyenes
kozotti tavolsagot mérjiik fel kétszer a t egyenes masik oldalara! Ekkor kapjuk a képpontot.
A t-re illeszkedd pontok helyben maradnak.

b) Az adott pontbdl allitsunk merdleges egyenest a f egyenesre! A metszéspont lesz a képpont.

c) A pontot kossiik 6ssze a sik rogzitett O pontjaval! A rogzitett O ponton tul mérjiik fel a tavolsa-
guk felét! Ekkor kapjuk a képpontot. A rogzitett O pont képe 6nmaga lesz.

d) A pontra a megadott irannyal parhuzamosan egy egyenest illesztiink. A pontbdl kiindulva mér-
jiik fel a megadott irany hosszét erre az egyenesre a megadott irdnynak megfeleléen! Igy kapjuk
a képpontot.
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Ha a pontokat a koordinataikkal adjuk meg, akkor masféleképpen is tudunk szabalyokat megadni.

Transzformaljunk néhany pontot a kovetkezo szabalyok szerint! Minden pont képét ugy kapjuk,
a) hogy mindkét koordinatajat felezziik;
b) hogy a két koordinatajat felcseréljiik.

Megoldads
Legyenek a valasztott pontjaink: A(2; 8), B(4; —2), C(6; 6)!
a) A képpontok: b) A képpontok:
A’(1;4), B'(2; 1), C'(3; 3). A’(8;2), B’ (—2;4), C'(6;6).

Megfordithat6 transzformaciorol beszéliink, ha minden képponthoz egyetlen eredeti pont tartozik.
Ilyenkor azt is mondhatjuk, hogy minden képpontnak egy 6se van.

Az 1. példa a), ¢) és d) részében lathato transzformaciok megfordithatok, a b) nem. A 2. példa mindha-
rom transzformacidja megfordithato.

Példaul: ha az 1. példa a) részében egy pont ismeretében az eredeti pontot kell megkeresni, akkor ebbdl
a pontbol allitsunk merdleges egyenest a ¢ egyenesre! Ezen a merdlegesen a pont és a t egyenes kozotti
tavolsag felét mérjiik fel a ¢ egyenes masik oldalara! Ekkor kapjuk az eredeti pontot.

1~ Tikrozd az ABCD tetszOleges négyszoget az 3 Egy négyzetet tiikroztiink egy egyenesre.

a) AB oldalegyenesére; Az eredeti és a képként kapott négyzet kozos
b) AC atldegyenesére! része az eredetinél kisebb négyzet lett. Rajzolj
egy ilyen abrat!

2 Rajzolj egy téglalapot! Tiikrozd az egyik at- _ o

l6janak egyenesére! Mi lesz az eredeti és a kép- 4 Rajzold le, l}ogyan néznének kia lfPV?erZO

ként kapott téglalap kozos része? jelek, ha egy fiiggSleges egyenesre titkroznéd
Oket! Egy tiikor segithet a kivitelezésben!

{ < \ % @ $ &
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5 Legyen adott harom pont a koordinata-
rendszerben: A(2; 8), B(4; -2), C(6; 6). Készits
rajzot és add meg a transzformalt pontok koor-
dinatait, ha a két koordinatat fel kell cserélned,
majd a csere utdn kapott elsé koordinatanak az
ellentettjét kell venned!

6~ Adva van egy egyenes a sikon. Barmely sik-

beli pont képét megkapjuk ugy, hogy a pontbol

merdlegest allitunk az adott egyenesre. Erre az

egyenesre a talppontbdl kiindulva felmérjiik a

pont és a talppont tavolsaganak a felét a masik

oldalra. Az adott egyenesre illeszkedé pont

képe 6nmaga lesz.

a) Vegyél fel harom tetszéleges pontot! Szer-
keszd meg mindharom pont képét!

b) Vegyél fel harom tovabbi tetszéleges pontot!
Szerkeszd meg mindhdrom pont dsét!

7 A sikban adott egy egyenes és egy irany a
hosszaval (az irany nem parhuzamos és nem is
meréleges az adott egyenesre).

\

Barmely pont képét megkapjuk, ha a pont-

bdl a megadott irannyal parhuzamos egyenest

hazunk, és bejeloljiik a két egyenes metszés-

pontja és a pont kozotti szakasz felezépontjat.

Az adott egyenesre illeszkedd pont képe 6nma-

ga lesz.

a) Vegyél fel harom tetszéleges pontot! Szer-
keszd meg mindharom pont képét!

b) Vegyél fel harom tovabbi tetszdleges pontot!
Szerkeszd meg mindharom pont §sét!

8 Transzformaljuk az A(2; 8), B(4; —2), C(6; 6)
pontokat a kovetkezd szabélyok szerint! Min-
den pont képét ugy kapjuk, hogy

a) mindkét koordinatajat duplazzuk;

b) az els6 koordinatajanak az ellentettjét vessziik;

c) a masodik koordinatajanak az ellentettjét
vessziik;

d) mindkét koordinatajanak az ellentettjét
vesszik;

e) akét koordinatajat felcseréljiik, majd a csere
utan kapott masodik koordinatanak az el-
lentettjét vessziik;

f) mindkét koordinatat csokkentjiik 5-tel.

9 Az iskolaudvaron all két gyerek. Szeretné-
nek a keritésnél talalkozni.

a) Hol legyen a taldlkozasi hely, ha azt szeret-
nék, hogy mindketten azonos hosszisagu
utat tegyenek meg?

b) Hol legyen a taldlkozasi hely, ha azt szeret-
nék, hogy a kett6jiik altal megtett Gt hossza
a leheto legrovidebb legyen?

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK



CSOPORTMUNKA

Padtarsaddal rajzoljatok egy 10-szer 15-0s méretii téglalapot egy-egy ,kockas” papirra! Tervezze-
tek egy olyan képet a négyzethdlo segitségével, amely a téglalap atloja altal meghatarozott egyik
részben van! A négyzethald segit abban, hogy a képet mindketten tokéletes masolatként rajzoljatok
le. Tegyétek egymasra a két téglalapot tigy, hogy az abrak felfelé legyenek forditva és a két téglalap
fedje egymast, de a két dbra ne! Masoljatok le az igy kapott abrat a fiizetetekbe! (Fény felé forditva
konnyebb a masolas.)

Figyeljétek meg az igy kapott képet! Fogalmazzatok meg észrevételeiteket!

Ezek az abrak a leirtaknak megfelel6en késziiltek:

Az dbra: A masolat: A masolat az Egymasra
Osszeillesztés elott: illesztve:

Az egymasra illesztés utan megfigyelhetd, hogy a kép megteleld részei a téglalap kozepétdl ugyanolyan
tavolsagra vannak. A virag megfeleld pontjait 6sszekotd szakasznak a téglalap kozéppontja pontosan a
felezépontja. A virdg megfelel6 szakaszai nem csak egyenlék, hanem parhuzamosak is.

A latottak alapjan megadunk egy geometriai transzformaciot a kovetkezé utasitassal:

Rogzitiink a sikon egy K pontot. Egy tetszéleges sikbeli A pontnak akkor kapjuk meg az A" képét,
ha az A pontot 6sszekotjiik a K ponttal, és ennek az egyenesnek az A pontot nem tartalmazo felére
felmérjiik a K ponttol a KA tavolsagot. (A K pont képe 6nmaga.)

A K A’

Az igy meghatdrozott transzformaciot kozéppontos titkrozésnek nevezziik.

Kozéppontos titkrozésnél megfigyelhetd, hogy egy pontot a K kozéppont koril at tudunk forditani
a képpontba. Vagyis minden tavolsag és minden sz6g nagysaga valtozatlan marad a transzformaci6
elvégzése utan. Minden alakzat egybevago lesz a kozéppontos tiikorképével, vagyis a kdzéppontos tiik-
rozés is egybevagosag.
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Tikrozziink kozéppontosan egy PQR haromszoget egy olyan K kozéppontra, amely a
a) haromszogon kiviil;

b) haromszog hatarvonalan;

¢) haromszogon beliil talalhato!

Megoldas

A latottak alapjan 6sszegyujtjiik a kozéppontos tiikrozés tulajdonséagait:

— Tavolsagtartd, szogtarto, egyenestarto.

- A kozéppontra illeszkedd egyenes képe 6nmaga.

- Nem valtoztatja meg a koriiljarasi iranyt.

- A kozéppontra nem illeszkedd egyenes és a képe parhuzamos egymassal.

— A félegyenes és képe forditott allasu.

— Szakasz képe parhuzamos az eredeti szakasszal, de a végpontjaik sorrendje felcserélédik.

- Ha egy kozéppontos tiikrozés esetén az A pont képe az A’, akkor az A" képe ugyanebben a kdzéppon-
tos tiikrozésben A lesz. Vagyis a kdzéppontos titkrozés megfordithaté transzformacio.

Tukrozzik az AB szakaszt egy az AB egyenesre nem illeszkedd K kdzéppontra! Milyen négyszoget
hataroz meg ez a négy pont?

Megoldas
A Mivel az AB szakasz képe az A’B’ szakasz, ezért ezek hossza
B egyenlo.
Mivel az AB’ szakasz képe az A’B szakasz, ezért ezek hossza
is egyenlo.
B Vagyis az igy kapott négyszog paralelogramma.
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1~ Egy kartyalapnak elég csak az egyik felét megmutatnunk, mert a masik felét megkaphatjuk a
lap kozéppontjara titkrozve. Melyik a lap hidnyzo része?

a) b) c) d)

25'Rajzold le a flizetedbe a palcikaemberkeéket, és titkrozd 6ket a megadott K pontra!
a) b) c)

K ; K

350 Rajzolj egy szabalyos haromszoget! Tiikrozd
a) az egyik csucsara; b) az egyik oldal felezépontjara;
c¢) egy olyan pontra, amely a haromszog egyik oldalegyenesén a haromsz6gon kiviil van!

4 Rajzolj két egyenld hosszuisagu szakaszt! Szerkeszd meg azt a pontot, amelyre az egyik szakaszt
titkrozve pontosan a masik szakaszt kapjuk! Mikor kapsz ilyen pontot?

55" Rajzolj egy nyomtatott A betit! Tikrozd
a) a csucsdra; b) egy olyan pontra, mely a szardn van;
c) egy tetsz6leges pontral!

6. Rajzolj egy négyszoget! Titkrozd
a) az egyik csucsara; b) az egyik oldalanak a felezGpontjara;

c¢) egy olyan pontra, amely a négyszogon kiviil van!

7 Rajzolj egy ABC haromszoget és a haromszogon kiviil egy F” pontot! Tudjuk, hogy F” a BC
oldal F felez6pontjanak a kozéppontos tiikkorképe. Szerkeszd meg a haromszog titkorképét!

85" Madsold az abrat a fiizetedbe, és tikrozd az dbran lathatd szamot B

a) az A pontra! |

b) a B pontra! |ﬂ C
¢) a Cpontra! g' |

A
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Megismerkedtiink a kdzéppontos tiikrozéssel, s 6sszegyujtottiik a legfon-
tosabb tulajdonsagait:

e Minden szakaszt 6Gnmagaval azonos hossztisagu szakaszba transzformal
(tavolsagtarto).

e Minden szoget Onmagaval azonos nagysagu szogbe transzformal
(szogtartod).

e Minden egyenes képe is egyenes (egyenestarto).

A kozéppontos tiikrozés egybevagosagi transzformacio.

Tudjuk, hogy ha az AB szakaszt egy az AB egyenesre nem illeszked6 K kozéppontra tiikrozziik,
akkor paralelogrammat kapunk. Gyjtsiik 6ssze ezek alapjan a paralelogramma tulajdonsagait!

Megoldds
Ha egy négyszog paralelogramma, akkor A

- két-két szemkozti oldala egyenld hosszusagu; )
- két-két szemkozti oldala (oldalegyenese) parhuzamos; ‘» B
~ két szemkozti oldala egyenld hosszisagu és parhuzamos; A ’v

- az atldi felezik egymast; B <‘

— a két-két szemkozti szoge egyenld egymassal;

- barmely két szomszédos szoge egymasnak kiegészitd szoge.

A megfogalmazott allitasok megforditasa is igaz. Példaul az els6é mondat megforditasa igy hangzik:
Ha egy négyszogben két-két szemkozti oldal egyenld hosszuisagu, akkor az paralelogramma.

A ,ha 5, akkor 7 tipusi mondat megforditasanak nevezziik a ,ha ~, akkor F2” mondatot.

Tikrozzik az ABCD trapézt a BC szar K felezGpontjaral Mutassuk meg, hogy az eredeti trapéz és
az A’B’C’D’ kép egyiitt egy paralelogrammat alkot!

Megoldas
A BA félegyenes kozéppontos tiikorképe B’A’, ezért pér- D C=B’ A’
huzamosak egymassal. A C és a B” pontok egybeesnek.

Az ABCD trapézban BA szakasszal parhuzamos a CD K

szakasz (azaz B'D). Vagyis B’A” és B’D 1Ggy parhuzamos
egymassal, hogy B” a kozos pontjuk. Tehat a D, B, A’
pontok egy egyenesre illeszkednek. A

B=C" D’
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Hasonléan tudjuk megmutatni, hogy A, B és D’ pontok is egy egyenesre illeszkednek.

Vagyis a két trapéz egyiittaz AD’A’D négyszoget adja, amelynek AD” és A’ D oldalairél mar tudjuk,
hogy parhuzamosak. Az AD koézéppontos titkorképe A'D’, ezért ezek is parhuzamosak. Mivel az
AD’A’D négyszog két-két szemkozti oldala parhuzamos, igy valéban paralelogrammat kaptunk.

1~ Fogalmazd meg és ird le a fiizetedbe az 1. példa allitasainak megforditasait!

2 Tukrozd az ABC haromszoget a BC oldal F felez6pontjara! Igazold, hogy az eredeti haromszog
ésaz A'B’C’” kép egyiitt egy paralelogrammat alkot!

3 Tikrozz egy szabélyos haromszoget az egyik oldal felezépontjara! Milyen sikidomot hatéroz
meg az eredeti és a képként kapott haromszog egyesitése?

4 Vegyél fel két metsz6 egyenest és egy rajuk nem illeszkedd pontot! Szerkessz egy-egy olyan
pontot az egyenesekre, amelyek az eredeti pontra tiikrosek!

550 Legyen az ABCD négyszog négy oldaldnak felez6pontja G C
E, F, G és H. Tikrozd az A csucsot E-re, majd a kapott tikor- '
képet sorban az F, aztan G, majd a H oldalfelez6é pontra! Mi
lesz az A pont képe a négy tiikrozés utan? F
HL
B
A E
6 Az ABCD paralalogrammat és a tetszéleges P pontot raj- C

zold meg a flizetedben! Titkrézd a P pontot az A cstcsra,
az igy kapott titkorképet a B-re, majd a C-re és D-re! Mit
tapasztalsz? P

7 Tikrozd az ABCD trapézt az AB hosszabb alapjanak F felez6pontjara! Hogyan neveznéd el az
eredeti trapéz és az A’B'C’D’ kép egyesitésével kapott sokszoget?
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Megallapitottuk, hogy a kdzéppontos tiikrozés nem valtoztatja meg
a koriiljarasi iranyt. Ez természetesen abbdl is kovetkezik, hogy egy
alakzat tiikorképét megkaphatjuk ugy is, hogy a sikot a rogzitett K
pont koriil 180°-kal elforgatjuk.

A tiikorkozéppontra nem illeszkedd egyenes és a képe parhuzamos
egymassal.

A félegyenes egy dnmagaval parhuzamos, ellentétes iranyu félegyenesbe transzformalodik. Az is lehet,
hogy a két félegyenes ugyanarra az egyenesre keriil, de ezt is mondhatjuk specialis helyzet(i parhuza-
mossagnak. Figyeld meg ezek alapjan, hogy milyen helyzetti lesz egy sz6g képe a kdzéppontos titkrozés
soran!

A kozéppontos tiikrozés hatasara a szog szarait alkoto félegyenesek onmagukkal parhuzamos, ellentétes
iranyu félegyenesek lesznek. A két sz0g nagysaga természetesen egyenld, hiszen egybevagosagi transz-
formacidrdl van szo.

A kozéppontos tiikrozés parhuzamos szaru szogparokat hoz létre.

.
f/

A képként kapott szog szarai paronként ellentétes iranyuak az eredeti szog szaraihoz képest. Ezek a
forditott allasu szogek vagy valtoszogek.
Csucsszogeknek nevezziik az olyan forditott allasu szogeket, amelyeknek kozos a csticspontja.

f Ha egy szoget eltolsz a sikon, az eredeti és az eltolt sz6g megfe-
/ i lel6 szarai akkor is parhuzamosak lesznek. Vagyis ezek is parhu-
e / zamos szaru szogpart alkotnak, de itt a félegyenesek paronként

7 egyez6 iranyuak. Ezeket egyallasu szogeknek nevezziik.

e
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A konvex egyallasu és a konvex forditott allasu szogparok f
egyenlok egymassal. / 7

Az egyenldséghez fontos, hogy mindkét szog konvex legyen. €

e/
Figyeld meg a parhuzamos szaru szogek harmadik csoportjat! f
Ezek nem egyenldk, hanem 180°-ra egészitik ki egymast. /

Altaldban kiegészité szogeknek nevezziik azokat a szogparokat, € M
amelyek egymast 180°-ra egészitik ki.

Az el6z6 években mar talalkozhattal az egymast 90°-ra kipotold potszogekkel is.
Nevezetes szogparokat a kornyezetben is lathatsz.

15" Rajzold le az ébrét a fiizetedbe! A rajzo-  ¢) Egy 120°-o0s és egy 60°-0s sz0g nem alkothat

don jelold pirossal az @-val egyallasu, kékkel parhuzamos szara szogpart.
az a-val forditott allasy, d) Ha két sz0g egyenld, akkor egyallastak.
szogeket zolddel az @ ki- A e) Ha két szog szarai paronként parhuzamo-
egészitd szogeit! a sak, akkor a két szog egyenld.
250 Rajzold le az abrat a 4~ Keresd meg a kiegészité és a potszog pa-
fiizetedbe! A rajzodon rokat!
jelold azonos szinekkel a) 44°28’; b) 14°337;
a csucsszogeket! c) 76°277; d) 72° 44,
e) 103°33’; f) 17°56';

3 Déntsd el, hogy melyik 4llitas igaz, melyik g 72°4'; h) 45°32".
hamis!
a) Nincs olyan pdrhuzamos szara szogpér, ahol 55" Add meg a kiegészitd szogét!

a két szog kiilonboz6. a) 23°45'19%; b) 143° 42" 27"
b) Minden forditott 4llasti tompa szogparbana  ¢) 90° 32" 48”; d) 3°15" 26"

két szog egyenlo.
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JATEK
Rajzoljatok irélapra korzével egy kb. 4-5 cm sugaru kort! A kor belsejében egyforma pénzérmé-
ket (vagy korongokat) kell felvaltva elhelyezni. Az nyer, aki az utolsé pénzérmét el tudja helyezni.
A lerakott pénzérméket mar nem szabad megmozditani, és a pénzérméknek nem lehet atfedése

egymassal.
Elemezzétek a jatékot! Hogyan lehetne biztosan nyerni a jatékban?

Tavaly megismerkedtiink a tengelyes tiikrozéssel, és bevezettiik a tengelyes szimmetria fogalmat is.
Azt a sikbeli alakzatot nevezziik tengelyesen szimmetrikusnak, amelyhez van olyan tengelyes tiikrozés,
amely az alakzatot 6nmagaba viszi.

A kovetkez6 abrakon tengelyesen szimmetrikus sikidomokat figyelhetsz meg:

AR TP

A kozéppontos titkrozés bevezetése utan természetesen kozéppontos szimmetriarol is tudunk beszélni.

Azt a sikbeli alakzatot nevezziik kozéppontosan szimmetrikusnak, amelyhez van olyan kézéppon-
tos tiikrozés, amely az alakzatot 6nmagaba viszi.

Az abran kozéppontosan szimmetrikus sikidomokat latsz:

A kozéppontos szimmetria a kdrnyezetiinkben is megtaldlhatd. Az el6z6 évben a tengelyes szimmetria
aranyossagat és kiegyensulyozottsagat figyelhettiik meg. Hasonldan szépek a kdzéppontosan szimmet-
rikus alakzatok is.
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Adva van harom pont a kovetkez6 koordinataikkal: A(—3; —2), B(3; 0), C(1; 4). Adjuk meg a D
pont koordinatait ugy, hogy a négy pont egy kozéppontosan szimmetrikus négyszog csucsait adja!

Megoldds

Hérom eset lehetséges.

I.Ha a B és a C egymas kozéppontos tiikorképei,
akkor a kozéppont a BC szakasz F, felez6pontja
lesz.

II. Ha az A és a C egymas kozéppontos tiikorképei,
akkor a kozéppont az AC szakasz F, felez6pontja
lesz.

III. Ha az A és a B egymas kozéppontos titkorképei, ak-
kor a kézéppont az AB szakasz F, felezpontja lesz.

Készitstink abrat!
Az abrardl leolvashatdk a fontos pontok koordinatai.
A felezépontok: F,(2; 2), F,(—1; 1), illetve F,(0; —1).

A hianyz6 negyedik csucs:
D,(7;6), D,(—5; 2), illetve D,(—1; —6).

Hérom paralelogrammat kaptunk megoldasként: ABD,C, BCD,A, CAD,B.

Milyen K pontra kell titkrozntink a PQ szakaszt, ha azt szeretnénk, hogy a PQP’Q’ négyszog tégla-
lap legyen?

Megoldas

Ha K nem illeszkedik a PQ egyenesre, akkor PQP'Q’ p Q’
négyszog paralelogramma. Ez a paralelogramma akkor
lesz téglalap, ha az atloi (illetve az atldinak a fele) egyen-
16 hosszusagu. Vagyis olyan K pontot keresiink, amelyre
PK = QK. Ezek a K pontok a PQ szakasz f felezOmerdle-
gesén talalhatok.

Megmutatjuk, hogy a PQ szakasz F felez6pontja kivéte-
lével a felezémeréleges minden pontja megfeleld lesz.
Legyen egy ilyen tetsz6leges pont a K! Ekkor PK = QK, vagyis PP" = QQ’ is teljesiil a tiikkrozés
miatt. Olyan PQP’Q” négyszoget kaptunk, amelyben az atlok egyenlé hosszusaguaak, és felezik is
egymast. Tehdt a PQP’Q’ val6ban téglalap.

Q P’
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1~ Keresd meg azokat a szamjegyeket, amelyek lerajzolhaték kozéppontosan szimmetrikusan!

25" Melyek azok a nyomtatott nagybetlik, amelyek kdzéppontosan szimmetrikusan is lerajzolha-
tok?

3~ Készits nyomtatott nagybetiikbdl olyan bettisorokat, amelyek kdzéppontosan szimmetrikusak!

4 Rajzolj a fiizetedbe olyan kozéppontosan szimmetrikus nyolcszoget, amelyik nem tengelyesen
szimmetrikus! Sorold fel néhany tulajdonsagat!

550 A kovetkezd abrakat korzé és vonalzé segitségével hetedikesek készitették. Csoportositsd a
képeket az eddig tanult szimmetridk szerint!

a) b) c)

d) e) f)

6 Valaszd ki a megadott pontok koziil azt a négyet, amelyik kézéppontosan szimmetrikus négy-
szoget hataroz meg! Ha tudsz, akkor valassz tobbféleképpen is!

A(—5;2); B(—1;1); C(2;0); D(0;4); E(3;2); F(52); G(3;3); H(45).
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Mi lehet a magyarazata annak, hogy a cimben szereplé
két négyszoget egyiitt emlitjiik?

A legegyszer(ibb sokszog a haromszog.
Milyen négyszoget kaphatunk, ha a hdromszoget titkro-
zéssel megduplazzuk?

Titkrozziik tengelyesen a hegyesszogi, a derékszogil és a tompaszogli haromszoget mindharom
oldalegyenesére! Milyen sokszoget kapunk az eredeti és a képként kapott haromszog egyesitésével?

Megoldds

Hegyesszogu Derékszogti Tompaszog

\&
Ezzel az egyesitéssel dltaldban deltoidot kapunk. Kivételnek szamit, ha a derékszogti haromszog
befogéira titkroziink, mivel ekkor egyenlé szart haromszog lesz az egyesités eredménye.

Amikor a tompaszogii haromszognek nem a leghosszabb oldalara tiikroziink, konkav deltoidot
kapunk.

D NP
A
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Tikrozzik kozéppontosan a hegyesszogi, a derékszogl és a tompaszogli haromszoget mindha-
rom oldalfelez6 pontjara! Milyen sokszoget kapunk az eredeti és a képként kapott haromszog

egyesitésével?

Megoldds
Hegyesszogl

Derékszogti

Tompaszogl

Ha az eredeti és a képként kapott haromszoget egyesitjiikk, minden esetben paralelogrammat kapunk.

Megfogalmazunk néhany fontos észrevételt:

Ha egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor az paralelogramma.

Ha egy négyszog tengelyesen szimmetrikus valamelyik atléjara, akkor az deltoid.
Ha egy deltoid kozéppontosan szimmetrikus, akkor az rombusz.

Ha egy paralelogramma tengelyesen szimmetrikus az atldjara, akkor az rombusz.

15" Miért nem lehet egy haromszog kozéppon-
tosan titkros?

2 a) Rajzolj 6t olyan pontot, amelyek kozép-

pontosan szimmetrikus helyzettek!

b) Lehet-e egy 0tszog kozéppontosan szim-
metrikus?

35" Rajzolj paros oldalszamu kézéppontosan
szimmetrikus sokszogeket! Konkav és konvex
sokszogek is legyenek a rajzaid kozott!

4~ Fogalmazzatok meg olyan tulajdonsagokat,
amelyek a paralelogrammara és a deltoidra is
érvényesek!

5 Igazak-e a kovetkez6 allitasok?

a) Ha egy sokszog paros oldalszamu, akkor ko-
zéppontosan tiikros.

b) Ha egy sokszog kozéppontosan tiikrés,
akkor paros oldalszamu.

c¢) Ha egy sokszog szabalyos, akkor kozéppon-
tosan szimmetrikus.

d) Ha egy sokszog szabalyos, akkor tengelye-
sen tiikros.

e) Ha egy sokszog minden oldalanak van par-
huzamos parja, akkor az kdzéppontosan
tilkros.

f) Ha egy sokszog minden oldaldnak van vele
egyenlé hosszusagu parja, akkor az kozép-
pontosan tiikros.
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CSOPORTMUNKA

Az dbra egy vasuti kocsi 120 cm széles ablakat szemlélteti.
Vannak olyan személykocsik, amelyek ablakai lehtizhatok, ha
az utasok szelléztetni szeretnének. Az abran lathaté ablakiiveg

24 cm-re van lehuzva.

Vitassatok meg a rendelkezésetekre all6 ada-
tok alapjan, hogy szerintetek mekkora terii-
lett a rés! Ha nem tudjatok pontosan meg-
mondani, akkor prébaljatok becslést adni!

Ha egy paralelogramma teriiletét akarjuk
meghatarozni, akkor téglalapba foglal-
hatjuk. Ezt kétféleképpen tehetjiik meg,
ahogy az abra is mutatja.

Az igy kapott téglalap teriiletébdl ki-
vonjuk a két piros, illetve a két zold de-
rékszogli haromszog teriiletét, amelyek
szintén egy-egy téglalapra egészitik ki
egymast. Vagyis a paralelogramma terii-
letét azért tudjuk meghatdrozni, mert a
téglalap tertiletét mar ki tudjuk szamolni.

A paralelogramma teriiletét meghataroz-
hatjuk atdaraboldssal is. Vagjuk le a para-
lelogrammadbdl a beszinezett derékszogi
haromszoget, és helyezziik at ugy, ahogy
az abran lathaté! Az igy kapott téglalap
teriiletét mar ki tudjuk szdmitani.

r 4o

\Jw

A kétféleképpen kapott téglalapok nem egybevagok, de a teriiletiik egyenld,
hiszen ugyanazt a paralelogrammat daraboltuk. Van olyan paralelogram-
ma, amelyiknél a rajzon mutatott kétféle darabolas nem valésithaté meg.

A téglalapok teriiletének kiszamitasahoz nem elegendé a paralelogramma oldalhosszainak az ismerete,
a parhuzamos oldalainak a tavolsagat is ismerniink kell.

A paralelogramma parhuzamos oldalegyeneseinek tavolsagat a paralelogramma magassaganak

nevezziik.

jeloli.

Az a oldalhoz tartozé magassagot m,, a b oldalhoz tartoz6 magassagot m, b }/
b
m,

Minden paralelogrammadra igaz, hogy teriiletképlete: T=a- m, = b- m,. a

Vagyis a paralelogramma teriiletét az oldalhossz és a hozza tartoz6 magassaghossz szorzata adja.
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a) A paralelogramma egyik oldalanak hossza 14 cm, a hozza tartozé magassagé 6 cm, a masik
oldal hossza pedig 8 cm. Mekkora magassag tartozik ehhez az oldalhoz?

b) A paralelogramma egyik oldaldnak hossza 16 cm, a hozza tartozé magassagé 9 cm, a masik
oldal hossza pedig 6 cm. Mekkora magassag tartozik ehhez az oldalhoz?

Megoldas

a) Kiszamithatjuk a paralelogramma teriiletét a paralelogramma oldaldnak és a hozza tartoz6 ma-
gassaganak ismeretében: T=14- 6 = 84 (cm?).
A teriilet és a masik oldal ismeretében kiszamitjuk a hidnyzé magassag hosszat:
84 = 8- m,. Vagyis m, = 10,5 cm.

b) Ez el6z6 gondolatmenetet kévetve: T =16+ 9 = 144 (cm?®). A hidnyzé magassdgra felirhatjuk a
kovetkezd Osszefiiggést: 144 = 6 - m,. Ezek alapjan azt gondolhatnank, hogy m, = 24 cm.

Vizsgaljuk meg, hogy a kapott paralelogram-
mak léteznek-e! m,
A paralelogramma magassaga nem lehet
hosszabb, mint a nem hozza tartozé oldal,
vagyis b = m,, a = m,. Téglalap esetében
lesz kozottiik egyenldség.

Ezek alapjan az a) megoldas helyes. A paralelogramma létezik, hidnyzé magassaganak a hossza
10,5 cm.

A b) részben kapott m, = 24 cm, amely azonban nem lehet hosszabb a nem hozza tartozoé oldalnal,
ami 16 cm-es. S6t, mar a szamolas el6tt is észrevehetd, hogy a 9 cm-es magassag nem lehet hosz-
szabb a 6 cm-es oldalnal. Vagyis ez a paralelogramma nem létezik, igy a hidnyzé magassaganak a
hosszat sem adhatjuk meg!

Egy téglalap alaku faldarab drnyéka a vizszintes tala-
jon paralelogramma alaku. A fal szélessége 4,4 m. Az
arnyék a fal t6vétdl 2,5 méterre nyulik. Mekkora részt
arnyékol a fal?

Megoldas

A szoveget értelmezve kideriil, hogy a paralelogram-
ma egyik oldaldnak hossza 4,4 m, a hozza tartozé ma-
gassagé pedig 2,5 m.

A paralelogramma teriilete: T=4,4 - 2,5 = 11. Vagyis
a fal egy 11 m’-es teriiletet arnyékol.
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Egy paralelogramma négy csucsanak koordinatai Y4
A(3;0), B(9; 2), C(7; 6), D(1; 4). Mekkora a tertilete?

Megoldas

Most sajnos nem ismerjiik a paralelogramma oldalai-
nak hosszat, ezért a feladatot kiegészitéssel, atdarabo-

lassal oldjuk meg.

Foglaljuk a paralelogrammat téglalapba! A kozéppontos 1
szimmetria miattaz ADK és a BMC hdromszogekbdl egy
2 - 4-es téglalap rakhat6 ki. Hasonléan az ALB és CND

N C.__ 'y
D
B
K L N
1 A X

haromszogekbdl egy 2 - 6-os téglalapot tudunk kirakni.
6-8—2-4—2-6=48—8— 12 = 28 teriiletegység.

1~ Hény négyzetdeciméter a teriilete a kovet-
kez6 paralelogrammaknak?

a) a=12dm, m,= 3,8 dm;

b) b=212dm, m,=15dm;

¢) a=85cm,m,=1,4m;

d) b=2,8m, m, =140 cm.

25" Add meg a hianyzé oldal vagy magassag
hosszat!

a) a=838cm,m,=2,5cm,b=11cm;

b) a=12m,b=0,8m,m,=0,6m;

¢) a=51dm, m,=16dm, m,=17 dm;

d) a=24mm,b=16 mm, m, =9 mm.

3 Egy 49 hektdros paralelogramma alaku te-
riilet két parhuzamos oldaldnak tavolsaga 560
méter. Milyen hossztiak ezek az oldalak?

4 Hogyan valtozik a paralelogramma tertile-

te, ha

a) az alapjanak a hosszat kétszeresére noveled;

b) az egyik magassaganak a hosszat a harma-
dara csokkented;
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c) az alapjat és a hozza tartozé magassag hosz-
szat is kétszeresére noveled;

d) az alapjanak a hosszat haromszorosara, a
hozza tartozé magassag hosszat a felére val-
toztatod?

5 Egy rombusz alaka buzafold keriilete

2,8 km, a teriilete 392 000 m”.

a) Milyen messze van a foldteriilet két széle
egymastol?

b) Mennyivel nagyobb egy ugyanilyen kertile-
t, négyzet alaka teriilet?

6 A képen lathaté 20 cm oldalu négyzet
alakd mintat egyenl6 szaru derékszogli harom-
sz0g, négyzet és pa-
ralelogramma alaku
csempékbdl  allitot-
tuk Ossze. Mekkora
egy paralelogramma
teriilete?




Minden ABCD paralelogramma megkaphato, ha az ABC haromszoget A D
az AC oldal felez6pontjara titkrozziik.
Az abran bejelolt m, a paralelogramma egyik magassaga. Az ABC ha- E
romsz0g A csucsa és a BC oldalegyenes tavolsaga m . Azt is mondhat-
juk, hogy m, az ABC haromszdg A csucsabol indulé BC oldalhoz tarto-
26 magassaga. B C

Mivel a paralelogramma teriilete a - m,, és a titkrozés miatt az ABC ha-

romszog egybevagd a CDA haromszoggel, ezért az ABC haromszog teriilete pontosan a paralelogram-
ma teriiletének a felével egyenld.

Vagyis a haromszog teriiletét megkapjuk, ha valamelyik oldal és a hozzatartozé magassag hosszanak
szorzatat elfelezziik.

A haromszog teriiletképlete: T = am, bom, _com,
2 2 2
Az abra egy négyszog alaku gazdasag vazlatat mutatja. A bejelolt D

utak hosszat ismerjitk: AC = 120 m, BQ = 76 m, DP = 84 m. Mek-
kora a gazdasag tertilete?

Megoldas
Az ABC haromszognek és az ADC haromszognek is oldala az adott

hossztsagu AC ut. Mindkét haromszogben az ehhez az oldalhoz A P. Q C
tartozé magassag hosszat is ismerjiik. A kérdéses teriiletet a két ha-
romszog teriiletének az dsszege adja.
_ 120-76 |, 120-84 _ 120 . — 0. _
T =250 4 25055 = 220 (76 + 84) = 60160 = 9600.
Vagyis a négyszog teriilete 9600 m’, B

A 3 cm oldalhosszusagit ABCDEF szabélyos hatszog szimmetria-kozéppontja a K pont. Tudjuk,
hogy a P pont a BCK haromszog belsejében, a BC oldaltdl 1 cm tavolsagra talalhaté parhuzamos
szakaszon van. Hasonldan a Q pont a DEK, az R pont pedig az AFK haromszogben taldlhatd. Mek-
kora az ABPCDQEFR kilencszog teriilete, ha a hatszog teriilete kerekitve 23,4 cm*?

Megoldas

Rajzoljunk abrat a szoveg alapjan (az dbrat lasd a kovetkezo oldalon)!

A BCP, DEQ és AFR haromszogeknek 3 cm-es az az oldaluk, amelyik a hatszognek is oldala. Mivel
a P, Q és R pontok ezekkel az oldalakkal parhuzamos szakaszokon vannak 1 cm-re az oldalaktol,
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15" Mekkora a terulete a kovetkezé haromszo-
geknek?

a) a=67 dm, m, = 38,2 dm;

b) b=5,8dm, m, =32 dm;

c) c=84cm,m =0,74 m;
d)a=372m,m,=17 dm.

25" Add meg a haromszogben egy hianyzé
oldal vagy egy hianyzé magassag hosszat!

a) a=102cm, m,=2,4cm, b=12,24 cmy;

b) a=144m,b=9,6 m, m,=7,2 m;

¢) a=16,2km, m,=10,8 km, b = 14 km;

d) a=0,3cm, m,= 0,22 cm, ¢ = 0,42 cm.

3 Hogyan valtozik a haromszog teriilete, ha

a) az egyik oldalanak a hosszat haromszorosa-
ra noveled, a hozza tartozé magassag hosz-
szat viszont nem valtoztatod;

b) az egyik magassaganak a hosszat a felére
csokkented, a hozza tartozé oldal hosszat vi-
szont nem valtoztatod;

c¢) az oldalat és a hozza tartozé magassag hosz-
szat is felére csokkented;

d) az oldalanak a hosszat kétszeresére, a hozza
tartozo magassag hosszat a felére valtoz-
tatod?
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ezért mindharom pontbol 1 cm hossztsagii magassag huizha-
t6 a 3 cm-es oldalhoz. Vagyis a P, Q és R pontok helyzetétél
tiiggetleniil ezeknek a haromszogeknek a teriilete:

p=3-1_ 1,5 (cm?).

A 23,4 cm’ teriilet( szabdlyos hatszogbél harom 1,5 cm’-es
haromszoget kell kivagnunk, hogy a kilencszoget megkapjuk.

Vagyis a kilencszog teriilete: T= 23,4 — 3- 1,5 = 18,9 (cm?).

4 Egy derékszogt hairomszog hosszabb befo-
gdjanak felezépontjatdl a haromszog hatarold
vonalan haladva a szemkozti csucs 40, illetve
56 cm-re van. Az atfogo és a révidebb befogo
egyutt 64 cm.

a) Mekkora a haromszog keriilete?

b) Mekkora a haromszog teriilete?

5 Egy szabadlyos haromszog keriilete 12 cm,
magassagat 3,6 cm-nek mértitk. Mekkora a
teriilete?

6 Mérd meg az abran lathat6 haromszog meg-
felel6 adatait, majd szamold ki a teriiletét!




Az egyik atléja mentén minden trapézt két haromszogre
vaghatunk. Az ABC haromszog a oldalahoz az m,, az ACD
haromszog c oldalahoz az m_magassag tartozik.

A a

Mindkét magassdg a trapéz parhuzamos oldalainak a tavol-
sagat adja, ezért m, = m_.
Ezt jeloljik m-mel.

A trapéz parhuzamos oldalegyeneseinek a tavolsagat a
trapéz magassaganak nevezziik.

A trapéz teriiletét a két haromszog teriiletének Osszege
adja. Vagyis a trapéz teriiletképlete:

r=amcm_ (ST

Trapéz a
cirkuszban

A trapéz teriiletét ugy kapjuk, ha a két parhuzamos oldaldnak 6sszegét megszorozzuk a trapéz ma-

gassagaval, majd az eredményt elosztjuk kettdvel.

Egy téglalap alaku papirt az abra alapjan kettéhajtottunk. Néhany adatot
feltiintettiink. Adjuk meg ezek alapjan a két rész teriiletét!

Megoldas

Dllem C  18cm  E’ Rajzoljuk le az dbrat ugy, mintha visszahaj-
. ' tottuk volna a lapot az eredeti allapotabal!

Az ABCD és a BF'E’C trapéz teriiletét kell
2lem megadnunk. Ezeknek a trapézoknak az egyik
szara merdleges az alapra. Az ilyen derék-
sz0gu trapézok magassaganak a hossza pon-
tosan a merdleges szar hosszaval egyenld.

18)-21
A BF'E’C trapéz tertilete: T, = %

A B8cm F’

D1lcm C
18 cm
E
21 cm
A B
7/ 8cm
F
= 273 (cm?).

Az ABCD trapéz AB alapjanak a hosszat megkapjuk, ha a DE” hosszabdl elvessziik a BF” hosszat.

Vagyis AB = (11 + 18) — 8 =21 (cm).
(21 + 11)-21

3 = 336 (cm?).

Az ABCD trapéz teriilete: T, =
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Mar korabban lattuk, hogy ha az ABCD trapézt a BC szar K felezOpontjara tiikrozziik, akkor az ere-
deti trapéz és a képként kapott trapéz egyiitt egy paralelogrammat alkot. Ezt az allitast felhasznalva
igazoljuk a trapéz teriiletképletét!

Megoldds

Az dbran az ABCD trapézt titkkroztiik a BC szar K fele- D ¢ C=8 a A’
z6pontjara, ezért az AD’A’D paralelogramma. Tudjuk,

hogy az AD’ oldal hossza a + ¢, a hozza tartozé magas- - K

sag pedig m.

Hasznaljuk a paralelogramma teriiletképletét: (a + ¢) - m! :

Ez a tiikrozés miatt kétszerese az ABCD trapéz teriileté- A a B=C" ¢ D’

nek, ezért a trapéz teriilete: T = (ate)ym ZC ) m .

15" Mekkora a trapéz teriilete, ha d) Van olyan trapéz, amelynek a teriile-
a)a=28cm,c=12cm,m=17 cm; tét harom oldal ismeretében is ki lehet
b) a=33m,c=27m,m=15m; szamitani.

¢) a=450dm, ¢ =31 m, m=4200 cm; o

d) a=12cm, c=0,07m, m = 1,1 dm? 55" Mekkora az abran lat-

hat6 sokszog teriilete, ha a

25 Mekkora a trapéz magassaga, ha fiiggdleges szakaszok hossza
a) a=32cm,c=14cm, T= 184 cm’ 10 cm, 6 cm, 8 cm €s 4 cm,

b) a=47m,c=29m, T =646 m*? és a szomszédos fliggbleges
szakaszok tavolsaga 2 cm,

3cmés4cm?

35" Mekkora a trapéz hianyzo alapjanak hosz-
sza, ha

a) a=47 cm, m =18 cm, T =612 cm’;

b) a=102m, m=52m, T = 3848 m’™?

6 Egy ttzfal trapéz alaku. Mennyi vakolatra
lesz szitkség a feltjitasnal, ha m’-en-
ként 32 kg anyagot hasznal-

?
4  Melyek igazak a kovetkez6 dllitasok koziil? nak fel?

A hamis allitdsokat javitsd, hogy igazak legyenek!
a) Atrapéztaz egyik atloja két haromszogre vagja.
b) A trapéz szemkozti oldalegyeneseinek ta-
volsdgat a trapéz magassaganak nevezziik.
c) A trapéz teriiletét ugy szamithatjuk ki, hogy
a két parhuzamos oldalanak az Osszegét
megszorozzuk a trapéz magassagaval.

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK



Tudjuk, hogy a deltoidok- D D

nak van szimmetriatenge-
A
MC

lyiik, amely mentén min-
B B

TN
.

T
/

den deltoid két egybevagd
haromszogre vaghato.

o
Nl

@)
POl

A konvex és a konkév ABCD deltoid esetén is az ABC/A = ADCA\. (Igy jeldljiik réviden, hogy az ABC
haromszog egybevagé az ADC haromszoggel.)
f

f ‘2 _ef
i

Az ABC haromszog e oldaldhoz 0l magassag tartozik, ezért a teriilete: 5=

A deltoid teriilete ennek a kétszeresével egyenld, vagyis a deltoid teriiletképlete: T = eif.

A deltoid teriiletét ugy kapjuk, ha a két atléjanak a hosszat 6sszeszorozzuk, és a szorzat felét vessziik.

Az dbran lathaté adatokat méréssel kaptuk. Hatarozzuk meg mérés A
nélkiil a BD atl6 f hosszat! 5cm ; 5cm
B - >D
Megoldds
A i . 13-f E
A deltoid teriilete felirhaté a tanult médon: T = 5 s}
on
Ez a deltoid az AC atléja mentén két egybevagd derékszogti harom- -
.. . . .. 12 cm 12 cm
szogre vaghatd, ezért a teriilete:
r=2212=512=60.
el s ) L 13-f
A kéttéleképpen kapott teriilet egyenlo: 7= 60.
C

Ebbdl kévetkezik, hogy f = % (cm).

A 18 cm” teriiletti deltoid 4tl6i egyenld hossztiak, és az egyik harmadolja a masikat. Rajzoljuk le a
deltoidot!

Megoldds
e-e

A deltoid teriiletképletét hasznaljuk, de tudjuk, hogy e = f, ezért 18 = o
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Mivel e e = 36, ezért az atlok hossza 6 cm.

Bar a deltoid egyik atldja mindig felezi a masikat, de most egy olyan
adattal is rendelkeziink, mely szerint a masik harmadolva metszi az

egyiket. Ezek ismeretében elkészithetd a rajz:

1 Hogyan valtozik a deltoid teriilete, ha

a) az egyik atldjat kétszeresére noveljiik, a ma-
sik atlé hosszat nem valtoztatjuk;

b) mindkét atlé hosszat duplazzuk;

¢) mindkét atlé hosszat harmadoljuk;

d) az egyik atléjat kétszeresére noveljiik, a ma-
sik atlo hosszat felére csokkentjiik?

2a0 Szamold ki a deltoid tertiletét, ha adott az e

és f atljanak hossza!

a) e=16cm, f=28cm;
b)e=32m, f=14m;
c) e=64dm, f=7dm;

d) e=56 mm, f=8mm.

3 Egy 5 cm oldalhosszusagu rombusz atloi-
nak hossza 6 cm, illetve 8 cm. Milyen tavol van
egymastol a két parhuzamos oldala?

4 Egyrombusz alaku szantéfold két parhuza-
mos széle 672 méterre van egymastol. A teriilet
két tavoli cstcsa kozott 2400 méter, a két koze-
lebbi csucsa kozott pedig 700 méter a tavolsag.
Mekkora a szant6fold oldalhossza?

5 Egy parkolét az abran lathato térkovekkel
burkoltak. A kovekbdl Gsszesen 1200 darabot
hasznaltak fel. Mekkora részt burkoltak 6sszesen?
Az ébra néhdny térké feliilnézetét mutatja. Tud-
juk, hogy az AD atlé két egybevagd deltoidra
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2 cm

3cm 3cm

4 cm

vagija a térkovet, illetve, hogy a BD atlé hossza
25 cm, a DF atl6 hossza pedig 20 cm.

6 A képen lathaté karacsonyfadiszt szines
papirbdl szeretnénk kivdgni. A minta négy
egybevagd deltoidbdl all. Az ABCD négyzet
oldalai 4 cm, a KLMN
négyzet atloi 16 cm N
hosszuak. Mekkora
tertilet( papirt hasz-
nalunk fel a disz
elkészitéséhez? D




Mar megismerkedtiink a tengelyes és a kozéppontos szimmetridval. Most tovabb folytatjuk a szimmet-

rikus alakzatok vizsgélatat, hogy tjabb tulajdonsagaikat is felfedezziik.

Emlékeztetd:

o Azt a sikbeli alakzatot nevezziik tengelyesen szimmetrikusnak, amelyhez van olyan tengelyes tiikro-
zés, amely az alakzatot 6nmagaba viszi.

o Azt a sikbeli alakzatot nevezziik kdzéppontosan szimmetrikusnak, amelyhez van olyan kézéppontos
titkrozés, amely az alakzatot onmagdba viszi.

CSOPORTMUNKA

Kirakds jaték

Vagjatok ki az abran latha- ‘ ;

t6 sikidomokat kartonpa- // \\ // \\ // \\

pirbol! A négyzetracs segit, / :::i
hogy pontos masolatokat / \ / \ / /

készitsetek. / Y / 7 / /
a) Hogyan lehet az els6 és a ( / < / < /

mésoisiiomoe—\ / /
méshgzk illle{sgteni,t hog;’y \\ // \\ // \\ //

kozéppontosan szimmet-

rikus alakzatot kapjunk? \ / \ / \ /
b) Hogyan lehet az elsé és a \ / L/ N L/
masodik sikidomot egy- \/ \/ Vv

mashoz illeszteni, hogy
tengelyesen szimmetrikus alakzatot kapjunk?

¢) Hogyan lehet az els6 és a harmadik sikidomot egymashoz illeszteni, hogy tengelyesen szimmet-
rikus alakzatot kapjunk?

Dolgozzatok két-haromfds csoportokban! A sikidomok az 6sszeillesztésnél akar meg is forditha-
tok. Ha a hdrom kérdésbol kettére megtaldljatok a valaszt, az mar nagyon jo!
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Rajzoljunk olyan sokszogeket, amelyek kdzéppontosan és tengelyesen is szimmetrikusak! Mit fi-
gyelhetiink meg?

Megoldas

Megfigyelhetd, hogy a tengelyesen és kozéppontosan is szimmetrikus sokszogeknek legalabb két
szimmetriatengelye van.

Ha berajzoltunk egy szimmetriatengelyt, akkor a szimmetria-kdzéppontban a rd merdleges egye-
nes is szimmetriatengely lesz.

Adjunk valaszokat a kovetkezd kérdésekre!

a) Van-e harom pontbdl all6 kozéppontosan szimmetrikus alakzat?

b) Van-e kozéppontosan szimmetrikus haromszog?

¢) Van-e kozéppontosan szimmetrikus négyszog?

d) Van-e paratlan sok pontbdl allé kdzéppontosan szimmetrikus alakzat?
e) Van-e pdratlan sok cstcsu, kozéppontosan szimmetrikus sokszog?

Megoldas

a) Harom pontbdl allé kozéppontosan szimmetrikus alakzatot csak
ugy tudunk létrehozni, ha az egyik pont maga a szimmetria-ko-
zéppont, vagyis a masik ketté kozott éppen kozépen talalhato.

b) Kozéppontosan szimmetrikus haromszog nem létezik, hiszen
ha lenne, akkor mindegyik oldalanak volna parhuzamos parja.
Harom oldal esetén ez nem lehetséges.

c¢) Ilyen négyszog van. Ezek a paralelogrammak.

d) Paratlan sok pontbdl allé kozéppontosan szimmetrikus alak-
zatot csak ugy tudunk létrehozni, ha az egyik pont a szimmet-
ria-kozéppont lesz, a tobbiek pedig parosaval, erre kozéppon-
tosan szimmetrikusan helyezkednek el.

e) Ilyen sokszog nem létezik. Az indoklast a haromszog esetén
leirtakhoz hasonléan fogalmazhatjuk meg.
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15" Rajzold le néhany auté mérkajelzését a fiizetedbe! Ird mellé, ha valamelyik tengelyesen vagy
kozéppontosan szimmetrikus!

250 Gytjts egyszert, kdzéppontosan szimmetrikus abrakat a kdrnyezetedbdl! Rajzold le dket!

35" Melyik igaz? Melyik hamis?

a) Ha egy sokszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor paros oldalszamu.

b) Ha egy sokszog paros oldalszamu, akkor kozéppontosan szimmetrikus.

c¢) Ha egy sokszog tengelyesen szimmetrikus, akkor paros oldalszamau.

d) Ha egy sokszdg paros oldalszamu, akkor tengelyesen szimmetrikus.

e) Ha egy sokszogben minden oldalnak van parhuzamos parja, akkor a sokszog kézéppontosan
szimmetrikus.

f) Ha egy sokszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor minden oldaldnak van parhuzamos parja.

4 a) A sakktablat két szinnel szinezik. A szineket is figyelembe véve milyen szimmetridja van a

sakktablanak?

b) Egy hatszor hatos tablat szinezz ki két szinnel tgy, hogy tengelyesen szimmetrikus legyen! Ter-
vezz tobb abrat is!

c) Egy négyszer négyes tablat szinezz ki harom szinnel ugy, hogy kézéppontosan szimmetrikus
legyen!

5 Pentomindnak nevezziik azokat a sokszogeket, amelyek 6t darab egység
(példdul 1 cm?®) teriiletti négyzetbdl rakhatdk dssze. A négyzeteket az éleik
mentén illesztheted egymashoz.

a) Rajzold le a fiizetedbe az 6sszes pentomindt! Csak azokat tekintsd kiilonbo-
z6nek, amelyek elforgatassal és titkrozéssel sem hozhatdk fedésbe egymas-
sal! Torekedj arra, hogy megtalald mind a tizenkettdt!

b) Csoportositsd dket a szimmetriajuk szerint!

6.~ Valogasd szét a képeket! Melyik kozéppontosan szimmetrikus?
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A sik darabolasaval sikidomokat hozhatunk létre. Az dbran harom olyan
egyenest latsz, amelyek paronként metszik egymast.

Ezek hét részre vagjak a sikot, és koziiliik csak a kozéps6é nem nyulik a vég-
telenbe. Ez a kozépso sikidom egy sokszog. Harom egymashoz csatlakozo
szakasz hatdrolja, haromszognek nevezziik.

A sikban egymashoz csatlakozo, zar6dé torottvonalat sokszog-
vonalnak, az altaluk hatarolt sikidomot pedig sokszognek ne-
vezziik. Az egymashoz csatlakozé szakaszok a sokszog oldalait, a
szakaszok végei a sokszog csucsait adjak.

sokszogvonal

.. csucs
sokszog

Mi csak az egyszeri sokszogvonalakkal foglalkozunk, azaz
— a csucsok és oldalak szama egyenld;

- minden csucsba két oldal fut be;

— az oldalaknak a csticsokon kiviil nincs kozos pontjuk.

Mutatunk néhany nem egyszerii sokszégvonalat:

ez

Ha a sokszog minden oldala és minden belsd szoge egyenld, akkor szabalyos sokszogrol beszéliink.

Minden szabalyos sokszdg tengelyesen szimmetrikus.

Hany oldala lehet a szabalyos sokszognek, ha van

a) olyan tengelye, amelyikre nem illeszkedik csucs?

b) olyan tengelye, amelyikre pontosan egy csucs illeszkedik?
c¢) olyan tengelye, amelyikre két cstcs illeszkedik?

d) szimmetria-kozéppontja?
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Megoldds
a) A paros oldalszamu szabalyos sokszogekben az oldalfelezé merdlegesek
tengelyek lesznek, és nem illeszkedik rdjuk csucs.

b) A paratlan oldalszamu szabalyos sokszogekben az oldalfelezé merélegesek
tengelyek lesznek, és a szemkozti cstcs illeszkedik rajuk.

¢) A paros oldalszamu szabalyos sokszdgekben barmely cstics és a vele szem-
kozti csucsot 0sszekotd egyenes ilyen tengely lesz.

d) A parosoldalszamu szabalyos sokszogeknek van szimmetria-kozéppontjuk.

Hany szimmetriatengelye van a szabalyos sokszogeknek?

Megoldas
Erdemes kiilén vizsgélni a paratlan
és a paros oldalszamu sokszogeket.
I. A paratlan oldalszamu szabalyos
sokszogek barmely oldalfelezé me-
rélegese szimmetriatengely. Ebbol
kovetkezik, hogy a tengelyek szama
egyenlo az oldalak szamaval.

% | O %
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II. A paros oldalszamu szabalyos sokszdgekben barmely oldalfelezd merdleges szimmetriatengely.
Egy ilyen tengely két oldalnak is a felezdmerélegese lesz, igy ezek szdma az oldalak szamanak
felével egyenld. A két-két szemkozti cstiicsot O6sszekoto egyenes is tengely lesz. Az ilyen egyene-
sek szama a csticsok szamanak a felével egyenld. Mivel a csticsok és az oldalak szama egyenld,
ezért a tengelyek szama Osszesen most is az oldalak szamaval egyenl6.

A példak alapjan a kovetkez6 hasznos allitasokat fogalmazhatjuk meg:

A szabalyos sokszogek szimmetriatengelyeinek szama egyenld az oldalainak szamaval, vagyis az
n oldala sokszognek n darab szimmetriatengelye van.

A paros oldalszamu szabalyos sokszogeknek van, a paratlan oldalszamu szabalyos sokszogeknek
nincs szimmetria-kozéppontja.

1~ Hol talalsz a kornyezetedben szabalyos sok- 4 Egy szabalyos sokszog Osszes szimmetria-
szogeket? tengelyét megrajzoltuk. Ezek 10 csucson halad-

tak at. Hany oldalt a sokszog?
25 Dontsd el, igaz vagy hamis!

a) Egy sokszog csak akkor lehet tengelyesen 5 Készitsd el papirbdl az abran lathato egyenld
szimmetrikus, ha szabalyos. szaru haromszogeket! Milyen szabalyos sokszo-

b) Ha egy sokszog kozéppontosan szimmetri-  get tudsz kirakni mind a négy felhaszndlasaval?
kus, akkor szabalyos.

c¢) A szabalyos sokszognek biztosan van lega-
labb harom szimmetriatengelye.

d) Ha egy sokszog tengelyesen és kdzépponto-
san is szimmetrikus, akkor szabalyos.

3 Egy egyenl6 szaru haromszog szogei: 30°,
75°, 75°. Hany darab egybevagd példanyra
lenne sziitkséged, ha szabalyos sokszoget szeret-
nél osszerakni bel6liik?
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Mar az el6z6 években is készitettiink abrakat vonalzo és korzé segitségével. A sikidomok tengelyes és
kozéppontos tiikrozését is ezekkel végeztiik. Azt is tudjuk, hogy szerkesztésrél csak akkor beszéliink, ha
a vonalzonknak egy élét hasznaljuk, és betartjuk a kovetkezoket:

- A vonalzot két adott pont- - Két pont tavolsagat korz6- - Adott pont koriil

hoz illesztve meghuzhat- nyilasba vehetjiik. adott sugarral

juk a két pontra illeszked6 kort rajzolha-

egyenest. tunk.

B €
A
A B

- Két egyenes metszéspont- — Egyenes és kor metszés- - Két kor metszéspontjait

jat megszerkesztettnek pontjait megszerkesztett- megszerkesztettnek

tekintjiik. nek tekintjiik. tekintjiik.

H
M F
E G

Ebben az esetben euklideszi szerkesztésrdl beszéliink, amit roviden csak szerkesztésnek neveziink.

Kr. e. 300 kortl sziiletett Alexandriai Eukleidész gorog matematikus, akit késdbb
a geometria atyjaként is emlegettek. Miutan befejezte athéni tanulmanyait, meg-
alapitotta az alexandriai matematikai iskolat. O a hires okori matematikakonyv, az
Elemek szerzdje, amelyben Osszefoglalta a matematika alapjait. Sziiletésének éve
és helye, valamint halalanak koriilményei ismeretlenek.

Szerkessziink haromszdget, ha adott az a oldala, valamint az ezen az oldalon fekvd S és 7 szog!

Megoldas

Ha az adatokat a feladat sz6vege nem adta meg, akkor azokat tetsz6legesen felvehetjiik.

Adatok: /
a , B %

Vazlat: A Most csak az a oldal, valamint a f és a y szog adott, ezért csak
ezeket szerepeltetjitk a vazlatrajzon. A B és a C pontokra tomott
karikat tettiink, ezzel jelezve, hogy a szerkesztést az a szakasz fel-

B y vételével fogjuk kezdeni. Az adatoknal szerepld a szakaszt a ta-
B P c nult modon a megfeleld helyre mdsoljuk.

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK



A szerkesztés menete: Az A pontot szeretnénk megszerkeszteni. A szerkesztési 1épésekbdl tudjuk,
hogy egy pont akkor megszerkesztett, ha az két vonalnak — két egyenesnek, egy egyenesnek és egy
kornek vagy két kornek — a metszéspontja.

Milyen vonalon van rajta az A pont? A
Egy egyenesen! A BC szakasz B végpontjadhoz mdsolt 5 szog szira
lesz a keresett egyenes.

Milyen masik vonalon van rajta még az A pont? B 4

Még egy egyenesen! A BC szakasz C végpontjahoz masolt y sz0g B a C
szara lesz a keresett masik egyenes.

A két egyenes metszéspontja adja az A pontot.

Kivitelezés: Az adatok felhaszndlasaval a leiras alapjan, illetve a vazlatrajz segitségével megszer-
keszthetjiik a haromszoget.

Szerkessziink trapézt, ha adott az alapjainak 0sszege, az egyik szar hossza, az egyik atl6 hossza és a

hosszabb alapon fekvé egyik sz6g nagysaga a szokasos jeldléssel: a + ¢, d, e, ! i
Adatok: atc . 4 \ e .

Megoldds

Készitstink vazlatot! A trapézt kozéppontosan tiikrozziik a BC szar F felez6pontjara, mert ekkor
megjelenik a rajzunkon az a + ¢ hossztsagu szakasz is.

Vazlat:

D C A" A vézlatrajzon csak az adott szakaszok hosszét jelentd
kisbettiket, valamint a szogek nagysagat jelenté gorog
d/ e E bettiket jeloltiik, igy jol lathatok az adatok. Tomaott kari-
kat tettiink annak a szakasznak a két végére, amellyel a

a szerkesztést el szeretnénk kezdeni.
A a+c B D’ Az ABCD trapéz és a BC szar F felezOpontjara tiikro-
z6tt képe, vagyis az A" CBD’ trapéz egyiitt egy parale-
logrammat alkot. Ezt hasznaljuk fel a szerkesztés soran.

A szerkesztés menete:

Az AD’ szakasz két végére tettitk a tomott karikat, ezért rajzolunk egy A kezdépontu félegyenest,
majd a korzényilédsba vett a + ¢ hosszisagu szakaszt ramérjiik. Igy kapjuk a D’ pontot.

Az A pontba az AD’ szakaszra masoljuk az @ szoget. A sz0g széra adja a D pont megszerkesztésé-
hez sziikséges egyik vonalat.
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A most megrajzolt szogszarra ramérjiik az adott d hosszasagu szakaszt, azaz az A kozéppontu d
sugarti kor a D pont mésik vonala lesz. Igy megkapjuk a D csucsot.

A D kozéppontd, a + ¢ sugaru és a D" kozéppontu, d sugaru korok metszéspontja lesz az A" pont.
Az AD’A’D paralelogramma atléinak metszéspontja adja az F pontot. Az A kdzéppontu, e sugaru
kor kimetszi az A’D szakaszbol a C-t. A CF egyenes pedig kimetszi az AD” egyenesb6l a B-t.

A leiras alapjan kivitelezhetd a szerkesztés.

Az adatokat most is tetszélegesen vettiik fel. A felvett adatok azonban nem biztos, hogy megha-
taroznak egy trapézt. Ezért a feladat megoldasahoz a szerkeszthetGség feltételeinek vizsgalata is
hozzatartozik. Példaul az @ csak hegyesszog lehet, az e nem lehet nagyon kicsi és nagyon nagy
sem. Most nem foglalkozunk részletesebb vizsgélattal, de a kivitelezésnél azonnal kideriil, ha az
adatokbdl nem szerkesztheté meg a trapéz.

1 Szerkessz haromszoget a kovetkezd adatokbol:
a) a, b b) a, b,y =60% c¢) a, bm)!

2 Szerkessz rombuszt a kovetkezd adatokbol:

a) a, e b) a, a = 45°% c) a,m)
3 Szerkessz paralelogrammat a kovetkez6 adatokbdl:
a) a, b, a; b) a, b, e c) a, bym) f e
ol ) b ol ) b ) ) a* m” b
o
a
4 Szerkessz téglalapot a kovetkez6 adatokbol:
a) a, b; b) a,e; c) e, ¢!
) ) ) e.p N
a
5 Szerkessz trapézt, ha adottaza + ¢, m, e, a!
d
o
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Ebben a fejezetben egy Uj geometriai transzformacioval, a kézéppon-
tos tiikrozéssel ismerkedtiink meg. A kozéppontos tiikrozés (ugyanugy,
mint a tengelyes titkr6zés) egybevagosagi transzformacio.

Osszegytijtéttiik a kozéppontos titkrozés legfontosabb tulajdonsagait:

- Tavolsagtartd, szogtarto, egyenestarto.

— A kozéppontra illeszked6 egyenes képe dnmaga.

- Nem valtoztatja meg a koriiljardsi irdnyt.

— Akozéppontra nem illeszkedd egyenes és a képe parhuzamos egymassal.

— A félegyenes és képe forditott allasu.

— A szakasz képe parhuzamos az eredeti szakasszal, de a végpontjaik sor-
rendje felcserélédik.

- Ha egy kozéppontos titkrozés esetén az A pont képe az A’, akkor az A’
képe ugyanebben a kozéppontos titkkrozésben az A lesz. Azt mondtuk,
hogy a kozéppontos titkrozés megfordithatd transzformacio.

A kozéppontos tiikrozést bizonyitasokban és szerkesztésekben is alkalmaztuk. Vizsgaltuk a kozéppon-
tosan szimmetrikus alakzatok tulajdonsagait, és készitettiink is ilyen abrakat.

Megismerkedtiink néhany sikidom teriiletképletével.

A paralelogramma teriiletképlete: T=a- m,=b- m,.

A haromszog teriiletképlete: T = am, _bom _com,
2 2 2
. [
A trapéz tertletképlete: T = w.
m
B
a
A deltoid teriiletképlete: T = eéf.
e
f
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Az elsé nyolc feladatban a megadott 6t valasz
kozott pontosan egy jo van. A helyes valaszt
a fiizetedben jelold!

15" Melyik nem a kozéppontos tiikrozés tulaj-

donsaga?

(A) Tavolsagtarto;

(B) Az egyenes és képe parhuzamos;

(C) Van olyan egyenes, amelyik egybeesik a ké-
pével;

(D) A koriljarasi iranyt megforditja;

(E) Szogtarto.

2 Melyik befejezés hibas?

Ha egy négyszog paralelogramma, akkor

(A) két-két szemkozti oldala egyenlé hosszu-
sagu;

(B) két-két szemkozti oldala parhuzamos;

(C) az atldi merdlegesen felezik egymast;

(D) két-két szemkozti szoge egyenld egymassal;

(E) barmely két szomszédos szoge egymasnak
kiegészitd szoge.

35" Rajzoltunk egy kézéppontosan szimmet-
rikus szabalyos sokszoget. Hany oldala lehet
a megadottak kozil?

(A) 1961;

(B) 1986;

(C) 2001;

(D) 2015;

(E) 2345.

45" A 72 cm’ teriiletti paralelogramma egyik
oldalanak hossza 9 cm. Mekkora lehet az ehhez
az oldalhoz tartoz6 magassag hossza?

(A) 4 cm;

(B) 16 cmy;

(C) 8 cm;

(D) 63 cm;

(E) Ennyi adatbél nem adhaté meg.

5 Mekkora a 12 cm atléhossztisagi négyzet

tertilete?

(A) 144 cm’;

(B) 72 cm’;

(C) 36 cm’;

(D) 288 cm’;

(E) Az atlo hosszaval nem hatarozhaté meg
a négyzet teriilete.

6 Egy deltoid egyik atloja kétszer olyan hosz-
szu, mint a masik atloja. Centiméterben mérve
mindketté hossza egész szam. Mekkora lehet
a teriilete?

(A) 961 cm’;

(B) 916 cm’;

(C) 691 cm?*;

(D) 619 cm’;

(E) Az el6zbek egyike sem.

7 Egyhurtrapéz (egyenl6 szaru trapéz) 14 cm

hosszusagu atléi mer6legesek egymasra. Mek-

kora lehet a tertilete?

(A) 196 cm?;

(B) 169 cm’;

(C) 98 cm’;

(D) 56 cm?;

(E) Csak az atl6 hosszanak ismeretében nem
hatdrozhaté meg ennek a trapéznak a terii-
lete.

8 A 13 cm, 14 cm és 15 cm oldalhosszusagu
haromszog teriilete

(A) 210 cm?;

(B) 182 cm’;

(C) biztosan nagyobb, mint 105 cm?;

(D) biztosan nagyobb, mint 91 cm’;

(E) 84 cm’.
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9 Milyen szt kellene irnod a pontozott hely-

re, hogy az allitasok igazak legyenek? Lehetsé-

ges, hogy tobb helyes sz6 is 1étezik!

a) A paralelogramma olyan ...... , amelynek a
szarai is parhuzamosak egymassal.

b) A paralelogramma olyan ...... , amelynek
két-két szemkozti oldala egyenld egymassal.

c) A rombusz olyan ...... , amelynek minden
oldala egyenld egymassal.

d) A téglalap olyan amelynek két-két
szemkozti oldala egyenldé egymassal, és van

derékszoge.

e) Atéglalapolyan ...... , amelynek a szomszé-
dos oldalai merdlegesek egymasra.

f) A négyzetolyan ...... , amelynek van derék-
szoge.

g) Anégyzetolyan ...... , amelynek a szomsz¢é-
dos oldalai egyenl6 hosszusaguak.

h) A deltoid olyan ...... , amelyben van két-két

egyenld hosszusagu, szomszédos oldal.

10 A rendelkezésedre all6 adatok alapjan add

meg a nevezetes sokszogek keriiletét, teriiletét!

Elképzelheté olyan eset, amikor valamelyiket

még nem fogod tudni kiszamolni!

a) A téglalap két kiilonboz6 oldalanak hossza
2,6 cm €s 8,5 cm.

b) A négyzet oldalanak hossza 3,5 cm.

c) A négyzet atlojanak hossza 6 cm.

d) A derékszogt haromszog oldalainak hossza
7,5 cm, 18 cm és 19,5 cm.

e) A deltoid atldinak hossza 14 cm és 8 cm.

f) A deltoid két kiilonb6zé oldalanak hossza
6,3cmés 11,7 cm.

11 Mekkora a felszine és a térfogata a kocka-
nak, ha az éle

a) 13 cm; b) 9,2 cm hosszu?
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12 Mekkora a felszine és a térfogata a tégla-
testnek, ha az élei

a)3cm,5cmés 1l cmy

b) 2,5 cm, 12 cm és 16 cm hosszuak?

13 Mekkora lehet a felszine a 66 cm® térfoga-
ta téglatestnek, ha minden éle cm-ben mérve
egész szam?

14 Egytéglatest éleinek hossza cm-ben mérve
harom egymast kovetd egész szam, a térfogata
pedig 1320 cm’. Mekkora a felszine?

15 Egy téglatest éleinek hossza cm-ben mér-
ve hdrom egymdst kovetd egész szam. Lehet-e
a felszine

a) 94 cm’; b) 100 cm™?

16 Rajzolj a fiizetedbe egy deltoidot! Tiikrozd
az atlok metszéspontjara! Milyen sikidom lesz
az eredeti és a képként kapott sikidom kozos
része?

17 Rajzolj a fiizetedbe egy téglalapot! Tiik-
rozd az egyik atldjanak egy tetszéleges pont-
jara! (Ne az atlok metszéspontjat valaszd!) Mi-
lyen sikidom lesz az eredeti és a képként kapott
sikidom kozos része?

18 Rajzolj a fiizetedbe egy hurtrapézt! Tik-
rozd az atlok metszéspontjara! Milyen sikidom
lesz az eredeti és a képként kapott sikidom
kozos része?

19 Rajzolj egy A cstcst hegyesszoget a két
szaraval, és vegyél fel a szogtartomanyban egy
tetszleges C pontot. Szerkeszd meg azt az
ABCD paralelogrammat, amelynek két oldal-
egyenese a sz0g szaraira esik!



20 Rajzolj egy A cstcsu hegyesszoget a két
szaraval, és vegyél fel a szogtartomanyban egy
tetszOleges K pontot. Szerkeszd meg azt az
ABCD paralelogrammat, amelynek két oldal-
egyenese a sz0g szdraira esik és a K pont az at-
l6inak a metszéspontja!

21 Rajzolj egy szabalyos hatszoget a fiizeted-

be! Rajzold meg az 6sszes atlojat is!

a) Keress az abradon nevezetes szogparokat!

b) Keress az abradon tengelyesen tiikros sik-
idomokat!

¢) Keress az abradon kozéppontosan titkros
sikidomokat!

22 Adott a koordinata-rendszerben egy ori-
gora tiikros paralelogramma. Két csucsanak ko-
ordinatdai: A(2; 6), B(8; 1). Mekkora a teriilete?

23 A képen lathaté négy téglalapbol egy kép
keretét szeretnénk kialakitani. A téglalapokbol
levagunk éppen annyit, hogy az abran latha-
to Osszeillesztés megvalosithatd legyen. Mek-
kora lesz a képen lathatd keret teriilete? Az
egyik téglalap 2,2 cm-szer 26,4 cm-es, a masik
2,2 cm-szer 17,6 cm-es.

24 A képen lathat6 négyzetracs szomszédos
racsvonalai 5 mm-re vannak egymastol. Hata-
rozd meg a szines sikidomok teriiletét!

25 Egy deltoid mind a négy csticsanak helyét
ismerjiik a koordinata-rendszerben: A(0; 0),

B(4; 0), C(6; 6), D(0; 4). Dontsd el a kovetkezd

allitasokrdl, hogy igazak-e!

a) A szimmetriaatloja hosszabb, mint a masik
atlo.

b) A teriilete 16 teriiletegységnél nagyobb.

c) A keriilete 20 egység.

d) A teriilete 36 teriiletegységnél nagyobb.

e) A rovidebb atlo masfélszeresét kell venniink,
hogy a hosszabb atlét kapjuk.

f) A megadott négy pontbdl kivalaszthatunk
harom olyat, amelyik hegyesszogt, derék-
sz0g, illetve tompaszogl haromszoget alkot.

26 Aképen lathato tliz-
zomanc flilbevalok del-
toid alakuak, amelyeknek
3,2 cm hosszu a szimmet-
riadtlojuk, és 2 cm hosszu
a masik atléjuk. Mekkora
teriiletet foglal el az asz-
talon egy par ilyen fiilbe-
valo?

27 A tet6téri szoba haromszog alaku abla-
kdnak arnyékoldsat szeretnénk megvaldsitani.
A szalagfiiggony kivitelezési koltségét az ablak
tertilete adja. Mekkora ez a teriilet, ha az ablak
szélessége 240 cm, magassaga 180 cm?

28 A fényképen lathato far-
mer térd alatti része lathato-
an trapéz alakra hasonlit. Az
ilyen nadragok esetén hasz-
naljak a trapéznadrag elneve-
zést. A nadrag szaranak alja
24 cm, a térdnél pedig csak
18 cm széles, és ennek a rész-
nek a teriilete 1092 cm”. Mek-
kora a teljes nadrag hossza,
ha a térdnél emlitett vonal
felezi a nadrag hosszat?

GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK



A kovetkez6 utazdssal csupan ropke kb.170 évet kellett Nellinek és Szilvinek ugrania, hogy 1846-
ban lathassak az id6s Johann Carl Friedrich Gausst.

- Tudja j6l, hogy nem szoktam tanitvanyokat vallalni - temetkezett vissza Gauss, a fiiggvényekkel
teleirt papirjai kozé.

— Az 6n zsenialitdsa és az eredményeim arra batoritottak, hogy személyesen érdeklédjek a pri-
mekrdl irt levelem sorsardl.

— Igen, olvastam - soport félre kezével néhany papirlapot Gauss. - Am ezeket mér én is leirtam a
primszamokrol!

— Ismerem a professzor ur munkait és nagyon nagyra becsiilom 6nt, de nekem 4j gondolataim
vannak a primek elhelyezkedésével kapcsolatban ...

— Azért fogadtam. Mert elgondolkodtat6 dolgokat is irt, amelyek valdjaban nekem is tjak voltak.
Az utolso szavakat olyan halkan mormolta maga elé, hogy a lanyok alig értették.

- A fiiggvényem ...

- J6jjon minden kedden pontban 10 drara. Most elmehet. Mi is a neve?

- Bernhard Riemann vagyok professzor tr, és igérem, pontos leszek!

A lanyok eltavolodtak a helyszintdl, és a latvanyt koddé mosta az id6.

- Rémes, hogy minden tandrnak a manidja a pontossag — morfondirozott Szilvi hangosan - és
milyen keményen kiosztotta azt a Riemannt.

— Ugy latszik, Gauss egy zseni volt, de nem tul kedves.

— Ebbdl kovetkezik, hogy ha undok vagyok, akkor matekzseni leszek? — vigyorgott kajanul Szilvi.
— Errdl esetleg beszélgess Arisztotelésszel — valaszolt mosolyogva Nelli.



IV’ 7’ ISMETLES

Gytjtsiik 6ssze cimszavakban, kinek mi jut eszébe az oszthatdsagrol!

Ismételjiink at a kulcsfogalmakat az aldbbi feladatokon keresztiil!

FELADATOK

1" Sorold fel az aldbbi szdmok elsé tiz tobbszordsét! Huzd ald azokat a tobbszordsoket, amelyek
mindkét felsorolasban szerepelnek!

Egy pozitiv egész szam tobbszoroseit ugy allithatjuk eld, hogy a megadott szamot rendre megszo-
rozzuk a természetes szamokkal.

Péld4ul az 5 tobbszorosei: 0; 5; 10; 15; 20; 25; 30; 35; 40; 45; 50...
a) 6és9; b) 10 és 15; c) 16 és 32; d) 3;4 és6;

25" Keresd meg az aldbbi szdmok legkisebb kozos tobbszorosét!

Két vagy tobb szamnak végtelen sok kozos tobbszordse van. Két szam legkisebb kozos tobbszo-
rose az a szam, amely mind a kettének tobbszorose, és a pozitiv tobbszorosok koziil a legkisebb.
A legkisebb kozos tobbszorost altalaban szogletes zardjellel jeloljiik. (Az elnevezésre utalva néha az
LKKT roviditést is szoktuk hasznalni.) Példaul: [6; 8] =24

a) [16; 32]; b) [9;17]; ) [5;6;12]; d) [14;18].

35" Hozd kozos nevezdre a torteket, és végezd el az alabbi miveleteket!

A nevezo6k kozos tobbszorose koziil barmelyiket hasznalhatjuk kozos nevezéként, de akkor kell a
legkevesebbet szamolni, ha a legkisebb kozos tobbszordssel dolgozunk.
példaul: = + 27 — 15 + 108 _ 123

20 " 25 100 " 100 _ 100
5,13, 7 _ 8. 9 10 1, 7 _11 _ 4
a) g1 b) 16~ 25" )t 4 6="9 15

108




7. ISMETLES

4 Milyen szamjegyeket irhatsz az a, b, ¢, d betiik helyére, hogy a szamok oszthatok legyenek
A) 2-vel, B) 3-mal, C) 5-tel, D) 9-cel, E) 10-zel, F) 3-mal és 9-cel, G) 2-vel és 5-tel, H) 2-vel és 3-mal?
Ha egy szdm utols6 szamjegye oszthat6 2-vel, 5-tel vagy 10-zel, akkor maga a szdm is oszthatd
2-vel, 5-tel vagy 10-zel.

Ha egy szam szamjegyeinek Osszege oszthaté 3-mal vagy 9-cel, akkor maga a szdm is oszthat6
3-mal vagy 9-cel.

a) 8a5; b) 284b; c) 7¢450; d) d135210.

5 Igaz vagy hamis?

a) Ha egy szam oszthat6 2-vel és 5-tel, akkor oszthat6 10-zel is.

b) Ha egy szam oszthato 5-tel és 8-cal, akkor oszthat6 40-nel is.

c) Ha egy szam oszthat6 6-tal és 8-cal, akkor oszthatd 48-cal is.

d) Ha egy szam 4-re végz6dik, akkor oszthato 4-gyel.

e) Ha egy szam utolso6 két szamjegyébdl allé szam oszthaté 3-mal, akkor maga a szdm is oszthat6
3-mal.

f) Ha egy szam paros, akkor Osszetett szam.

g) Ha egy szam primszam, akkor nincs osztéja.

6> Sorold fel az alabbi szdmok dsszes oszt6jat! Mely szamoknak van pératlan darab osztdja?

Egy pozitiv egész szamnak akkor osztéja egy masik pozitiv egész szam, ha az els6 szam tobbszoro-
se a masodik szamnak.

Példaul 15-nek osztoja a 3, mert a 15 tobbszordse (6tszordse) a 3-nak.

Masként fogalmazva: Egy természetes szam osztdi azok a pozitiv egész szamok, amelyek maradék
nélkiil megvannak benne.

a) 18; b) 36; c) 49; d) 50; e) 64; f) 72.

750 Sorold fel az aldbbi szémok pozitiv osztdit és keresd meg a kozos osztdkat! Karikézd be a fiize-
tedben a kozos osztok koziil a legnagyobbat!

Két vagy tobb szam kozos osztdja az a szam, amely mindegyik vizsgalt szamnak osztéja. Az 1 min-
den szamnak osztdja, igy minden szam legkisebb osztéja az 1. Két szam legnagyobb kozos osztoja
az a szam, amely mind a kett6nek osztdja, és a pozitiv osztok koziil a legnagyobb. A legnagyobb
kozos osztot kerek zarojellel jeldljiik, de az elnevezésre utalva az LNKO rovidités és a kerek zarojel
egylitt is haszndlhat6. Példaul: (16; 40) = 8

a) (14;35); b) (40;70); c¢) (42;54); d) (16;32;48).

8~ EgyszerUsitsd az aldbbi torteket!

Tortet ugy egyszertsitiink, hogy a szamldlot és a nevezdt is elosztjuk ugyanazzal a kozos osztéval.
Ha a legnagyobb ko6z6s osztdval osztunk, egy 1épésben megoldjuk a feladatot.

ddaul 36 = 218 _2 25 36 30
Példaul: 54_3-}8_3 a) b) a0’ c)

150° 450 °




IV’ Z : PRIMTENYEZOS FELBONTAS

CSOPORTMUNKA

Ismételjétek 4t a primszdm és az dsszetett szam fogalmat! Soroljatok fel a 100 alatti primszamokat.
Egyet mondjal te, egyet a padtarsad!

Primszamnak nevezziik azokat a természetes szamokat, amelyeknek pontosan ketto pozitiv osztdja
van (egy és 6nmaga).

Osszetett szamok azok a természetes szaimok, amelyeknek ketténél tobb pozitiv osztéja van.
Az 1 nem primszam és nem Osszetett szam.

Ha primszamokat szorzunk 9ssze, akkor biztosan dsszetett szamot kapunk, mert a szorzat oszthatd lesz
a primszamok mindegyikével, 1-gyel és a szorzattal.

1. PELDA

[rjunk fel sszetett szamokat a 11 és 5 primszdmok felhasznaléséval Ggy, hogy a megadott szdmokat
legfeljebb kétszer hasznalhatjuk!

Megoldas
5.-11=55 11-11=11*=121 5-11-11=5-11*=605
5.5=5"=25 5.5-11=5%-11=275 5-5-11-11=5*-11>=3025

A felirt szamok mindegyike Osszetett szam, hisz a két megadott prim koziil legalabb az egyikkel
biztosan oszthato.

Bontsuk fel primszamok szorzatara a 480-at!

Megoldas

Megmutatjuk, leggyakrabban melyik két mdédon juthatunk el a primek 480
szorzatdhoz.

2 240
1. lehetoség: /N
A felirdsndl bal oldalra egy primszdmot {runk, mellé pedig azt a szdmot, =~ 2 120
amivel megszorozva az eredeti szamot kapjuk. 5 &0
A bal oldali 4gbdl kiindulva felirhatjuk a szamot primek szorzataként: PN
480=2-2-2-2-2-3-5=2"-3.5. 2 30
Ez a szam primtényezds alakja. A hatvanyalak roviditi a szorzasok felirasat. 2/\1 5
Fontos, hogy a bal oldali agakra primszam keriiljon. N\
Célszert mindig a legkisebb primet kivalasztani, mert igy egyszertibb a sza- ¥ /5\
molas. Ebben a felirasi médban konnyen megtalalhatok a szam osztdi is. 5 1

170




Z : PRIMTENYEZOS FELBONTAS

2. lehetoség:

Ezt a mddszert hasznaljuk leggyakrabban. Lényegében ebben az esetben is az el6z6 elja- 240
rast alkalmazzuk, tigyelve arra, hogy a jobb oldali oszlopba csak primszamok keriiljenek. 129
A jobb oldalon lathaté primek adjak a 480 primtényezds felbontasat: 60

480=2-2-2-2-2-3-5=2"-3.5,

IV,

480 | 2
2
2
2
30 | 2
15| 3
5|5
1

A kétféle mdédon torténd felirds ugyanazt a szorzatalakot eredményezi, a tényez6k sorrendjétél

eltekintve.

CSOPORTMUNKA

Keressetek olyan szolasokat, kozmondasokat, meséket, amelyekben van primszam!

Példaul: Hairom a magyar igazsag.

FELADATOK

1~ Héany kétjegyt primszdm van?

25 Szorozd dssze

A: az elsd harom;

B: az els6 6t

primszamot, majd a szorzathoz adj hozza 1-et!

a) Mely szamokkal nem oszthat6é biztosan a
kapott szam?

b) Milyen szamot kaptal? Vajon mindig igaz ez
a megfigyelés?

3~ Bontsd fel az alabbi szamokat primszamok
szorzatdra!
a) 180;

d) 2160;

b) 900;
e) 111;

c) 1144;
f) 19 656.

4~ Készits Osszetett szdmokat a kovetkezd
primszamokbol oly mddon, hogy a prime-
ket Osszeszorzod! Egy adott primszambol

legfeljebb annyi tényez6t hasznalhatsz, ameny-
nyit a felsorolasban latsz.
a) 2;2;5; b) 3;3;7;23; ¢) 2;2;7;7;11.

5" a) Van hidrommal oszthaté primszam?
b) Van ottel oszthatd primszam?

¢) Van héttel oszthat6 primszam?

d) Van hattal oszthat6 primszam?

6 A hajo méterben megadott hosszanak és a
kapitany életkoranak szorzata 5617. Hany éves
a kapitany?

7  Gazsi két primszamra gondolt és 0sszeadta
Oket. Eredményiil egy harmadik primszamot
kapott. Mi lehetett a Gazsi altal gondolt kiseb-
bik prim?

85" Keress az interneten informacidkat az iker-
primekrol!




IV’ 5, 0sZTO, TOBBSZOROS

Ismételjiik at az oszto, illetve a tobbszoros fogalmat!

Fontos!
Az 0szt9, illetve a tobbszoros fogalmarol mi csak a természetes szamok korében beszéliink.

Azt mondjuk, hogy a 4 oszt6ja a 12-nek, de mondhatjuk
azt is, hogy a 12 tobbszorose a 4-nek.

Viszont az 5 nem osztdja a 12-nek, mert a hanyados
nem lesz egész szém. Igy a 12 sem tobbszdrdse az 5-nek.
Az osztd és tobbszoros fogalmak osszetartoznak.
Ugyanis, ha az egyik szam osztdja egy masik szamnak,
akkor azt is mondhatjuk, hogy a masik szam t6bbszoro-
se az egyik szamnak.

Fogalmazzuk meg pontosabban!

A pozitiv egész szamok halmazan az A szam osztoja a

B szamnak, ha az A szamot megszorozva egy termé-

szetes szammal a B szamot kapjuk.

Azt is mondhatjuk, hogy ha a B szamot elosztjuk az A egész szammal, akkor hanyadosként egész
szamot, vagyis 0 maradékot kapunk.

A nulla kiilonleges szam, mert 0-nak minden pozitiv egész szam osztoja.

1. PELDA

Mely szamok tobbszorosei a 15-nek a felsoroltak koziil?
a) 35  b)3-55 ¢ 5; d) 235 e 25 f)3.5 g 37
Megoldas

15 =3 5. Irjuk fel a szdmokat szorzatalakban, és nézziik meg, hogy szerepel-e szorzdétényez8ként
a3ésazb!

a) 3*-5=3-3-5,vagyis ez a szam tobbszordse (3-szorosa) a 15-nek.
b) 3-5°=3-5- 5, vagyis ez a szam t6bbszdrdse (5-szordse) a 15-nek.

¢) 5 =5-5, tehat ez a szam nem tSbbszdrdse a 15-nek, mert a primek szorzatdban nincs 3-as
tényezd.
d)2-3*-5=2-3.3.5,tehat ez a szam tobbszorose (2 - 3-szorosa) a 15-nek.

e) 2°-5=2-25,vagyis ez a szim nem tobbszorose a 15-nek, mert a primek kézott nem szerepel
a 3-as tényez0.

f) 3%-5°=3-3.5.5.5, tehdt ez a szam tobbszordse (3 - 5 - 5-sz6rdse) a 15-nek.

g 3*-7=3-3-7,1gy ez a szdm nem tbbszordse a 15-nek, mert a primek szorzataban nincs 5-6s
tényezd.

1z




'5’ OSZTO, TOBBSZOROS

A tapasztalat tehat az, hogy a szam tobbszordsében a 15 minden primtényezéjének szerepelnie kell.
Fogalmazzuk meg dltalanositva:

Egy szam tobbszoroseinek primtényezos felbontasaban minden olyan primtényez6 megtalalhato,
amelyik a szamban is szerepelt.

PAROS MUNKA

Vélasszatok 3-3 primszdmot, 8sszesen 6 db-ot! Szorozz 8ssze néhanyat! A szorzatot hivjuk KEZDO

szamnak!
Készits a megadott primek felhasznaldsdval olyan szorzatokat, amelyek tobbszordsei a KEZDO
szamnak! Gytijts kiilén csoportba olyanokat is, amelyek nem tébbszérdsei a KEZDO-nek!

2. PELDA

Dontsd el, mely szamok oszt6i a 72-nek!
A=3%.2; B=3.2% C=2.3.5 D=2.3; E=2.3; F=2.3.7

Megoldads
A 72 tobbszorose az osztoinak, ezért nézziik meg a 72 primtényezos felbontasat!
72=2°.3
A 72 osztéiban csak a 2 és a 3 szerepelhet primosztoként, ezért a
C=2-3"-5ésaz
F=2%-3".7 szdmok nem lehetnek osztdk.
Az osztékban legfeljebb annyi prim szerepelhet szorzéként, amennyi az eredeti szamban is szere-
pelt. Vizsgaljuk meg a szamokat ezek alapjan! A 72 =2-2-2- 3 - 3 osztdiban legfeljebb 3 db 2-es
és 2 db 3-as szorzotényezd szerepelhet, és mas primszorz6 nem.
A=3.2=3.3.2
B=3-2=3-2-2;
D=2".3"=2.2-2-3-3-3;
E=2°.3"=2.2.3.3,
Ebbdl kovetkezik, hogy az A, B, E szamok osztoi a 72-nek, a D szam viszont nem osztoja, mert a 3
szorz6tényez6ibol tobb szerepel benne.

Egy szam osztoinak primtényezés felbontasaban csak olyan primek (primtényezok) szerepelhetnek
szorzoként, amelyek a szamban is szerepeltek, és az egyes primtényezdk szama legfeljebb annyi lehet,
mint amennyi a vizsgalt szamban van.

Hogyan hatarozhatjuk meg egy 0sszetett szam oszt6it?

Az egyik lehetséges mddszer az osztéparok felirasa. Irjuk fel az osztéparokat két oszlopban ugy, hogy
szorzatuk az adott szam legyen! Kezdjiik a legkisebb szammal!




IV,

3. PELDA

[rjuk fel a 108 dsszes osztdjat!

Megoldas
[rjuk fel az osztéparokat!

Osztéparok: 1 108

2 54
3 36
4 27
6 18
9 12

'5. OSZTO, TOBBSZOROS

Meddig kell vizsgalni az osztokat?

[rjuk fel novekvé sorrendben az osztdkat és a hozza
tartozo osztopart.

Ha talalunk olyan oszt6t, amelynek a parja egyen-
16 vele, akkor tobb osztét nem kell keresniink.
Ha nincs ilyen oszté, akkor addig kell szamolnunk,
amig meg nem jelenik egy mar megtalalt oszto.

Egy szam osztéi kozott mindig szerepel az 1 és
maga a szam. Ezeket nem valodi osztéknak ne-
vezzik. A szam valodi osztéinak szama tehat ket-
tovel kevesebb az osztok szamanal.

Mindezek alapjan a 108-nak 12 db osztdja van,
ezek koziil 10 db valodi osztd.

FELADATOK

1-" Dontsd el, az alébbi szdmok koziil melyik

tobbszorose a 18-nak!

a) 3°-2; b) 3-2°.5;
c) 2-3-13% d) 2"%.3°.19;
e) 3% 57 11% f) 2°-3%.7.

25" Sorold fel az aldbbi szimok prim osztoit! Az
osztok mellé ird fel, az adott szam hanyszorosa
az osztonak!
a) 36;

c) 360;

b) 135;
d) 132.

3a" Sorold fel az alabbi szamok primosztdit! Az
osztok mellé ird fel, az adott szam hanyszorosa
az osztonak!

a) 3°- 2 b) 3°-11;
c) 237 d)2*.3.5;
e) 2-3-5% f) 2°-3%.7.

45" Sorold fel a szamok osztoparjait! Huzd ala
a valodi osztokat!
a) 36;

c) 360;

b) 135;
d) 132.

550 Melyik az a legkisebb természetes szam,
amelyik 2-vel, 3-mal, 4-gyel és 5-tel is oszthat6?

4

6~ Tobbszorose-e

a) 15-nek a 2-3%.5

b) 22-nek a 2*.3.5;

¢) 77-nek a 2.3 7% 11,
d) 24-nek a 2°.3%. 77

7~ Egy téglalap teriilete 54 cm’. Mekkordk a
téglalap oldalai, ha tudjuk, hogy az oldalak
hossza (centiméterekben mérve) egész szam?

8 Sorold fel a kovetkez6 kifejezések osztoit!
a)2-3+1;

b)2-3-5+1;

c)2:-3-5-7+1;

d)2-9-5+1.

9 Készits a fiizetedbe tablazatot 1-t6l 32-ig,
majd minden szam ala ird oda, hogy hany osz-
tdja van!

10 Hozzellenpéldat az 6tletre! Péter felsorolta
a 360-nak mind a 24 osztéjat. 360 = 2°- 3*- 5,
ezért ugy gondolta, hogy a szamok osztdinak
szamat megkaphatjuk, ha a primtényezés fel-
bontasban szereplé primszamok szorzatabol
kivonjuk a kitevok szorzatat.




4,. LEGNAGYOBB KOZOS OSZTO

1. PELDA

A kisiskoldsoknak szervezett Mikulds-napi ja-
tékos délutanon a 7. b osztaly vallalta a miisor
és a jatékok szervezését. A szervezok szalon-
cukrot és napolyit osztottak jutalmul a kisdia-
koknak. A befejezés utdn 54 darab szaloncukor
és 36 napolyi szelet maradt. Az osztalyfénokiik
a megmaradt édességet ugy osztotta ki, hogy
mindenkinek ugyanannyi szaloncukor vagy
napolyi szelet jutott. Hanyan vehettek részt a

szervezésben?
Megoldads
Ha megkeressitk a 36 és az 54 kozds osztéit,
akkor valaszolhatunk a kérdésre. A 36 osztépdrjai: Az 54 osztdparjai:
Irjuk fel mindkét szam osztéparjait, majd jelol- 1 36 1 54
jik meg a kozos osztokat! 2 18 2027
Mindkét szamnak osztdja az 1; 2; 3; 6; 9 és 18, 312 3 18
tehat a didkok ennyi darab édességet kaptak. 4 9 6 9
Ezek szerint tobb valaszlehet6ség van. 6 6
Ennyi édessé,g jutottegy | » szervezé diakok szama Megjegyzés
tanulénak
1 90 Ennyi tanul6 nem lehet egy osztalyban
2 45 Ennyi tanul6 nem lehet egy osztalyban
3 30 Lehetséges
6 15 Lehetséges
9 10 Lehetséges
18 5 Lehetséges

A megoldas soran a kozos osztokat soroltuk fel. A kozos osztok kozott mindig szerepel az 1, ezért az
1 mint k6zos oszté nem Kkitiintetett szerepd.

Az osztok kozott van legnagyobb, igy a kozos osztok kozott is biztosan van legnagyobb. Ezt a szamot a
két vagy tobb szam legnagyobb kozos osztéjanak nevezziik. Ennek meghatarozasa egyrészt torténhet az

el6z6 moddszerrel, azaz a kozos osztok meghatarozasa utan meg kell keresniink a legnagyobbat.
Jelolése: a szamokat kerek zarojelbe tessziik és pontosvesszdvel valasztjuk el egymastol: (36; 54) = 18.

Masrészt azonban ez a modszer tulsagosan hosszadalmas lenne akkor, ha a szamok nagyok és sok osz-
tojuk van. Igy keressiink egy masik mddszert is!
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IV’ 4,’ LEGNAGYOBB KOZOS 0SZTO

2. PELDA

[rjuk fel a 36 és az 54 primtényezds alakjét! A primtényezds alak felhasznaldséval adjuk meg a két
szam legnagyobb kozos osztdjat!

Megoldas

36=2-2-3-3; 54=2-3-3-3.

A szinessel jelolt primek mindkét szamnak osztoi: 25 3; 3.

Képezziink ezekbdl minden lehetséges modon szorzatokat: 2 - 3;

3-3 2-3-3.

Ha ezekhez a szorzatokhoz hozzavessziik a kozos primeket, azaz a 2-t és a 3-at, valamint az 1-et,

akkor megkaptuk az 6sszes kozos osztot.

A legnagyobb kozos osztdt ugy kaptuk, hogy az dsszes kozos primet dsszeszoroztuk.

Ez a meggondolas mindig célravezeto.
Foglaljuk dssze a tapasztalatokat!

Két szam legnagyobb kozos osztdjat ugy hata-
rozhatjuk meg, hogy a szamokat primtényezokre
(primszamok szorzatara) bontjuk, és a szamok-
ban szerepl6 kozos primeket 6sszeszorozzuk.
Ugyanigy hatarozhaté meg kett6nél tobb szam
legnagyobb kozos osztoja is.

Azokat a szamokat, amelyeknek nincs 1-nél
nagyobb kozos osztojuk, relativ primeknek ne-
veztiik.

Megjegyzés:

Két vagy tobb szam legnagyobb kozos osztdjat a
hatvany fogalmanak felhasznalasaval is megha-
tarozhatjuk. A szamokat primhatvanyok szorza-
taként irjuk fel, kivalasztjuk a kozos primeket és
azok legkisebb hatvanyat, majd ezeket a primhat-

vanyokat 9sszeszorozzuk.
36=2°-3% 54=2.3"

Tehat: (36; 54) =2 - 3%

FELADATOK

1~ Ird fel az alabbi szamok kozos osztoéit!
a) 10; 12; b) 20;70; c) 45;12;
d) 4;5; e) 14; 15; f) 60; 108.

25 A szdmok primtényezds alakjénak felhasz-
naldsaval ird fel az alabbi szdamok legnagyobb
kozos osztdjat!
a) (24;60);  b) (120;45); c¢) (96; 144).

3 Ird fel primtényezés alakban a szamok leg-
nagyobb kozos osztojat!

a) (2°-3*.5,3°.5.7;, 3.5°.11);

b) (2"°-3%-5% 2°.3°.5%.7; 27.3°. 5. 197,

1t

45 EgyszerUsitsd az alabbi torteket! Javaslat:
A legnagyobb kozos oszto segitségével gyor-
sabb az egyszer(isités.

48, 168, 95 . 2016
V2 Yot 9 2090 Y s
5 Szamitsd ki az alabbi szamharmasok legna-
gyobb kozos osztdjat!

a) (24; 120; 72); b) (25; 1005 200).

6 Milyen szamok keriiljenek a téglalap helyé-
re, hogy az egyenl6ség igaz legyen?

a) (22-39.5; 3°.5%.7) = 45,

b) (2*-3-5; 29.3°.52. 11) = 60.




; . LEGKISEBB KOZOS TOBBSZOROS

Két hegyi falu kozott kétféle utjelz6 oszlop talalhatd. Az egyik
az ut szélét jelzi és fényvisszaverd csikkal van ellatva, a masik
kb. 2 méter magas, élénk szine van és a lehullott h6 magassagat
mutatja. Az els6 tutjelzét 45 méterenként, a masodikat 75 mé-
terenként helyezték el. Az egyik falu hataraban egymas mellett
van a két jelz6oszlop. A falutél szamitva hany méterenként lesz

egymas mellett a kétféle utjelz6 oszlop?

Megoldas

[rjuk fel, hdny méterenként helyezkednek el az
egyes oszloptipusok!

A felsorolt szamok 45, illetve 75 tobbszordsei.
Ezek koziil a szinessel jelolt szamok a két szam
koz6s tobbszorosei.

Az Osszesitésbdl kideriil, hogy a kétféle jelzo-
oszlop 225 m-enként keriil egymas mellé.
Tehat el6szor 225 méternél lesznek egymds
mellett.

A tobbszorosok koziil a 225 a legkisebb. Legna-
gyobb kozos tobbszords nincs, mert ha a 225-6t
egy tetszélegesen nagy szammal megszorozzuk,
az eredmény is tobbszoros lesz.

Akoz0s tobbszorosok koziil alegkisebb kitiintetett
szerepet jatszik. Jelolése: A szamokat szogletes za-
réjelbe tessziik és pontosvesszével valasztjuk el
egymastol: [45; 75] = 225.

A legkisebb kozos tobbszorost ugy is meghata-
rozhatjuk, ahogyan most tettiik: felirjuk a szamok
tobbszoroseit, majd megkeressiik a legkisebbet,

Utjelz6 Hoémagassag-jelzé
(méter) (méter)
45 75
90 150
135 225
180 300
225 375
270 450
315 525
360
405
450

amelyik mindkét szamnak tobbszorose. Ez a
moddszer néha nagyon hosszadalmas lehet, igy
mutatunk egy masik moédszert, amely a legkisebb
kozos tobbszords meghatarozasahoz a szamok
primtényezds felbontasat hasznalja.

A két szam primtényez0s felbontasa:
45=3%.5=3-3.5;

75=3-5"=3.5.5,

A legkisebb kozos tobbszords primtényezos fel-
bontasa:

225=3".5"=3.3.5.5,

PAROS MUNKA

Keressétek meg a 140 és 90 legkisebb tobbszorosét mindkét szam tobbszoroseinek felirasaval! Irja-
tok fel a szamok primtényezds felbontasat is! Fogalmazzatok meg, hogyan hatarozhatjuk meg a két
szam legkisebb kozos tobbszorosét a primtényezés felbontas alapjan!




V. '5’. LEGKISEBB KOZOS TOBBSZOROS

A legkisebb kozos tobbszords meghatarozasa
soran olyan szamot kell keresniink, amely mind-
két szamnak tobbszorose, igy a legkisebb kozos
tobbszorosben a vizsgalt szamok Osszes primté-
nyezdjének szerepelni kell.

Foglaljuk dssze a tapasztalatokat!

Két szam legkisebb kozos tobbszorosét ugy hata-
rozhatjuk meg, hogy a szamokat primtényezokre
(primszamok szorzatara) bontjuk, és a szamok-
ban szereplo Osszes primet 6sszeszorozzuk, ugy
hogy a mindkettoben szereplé kozos primeket

csak egyszer vessziik szorzotényezéként. Ugyan-
igy hatarozhaté meg kettonél tobb szam legki-
sebb kozos tobbszorose is.

Megjegyzés:

Két vagy t6bb szam legkisebb kozos tobbszorosét
a hatvany fogalmanak felhasznalasaval is megha-
tarozhatjuk. A szamokat felirjuk primhatvanyok
szorzataként, kivalasztjuk a szamokban szereplé
Osszes primet, azok legnagyobb kitevés hatvanyat,
majd ezeket a primhatvényokat dsszeszorozzuk.

FELADATOK

1a Ird fel az aldbbi szamok 6t-6t kozos tobb-
szOrosét!

a) 1;11; b) 3;12;
c) 45;12; d) 12;15;
e) 10;12; f) 20; 70;
2 7:8; h) 22; 26;
i) 15;4; j) 155125
k) 14; 15; ) 809.

250 Ird fel az alébbi szdmok legkisebb kozos
tobbszorosét a szamok primtényezds alakjanak
felhasznalasaval!

a) [8; 32]; b) [1; 14];

c) [24;60]; d) [120; 45];
e) [96; 144]; f) [60; 108];
9 [112;32]; h) [242; 275].

3 Szamitsd ki az alabbi szamharmasok legki-
sebb kozos tobbszorosét!

a) [7;28;12]; b) [25; 8;27];

c) [48;120;72]; d) [75; 300; 200].

4 Add meg a legkisebb kozos tobbszorosoket
primhatvanyok szorzataként!

a) [2°-3%-5; 3°-5%.7; 3-5°-13];
b) [2°-3%.5% 2°.3°.5% 27.3°. 5. 117].

s

5 A legkisebb kozos tobbszoros megkeresé-
sével hozzatok kozos nevezdre és végezzétek el
a miiveleteket.

3. 7. 7 _ 3.
a) gt b) 35~ 55°
7 _ 8 . 11, 25 23,
) 55~ 100° Dt i8 72
1 1 4 8
e + ; - .
)23-3 2%. 57 7 311  11*-5

6 Milyen szamok keriiljenek a négyzetek he-
lyére, hogy az egyenlGség igaz legyen?

a) [2°-39- 55357 27] = 2400;

b) [2*-3".5%2". 3% 5] = 1080.

7 Egy repiil6gép-tarsasagnal négyféle uti
cél koziil valaszthatunk: 3 naponta indul egy
gép Londonba, 4 naponta Parizsba, 8 napon-
ta Briisszelbe és 12 naponta Stockholmba. Ha
Budapestrél januar

elsején mind a négy

varosba elrepiilhe-

tiink, melyik napon

indul yjra egyiitt Bu-

dapestrél ez a négy

jarat?




é’ EGY KIS LOGIKA

Panka és Berta 7. osztalyos tanuldk. A tablazatban az 6 érarendjiiket latod.

1. PELDA

Allapitsd meg, mely napokon mondhatta Panka az alabbi 4llitdsokat!
A: Ma nincs matekdéram.
B: Ma lehet, hogy feleliink torténelembdl.

Megoldas

Csak hétfén nincs matematikadra, ezért az A allitas csak hétfén hangozhatott el.

A B dllitast Panka csak kedden vagy pénteken mondhatta, mivel csak ezeken a napokon van
torténelemora.

Panka egyik reggel iskoldba menet 6sszetaldlkozott Bertaval, aki kissé szétszort volt, és azt kérdezte:
~ Ha ma szerda van, akkor nincs torténelemérdnk? Es ez forditva is igaz? Ha nincs torténelem-
o6rank, akkor ma szerda van?

Panka kissé furcsan nézett ra:

— Haliho, ébredj mar fel! Persze, hogy szerda van, és nincs térink. De a masodik kérdésedre ,,nem”
a valasz, hiszen hétf6n és csiitortokon sincs toriorank.

PAROS MUNKA

Fogalmazzatok meg allitdsokat, és azok megforditdsat is az itt lathat6 6rarend alapjan! A parotok
dontse el, hogy egy-egy leirt allitasotok igaz vagy hamis!




IV. é. EGY KIS LOGIKA

Az élet minden teriiletén gyakran kell eldonteniink egy alli-
tasrdl, informaciordl, hogy igaz-e vagy hamis. A kérdés eldon-
tésében el6z6 ismereteink, ezekbdl levont kovetkeztetéseink
segithetnek.

A helyes kovetkeztetés az oszthatdsag esetében is fontos, mivel
ezekre alapozhatjuk ujabb allitasainkat. Vizsgaljunk meg né-
hany fontos kovetkeztetést!

1. Ha egy Osszeg minden tagja oszthato egy pozitiv egész
szammal, akkor az 6sszeg is oszthat6 a szammal.

A feltétel (az 6sszeg minden tagja oszthatd egy szammal) sze-

rint a szam tobbszoroseit adjuk dssze, ezért az dsszeg is tobb-

szOrose lesz az adott szamnak. Illusztraljuk egy példaval:
A35+21+63=7-5+7-3+7-9,az dsszeg minden tagja oszthatd 7-tel.

Az 6sszeg 119 =7 (5 + 3 +9), ami szintén oszthatd 7-tel, mivel 7-nek a (5 + 3 + 9)-szerese.

A kovetkez6 egy hibas kovetkeztetés!

2. Ha egy 0sszeg oszthatd egy pozitiv egész szammal, akkor az 6sszeg minden tagja is oszthatd a
szammal.

Példaul a 4 osztdja a 12-nek, de a 4 nem osztdja az 5 + 7 Osszeg tagjainak.
3. Ha egy kiilonbség minden tagja oszthatd egy pozitiv egész szammal, akkor a kiilonbség is oszt-
haté a szammal.

Kiilonbség esetén az 1. esethez hasonlé mdédon gondolkodhatunk. Ezt a kovetkezd példaval szemléltetjiik:
A 72 =99 —27 =11-9 — 3-9, a kiilonbség minden tagja oszthaté 9-cel, ezért a kiilonbség
72 = (11 — 3) - 9 is oszthat6 9-cel, hiszen 9 tobbszorose.

Ismét egy rossz kovetkeztetés:

4. Ha egy kiilonbség oszthatd egy pozitiv egész szammal, akkor a kiilonbség minden tagja is oszt-
hat6 a szammal.

A kovetkeztetés hibas, mivel példaul a 4 osztoja a 20-nak, de a 4 nem osztdja a 43 — 23 kiilonbség
tagjainak.
5. Ha egy szorzat egyik tényezdje oszthaté egy pozitiv egész szammal, akkor a szorzat is oszthaté a
szammal.

A kovetkeztetés helyes, mivel a feltétel szerint a szorzat egyik tényezdje tobbszordse egy pozitiv szam-
nak, igy ennek a tobbszorose az adott pozitiv szamnak is tobbszorose lesz.

Es végiil ez is hibas kovetkeztetés:

6. Ha egy szorzat oszthatd egy pozitiv egész szammal, akkor van olyan tényezoje, amely oszthato a
szammal.

Példaul a 6 osztdja a 18-nak, de a 6 nem osztoja a 2 - 9 szorzat tényezdinek.
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EGY KIS LOGIKA

b.

FELADATOK

Szorgimorgi szigetén szorgik és morgik laknak.
A szorgik mindig igazat mondanak, a morgik
mindig hazudnak. Egyetlen dologban azonban
hasonlitanak: jol tudjak a matekot.

15 Hétfon a szigeten sétalva taldlkoztam harom
szigetlakoval. Megmutattam nekik két szamot,
és a kovetkezoket mondtak:

A: A két szam Osszege oszthatd 3-mal.

B: Az egyik szam 3 tobbszordse.

C: A masik szam 3-mal osztva 2-tad maradékul.
Lehetett-e mindharom szigetlaké szorgi?

2 Kedden szembejott velem harom szigetla-
ko6, megmutattam nekik harom szamot, ekkor a
kovetkezoket mondtak:

A: Mindharom szam oszthat6 5-tel.

B: A harom szam szorzata oszthat6 5-tel.

C: A harom szam 0Osszege oszthato 5-tel.

a) Mit mondhatsz B-r6l és C-rdl, ha tudod,
hogy A szorgi?

b) Mit mondhatsz A-rol és C-rél, ha tudod,
hogy B morgi?

3 Szerdan ujabb ismerdsoket szereztem a szi-
geten, igy nekik is mutattam két szamot. A ko-
vetkezéket mondtak:

A: A két szam Osszege oszthatd 8-cal.

B: A két szam kiilonbsége oszthato 8-cal.

C: A két szam szorzata oszthatd 8-cal.

a) Lehet-e A, B és Cis szorgi?

b) Lehet-e mindhdrom szigetlaké morgi?

c¢) Lehet-e kozottikk egy szorgi és két morgi?
Ha igen, melyikiik mond igazat?

4 Csiitortokon harom 10-nél nagyobb termé-

szetes szamot mutattam nekik, melyek 6sszege

oszthat6é 3-mal. Dontsd el az alabbi allitasok-

6], hogy mondhattak-e szorgik! Vélaszaidat

példakkal indokold!

A: Az 6sszeg minden tagja oszthaté harommal.

B: Az Osszeg pontosan két tagja oszthato ha-
rommal.

C: Az 6sszeg pontosan egy tagja oszthat6 ha-
rommal.

D: Az Osszeg egyik tagja sem oszthaté harommal.

5 Pénteken a 306 540-es szamot mutattam a
szembe jov6 szorgiknak és morgiknak, akik a
kovetkez6 megallapitasokat tették:

A: Ez a szam akkor is paros, ha az els6 és az
utolsé szamjegyét felcseréljiik.

B: Ez a szam akkor is oszthaté 3-mal, ha a
szamjegyeit Osszekeverjiik, és tetszdleges
sorrendben felirjuk.

C: Ez a szam akkor is oszthato 5-tel, ha az utol-

s6 két szamjegyét felcseréljiik.

: Ez a szam nem oszthatd 9-cel.

: Ezt a szamot tetszbleges természetes szam-

mal szorozva 3-mal oszthat6 szamot kapunk.

o

Kik voltak morgik a csapatbol?




I“/. 7’ OSZTHATOSAGI SZABALYOK

Ismételjiik at a tavaly megtanult szabéalyokat! Ne feledd, oszthatdsagrdl mi csak a természetes szamok
koérében beszéliink!

1. Egy szam pontosan akkor oszthaté 3-mal, illetve 9-cel, ha szamjegyeinek Osszege is oszthato

3-mal, illetve 9-cel.

A 45 684 oszthaté-e 3-mal, illetve 9-cel?

Megoldas

A 45 684 szam szamjegyeinek osszege 4 + 5 + 6 + 8 + 4 = 27. Mivel 27 oszthato 9-cel, igy az eredeti
szam is oszthatd 9-cel. Mivel 9 tobbszorose a 3-nak, ezért a szam 3-mal is oszthatd.
Figyeljiik meg a 45 684 szam ,,helyi értékes” 6sszegalakjat:

45684=4-10000+5-1000+6-100+8-10+4 =
=4-99994+4+5-99+5+6-99+6+8-9+8+4

Ennek az 0sszegnek az els6, harmadik, 6todik és hetedik tagja lathatéan oszthatd 9-cel, tehat az
oszthatdsag csak a tobbi tag 0sszegétol fiigg. Ezek dsszege: 4 + 5 + 6 + 8 + 4, vagyis a szdm szam-
jegyeinek Osszege.

Ahogy az eddigiekben lattuk, azért tudtunk egyszer(i oszthatdsagi szabalyt megfogalmazni, mert a
10-es szamrendszer minden helyi értéke 9-cel osztva 1 maradékot adott. Ha barmely helyi értékre irunk
egy szamjegyet, akkor a 9-es maradék a szamjegy 1-szeresének maradékaval, azaz magaval a szamjegy
maradékaval egyezik meg.

Felmeriil a kérdés, hogy mely szamok esetén lehet hasonldan egyszerti szabalyt taldlni?

A kovetkez6 tabldzatban a tizes szamrendszer helyi értékeinek maradékat soroljuk fel:

1 10 100 1000 | 10 000 | 100 000
2-es maradék [ a szamjegytdl fiigg 0 0 0 0 0
4-es maradék [ a szamjegytdl fiigg | a szamjegytdl fiigg 0 0 0 0
8-as maradék |a szamjegytdl fiigg | a szamjegytdl fiigg | a szamjegytdl fiigg | 0 0 0
5-0s maradék |a szamjegytdl fiigg 0 0 0 0 0
25-6s maradék |a szamjegytdl fiigg | a szamjegytdl fiigg 0 0 0 0
125-6s maradék | a szamjegytdl fiigg | a szamjegytdl fiigg | a szamjegytdl fiigg| 0 0 0

Ezek alapjan Gjabb oszthatdsagi szabalyokat dllapithatunk meg:

2. Egy szam pontosan akkor oszthato 2-vel, illetve 5-tel, ha az utolsé szamjegye oszthato 2-vel, il-
letve 5-tel.

3. Egy szam pontosan akkor oszthaté 4-gyel, illetve 25-tel, ha az utols6 két jegyébdl allo kétjegyti
szam oszthato 4-gyel, illetve 25-tel.

zZ




7’ OSZTHATOSAGI SZABALYOK

4. Egy szam pontosan akkor oszthatd 8-cal, illetve 125-tel, ha az utolsé harom szamjegyébdl alko-
tott hairomjegyi szam oszthaté 8-cal, illetve 125-tel.

Megjegyzés:

Tovabb vizsgalva a helyi értékek maradékait Gjabb oszthatdsagi szabalyokat allapithatunk meg.

A legismertebb:

5. Egy szam pontosan akkor oszthato 11-gyel, ha szamjegyeinek valtakoz6 eldjeli 6sszege oszthaté

11-gyel.

Példaul a 907 016 oszthatd 11-gyel, mert9 —0+7 — 0+ 1 — 6 = 11 oszthaté 11-gyel.
Az oszthatosagi szabalyokkal a maradékok is megallapithatok, mivel megegyeznek az oszthatdsagi sza-

baly altal vizsgalt szam osztasi maradékaval.

FELADATOK

15" a) Oszthatd-e a 111 111 111 szam 3-mal,

illetve 9-cel?

b) Oszthat6-e a 222 333 444 szam 3-mal, illetve
9-cel?

c¢) Oszthat6-e a 222 333 444 szam 2-vel, 4-gyel,
illetve 8-cal?

d) Oszthaté-e a 222 333 444 szam 11-gyel?

2 Valaszolj a kérdésekre az Osszeg, illetve a
szorzat kiszdmitdsa nélkil!

a) Oszthaté-e a 289 + 316 Osszeg 3-mal?

b) Oszthaté-e a 120 + 48 + 317 6sszeg 4-gyel?

¢) Oszthaté-e a 8145 — 3069 kiilonbség 9-cel?

d) Oszthat6-e a 6527 — 4315 kiilonbség 4-gyel?
e) Oszthaté-e a 31 - 16 7 szorzat 8-cal?

f) Oszthaté-e a 34 - 15 - 27 szorzat 10-zel?

3 Milyen szdmjegyet irhatunk a # helyére,
hogy igaz legyen az allitas?

a) 4508 % oszthat6 4-gyel.

b) 4508 % oszthat 3-mal.

c) 4508 % oszthato 9-cel.

4 Dobokockaval dobunk kétszer egymas
utan. Sorold fel azokat a dobasparokat, ahol az
igy kapott kétjegyt szam oszthatd

a) 5-tel;
c) 10-zel;

b) 8-cal;
d) 25-tel!

5a0 Irjunk fel a 4; 9; 14 és 15 szdmok segitségé-
vel olyan kéttényezds szorzatokat, ahol a szorzat
a) oszthatd 3-mal;

b) 4-gyel osztva 2 maradékot ad;

c) 5-tel osztva 1 maradékot ad;

d) oszthat6 8-cal!

6 Rakj ki az 1; 2; 3; 5 szamkartydkbol olyan
haromjegy(i szamokat, amelyek oszthatok

a) 3-mal; b) 4-gyel; c) 25-tel!

Keresd meg az 9sszes szamot!

7 Igaz-e, hogy

a) négy egész szam kozott mindig van két
olyan, hogy a kiilonbségiik oszthaté 3-mal?

b) ot egész szam kozott mindig van két olyan,
hogy a kiilonbségiik oszthato 4-gyel?

c¢) hét egész szam kozott mindig van két olyan,
hogy a kiilonbségiik oszthaté 6-tal?

8~ Hény egész szamot kell vélasztanod, hogy
biztos legyen koztiik kettd, amelyek kiilonbsége
oszthatd 5-tel?




IV 57 KESZITSUNK MAGUNKNAK
o o OSZTHATOSAGI SZABALYOKAT!

Kiegészito tananyag

1. PELDA

Milyen szamjegyet irjunk a % helyére a 74 8 %8 szamban, hogy a szdm oszthato legyen 36-tal?
A 36-tal val6 oszthatdsdgnak nem ismerjiik a szabalyat. Fogalmazd meg, hogyan gondolkozzunk!

Megoldas

A 36 felirhat6 példaul 4 - 9 alakban. Mondhatjuk-e, hogy elég azt vizsgalni, hogy milyen esetekben
oszthatd a szam 4-gyel és 9-cel?

Azt tudjuk, hogy ha 36 osztdja a 74 8 % 8-nak, akkor a szam primtényez6s felbontasaban szerepel-
niekella2-2-3-3=4-9szorzatnak is, és ez éppen a 4 - 9 primfelbontasa.

A 74 8% 8 akkor oszthaté néggyel, ha a # 8 kétjegyli szam oszthatd 4-gyel. Tehat a # helyére 0-t,
4-et vagy 8-at irhatunk. Ebbdl kovetkezik, hogy a lehetséges harom szam: 74 808, 74 848, 74 888.
A 9-cel val6 oszthatdsag eldontéséhez adjuk 6ssze a szamjegyeket mindharom esetben!

7+ 4+ 8+ 0+ 8 =27, vagyis a szam oszthatd 9-cel.

7+4+ 8+ 4+ 8=23l, vagyis a szdm nem oszthaté 9-cel.

7 +4 + 8 + 8 + 8 = 35, vagyis a szam nem oszthat6 9-cel.

Tehat a feladatnak egy megoldasa van: a # helyére csak a 0 szamjegyet irhatjuk, mert csak a 74 808
oszthato 36-tal. (Szamolassal megallapithatjuk, hogy 74 808 = 36 - 2078, tehat az allitas igaz.)

Vajon mindig ilyen egyszerii a dolgunk? Elegendd-e felirni a kivant osztot szorzatalakban, és megvizs-
galni, hogy a szorzétényezok osztoi-e a szamnak? A kérdést és a valaszt sokkal konnyebb megérteni egy

példa segitségével.

Milyen szamjegyet irjunk a # helyére a 81 8 #0 szamban, hogy a szam oszthato legyen 40-nel?

Megoldas

Az el6z6 gondolatmenet alapjan:
40=4-10.

A felirt szorzétényezokre ismeriink egyszer(i oszthatdsagi szabalyokat. Ezek alapjan azonnal meg-
allapithato, hogy a feladatban megadott szam 10-zel biztosan oszthatd, mert utolsé szamjegye 0.
4-gyel viszont csak akkor lesz oszthatd, ha a # helyére 0-t, 2-t, 4-et, 6-ot vagy 8-at irunk.

Ellendrizziik a megolddsokat:

81 800 = 2045 - 40, tehat a 0 megoldasa a feladatnak.
81 820 = 2045 - 40 + 20, tehat a 2 nem j6 megoldasa a feladatnak, mert 20 az osztasi maradék.
A tovabbi eseteket ellendrizve a 81 840 és a 81 880 oszthat6 40-nel, a 81 860 viszont nem.

Miért kaptunk hamis megolddsokat is?

e




KESZITSUNK MAGUNKNAK

e OSZTHATOSAGI SZABALYOKAT!

Kiegészitoé tananyag

Ha egy szam oszthatd 40-nel, akkor primfelbontdsaban szerepelnie kell a
40=2-2-2-5

primtényez8knek. Am a 4-gyel és 10-zel valé oszthatésdg mér akkor is teljesiil, ha a szdm primfel-
bontasaban 2 - 2 - 5 szerepel. Tehat egy 2-sel kevesebb primtényezot vettiink csak figyelembe, mivel
mind a 4, mind a 10 oszthat6 2-vel. Ezért kaptunk hibas ,,megoldasokat” is.

Ezek szerint nem a legcélszertibb mdédon bontottuk fel a 40-et két szam szorzatara.

Nézziik a 40 = 5 - 8 szorzatalakot. Most a tényez6knek nincs 1-nél nagyobb kozos osztdjuk, igy
nem veszitiink el primtényez6t.

Az 5-tel val6 oszthatdsag barmilyen szamjegy esetén teljesiil, mivel a 81 8% 0 nullara végzddik.

A 8-cal vald oszthatdsag azonban csak azokban az esetekben igaz, ha 8 %0 szam oszthat6 8-cal,
vagyis a % helyére a 0, 4, 8 szamjegyeket irhatjuk, de nem irhatjuk a 2-t és a 6-ot.

Tehat a megoldasok:

e a ¥ helyére 0-t irva: 40 osztdja a 81 800-nak;

e a ¥ helyére 4-et irva: 40 osztdja a 81 840-nak;

e a % helyére 8-at irva: 40 osztdja a 81 880-nak.

Ezen megfigyeléseink alapjan tjabb oszthatdsagi szabalyokat fogalmazhatunk meg:

Példaul:

1. Egy szam oszthato 6-tal, ha oszthato 2-vel és 3-mal, mert 2 - 3 = 6, és 2-nek és 3-nak nincs 1-nél
nagyobb kozos osztdja.

2. Egy szam oszthato 18-cal, ha oszthato 2-vel és 9-cel, mert 2 - 9 = 18, és 2-nek és 9-nek nincs 1-nél
nagyobb kozos osztdja.

Emlékszel?
Ha két szamnak nincs 1-nél nagyobb kozds osztdja, akkor a két szamot relativ primszamoknak, rovi-
den relativ primeknek nevezziik.
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X,

KESZITSUNK MAGUNKNAK
OSZTHATOSAGI SZABALYOKAT!

Kiegészito tananyag

Osszegezve:

Ha egy Osszetett szammal valo oszthatdsagot vizsgalunk, akkor célszerl a szamot olyan szorzat-
alakban felirni, amelynek tényezoire mar ismeriink oszthatosagi szabalyt. A tényezoket ugy valasz-
szuk meg, hogy azok paronként relativ primek legyenek!

Példaul:

1. Egy szdm oszthatd 30-cal, ha oszthato 2-vel, 3-mal és 5-tel is, mivel 30 =2 - 3 - 5, és 2, 3, 5 paronként
relativ primek, azaz nincs 1-nél nagyobb k6zos osztojuk.

2. Egy szam oszthato 24-gyel, ha oszthat6 3-mal és 8-cal.

3. Egy szam oszthat6 22-vel, ha oszthato 2-vel és 11-gyel.

FELADATOK

1~ Oszthato-e a 14 - 3 - 8 szorzat
a) 6-tal? b) 18-cal?
c) 21-gyel? d) 15-tel?

2 Igaz vagy hamis? Hamis valaszaidat példa-

val igazold!

a) Ha egy szam oszthatd 6-tal és 8-cal, akkor
48-cal is.

b) Ha egy szam oszthat6 48-cal, akkor 6-tal és
8-cal is.

c) Ha egy szam oszthatd 7-tel és 10-zel, akkor
70-nel is.

d) Ha egy szam oszthaté 70-nel, akkor 2-vel,
5-tel és 7-tel is.

e) Ha egy szam nem oszthatd 9-cel, akkor 18-
cal sem.

f) Nincs olyan 10-zel oszthaté szam, amelyik
nem oszthat6 20-szal.

3 Gondoltam egy szamra.

- Negyjegyt.

— Oszthato 45-tel.

— Az elsé és az utolso szamjegye megegyezik.
- A masodik szamjegye 7.

Melyik szamra gondoltam?

4 Milyen szamjegyet irhatunk a # helyére,
hogy igaz legyen az allitds?
a) 45 08% oszthat6 12-vel.
b) 9% 605 oszthato 15-tel.
c) 32 #*40 oszthat6 30-cal.
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5 Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam,

amit a[_] helyére irhatsz, hogy a

a) 348 +[ ]+ 36 Osszeg oszthato legyen 12-vel?

b) 9547 —[_]kiilonbség oszthatd legyen 18-cal?

¢) 2-3-[]- 7 szorzat oszthaté legyen 10-zel?

d) 2-9-[]- 13 szorzat oszthatd legyen 18-cal
és 14-gyel is?

6 ,Gondoltam egy szamra” — sz6l az osztaly
lelkes matekosa, és a tobbiek mar kérdezgetik
is. ,Annyit elarulok rdla, hogy 1 és 100 kozott
van” - teszi hozzd sokat sejteté mosollyal.

- 10-zel osztva mennyi maradékot ad? —- Négyet.
— Oszthato nyolccal? - Igen.

- Megvan benne a harom? - Igen.

- En mar tudom! - 6rvendezik Jazmin.
Prébaljatok ki ti is a padtarsaddal ezt a jatékot!



? : MATEMATIKAI JATEKOK

JATEK

Adj nyerd stratégiat! Keress olyan lépéssorozatot, amelyikkel mindig nyersz!

1~ Ezt a jatékot parban jatszhatjatok. Tegyetek egy bébut (radirt, papirfecnit stb.) a START mez6-
re! Lépjetek a babuval felvaltva egy vagy két mez6t elére! Az a jatékos nyer, aki pontosan ralép
a CEL mezdre.

2 Valtoztassatok a jatékszabalyon! Lépjetek egyet, kettét vagy akar harmat is! Mikodik az el6z6
jatéknal kialakitott stratégia?
3 Mit gondolsz, hogyan valtozik a nyerd stratégia, ha a mezdk szamat noveljitk
a) 3-mal? b) 5-tel? c) 7-tel?

4 Eztajatékot masféleképpen is jatszhatjatok. Rakjatok ki tetszéleges szamu kavicsot vagy pélci-
kat az asztalra, és vegyetek el beldle felvaltva egyet, kett6t vagy harmat! Az nyer, aki az utolsd
darabot elveszi. Figyeljétek meg, hogyan kell megvaltoztatni a nyer6 stratégiat a kirakott tar-
gyak darabszamatol fiigg6en!

5 Versenyezzetek, ki tud adott id6 alatt tobbféle téglatestet megépiteni adott darabszamu kis koc-
kabol! Hanyféle téglatest épithetd
a) 8 darab;
b) 12 darab;
¢) 16 darab;
d) 48 darab kis kockabol?




IV,

Ebben a fejezetben el6szor atismételtiik az oszthatdsag és a tobbszoros fogalmat, valamint a korabban
tanult oszthatdsagi szabalyokat.

A pozitiv egész szamok halmazan az A szam osztdja a B szamnak, ha az A szamot megszorozva egy
természetes szammal a B szamot kapjuk.

Azt is mondhatjuk, hogy ha a B szamot elosztjuk az A egész szammal, akkor hanyadosként egész
szamot, vagyis 0 maradékot kapunk.

A 0 kiilonleges szam, mert 0-nak minden pozitiv egész szam osztoja.

Felsoroljuk azokat az osztokat, amelyekhez mar tanultunk oszthatdésagi szabalyt:
253345 5;6;8;9;10; 11; 25; 100; 125; 1000

Beszéltiink a kovetkez6 fogalmakrol:
o kozos osztd; e koz0s tobbszoros;
e legnagyobb kozds 0sztd; e legkisebb kozos tobbszoros.

Péld4ul 72 és 40 legnagyobb kozos osztéja (72; 40) = (2° - 3% 2° . 5) =2° =8,
Példaul 72 és 40 legkisebb kozos tobbszorose (72; 40) = (2°- 3% 2% - 5) =27 - 3. 5 = 360.

Foglalkoztunk a primszamokkal is:

Primszamnak nevezziik azokat a természetes szamokat, amelyeknek pontosan ketto pozitiv osztdja
van (egy és 6nmaga).

Osszetett szamok azok a természetes szamok, amelyeknek ketténél tobb pozitiv osztéja van.

Az 1 nem primszam és nem Osszetett szam.

FELADATOK
1 Teszt

Az alabbi totéban tobb jo valasz is lehetséges. A jo valaszok bettjelét ird a fiizetedbe!
I. A 269 136 oszthat6
A: 6-tal; B: 8-cal; C: 72-vel; D: 48-cal.
II. A 64 63Z otjegyli szam oszthat6 12-vel. Milyen szam keriilhet a Z helyére?

A:2; B: 4; C: 0; D: 8.

III. Az 1,2, 3, 4, szamkartyakkal hany 3-mal oszthaté haromjegyt szam rakhat¢ ki?
A:3; B: 6; C: 12; D: nincs ilyen szam.

IV. Hanyféle médon rendezhet6k parokba a 8; 12; 27; 35; 90 szamok ugy, hogy a parokon beliili
sorrendet nem vessziik figyelembe?
A: 8; B: 10; C: 125 D:9.

V. A 8; 12; 27; 35; 90; szamok koziil az 6sszes lehetséges modon kivalasztunk kettét ugy, hogy a
kivalasztott szamok sorrendjét nem vessziik figyelembe. Hany esetben lesznek a kivalasztott
szamparok tagjai relativ primek?

A: 4, B: 6; C: 0 D: 5.

VI. Az alabbiak koziil mely szampdroknak lesz a legnagyobb k6zos osztéja 122
A: 120 és 38; B: 84 és 132; C: 24 és5 96; D: 12 és 924.




I 0’ OSSZEFOGLALAS

25" Melyik 4llitas igaz? A hamis allitdsra keress példat!

A: Ha egy szam oszthat6 4-gyel és 12-vel, akkor oszthat6 48-cal is.
B: Ha egy szam oszthat6 5-tel és 2-vel, akkor oszthat6 10-zel is.

C: Ha egy szam oszthato 6-tal és 4-gyel, akkor oszthatd 24-gyel is.
D: Ha egy szam oszthato 4-gyel és 8-cal, akkor oszthaté 32-vel is.
E: Ha egy szam oszthatd 9-cel és 5-tel, akkor oszthatd 45-tel is.

3 Melyik az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamjegyek valamilyen sorrendjével felirhaté hatjegyt szamok koziil

a) alegnagyobb; b) alegnagyobb paros;
¢) alegnagyobb 3-mal oszthato; d) alegnagyobb 4-gyel oszthato;
e) alegnagyobb 5-tel oszthatd; f) alegnagyobb 6-tal oszthato;

g) alegnagyobb 12-vel oszthat6 szam?

4 Miért nem lehet az 1;2; 3; 4; 5; 6 szamjegyek valamilyen sorrendjével felirhat6 hatjegyt szam
11-gyel oszthatd?

5 Igaz, vagy hamis?

a) Ha két természetes szam szorzata 0, akkor mindketté 0.

b) Ha két természetes szam szorzata paros, akkor mindkettd paros.

c) Ha két természetes szam szorzata paratlan, akkor mindketté paratlan.

d) Ha egy természetes szam jegyeinek 0sszege oszthato 6-tal, akkor a szam is oszthatd 6-tal.

e) Ha egy paros természetes szam jegyeinek az dsszege oszthatd 18-cal, akkor a szam is oszthatd
18-cal.

6 Minden sorban felirtuk, hogy az a szdm melyik
primek szorzata, de elrejtettiink a sorban egy feles- 60 | 2H | 71 3V | 5K | 2L
leges primet is. Ha a felesleges primek mellé irtbe- ~ 198 | 3H | 21 | 3] | 13K [ I1L
tliket 6sszeolvasod, akkor egy értelmes szét kapsz. 505 | 3A | 5B | 7¢ | 5D | 13E
Nézz utdna az interneten, hogy mi a megfejtett

sz6 és a prim sz6 kapcsolata! e 2P | 7R [138 2T | 11U

7 Az angoltandr ad hazi feladatot az elsé napon, aztan a negyedik napon és igy tovabb, minden
3. tanitdsi napon.

A matektanar is ad leckét az els6 napon, és aztan minden 2. ta-

nitasi napon.

A foldrajztandr rendes, 6 el6szor a hatodik napon ad leckét, és

aztan is csak minden 5. tanitasi napon.

Ha mindharom tandr ad hazi feladatot, akkor az tragikus nap.

El6szor oktober 10-e péntek volt tragikus. Mikor lesz a kovet-

kez6 tragikus nap?

8 Hany négyzet van a sakktablan?




IV,

9 Négy focicsapat kormérkozést jatszik a helyi Bozsik-

torndn, azaz mindenki jatszik mindenkivel. 10:00-kor

kezdenek, egy-egy mérkozés 20 percig tart, és két meccs

kozott 5 perc sziinetet tartanak. Harom palya van egy-

mas mellett, a sorszamuk I, IL, IIL, tehat legfeljebb 3

meccset jatszhatnak egyszerre.

a) Hany mérkozést jatszik egy-egy csapat?

b) Hany mérkozést jatszanak dsszesen?

¢) Mennyi id6 alatt lehet lebonyolitani a helyi Bozsik-
tornat?

d) Segits a rendezéknek! Készits lebonyolitasi tervet, ha a nevezett csapatokat A; B; C; D jeloli.
A terv tartalmazza, hogy melyik csapat mikor, melyik palyan jatszik.

e) Hogyan valtoznak a valaszok, ha 5 csapat nevezett a tornara?

f) Hogyan viltoznak a valaszok, ha 6 csapat nevezett a tornara?

JATEK

Mindenki készitsen egy 4x4-es
tablazatot a fiizetében, amelyik-
be olyan természetes szamokat ir
be, amelyek illenek az itt lathatd

] . . meghatarozasokhoz.
Négyzetszam Pdratlan

Ha mindenki kitoltotte a sajat tab-
lazatat, akkor sorban mondjatok
egy-egy szamot a sajat lapotokrol.
Akinél szerepel a mondott szam,
az be kell ikszelje egy helyen a sajat
lapjan. Ha valaki egy sorban, osz-
lopban vagy atléban mind a négy
szamot beikszelte, akkor felkiilt,
25-nél 10 hogy BINGO! és nyert.

2-re 11 30
végzddik W tébbszérése osztdja

nagyobb hatvanya A jéték egy nehezebb véltozatidban

akkor lehet nyerni, ha mind a 16
szamot sikeriil valakinek beikszel-

ni.
Haromjegyli Egy masik

szam prim Ha mar nagyon jol megy, készit-
setek sajat meghatarozas tablat a
bingéhoz.




V, EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

Kovetkezd jaratunkkal Alexandriaba latogatunk, Kr. e. 240-be. — Mindenki jelentkezett? — kérdezte
Judit néni teljesen feleslegesen, hiszen maga el6tt latta a palyazok névsorat. Még tizenkét masodper-
cet kellett varni, és a holomonitoron megjelent az utazok listaja. A két kivalasztott, Zsombi és Zsuzsi
el6szor 6romujjongasban tort ki, majd villimgyorsan késziilédni kezdtek az idéugrasra. A vissza-
szamlalas megkezdésekor erdsen megmarkoltak a karfat, s szoritasuk csak akkor enyhiilt, amikor
megpillantottak néhany gorogosen 61tozott embert és mogottiik az alexandriai konyvtarat.

— Udyv, Béta! Hallom, keresel egy megbizhaté embert, aki Sziiénébe utazik mérni.

— Jol hallottad, Hérén, de ha még egyszer Bétanak szdlitasz, nem te leszel az, barmilyen nagyra
tartom is a munkaidat.

— Bocsass meg, Eratoszthenész! Tudod, én is mennyire becsiillek. Nem mellesleg szeretnék részt
venni a mérésben. Elmagyaraznad az eljarasodat?

— Az utazok szerint van Sziiénében egy nap, amikor a Nap ugy siiti a kutak fenekét, hogy egy
csepp arnyék sem esik a vizre. Ha ugyanekkor itt Alexandridban is megmeérjiik, hogy mekkora
arnyékot vet egy fiiggélegesen leszurt bot, akkor ki tudjuk majd szamolni a Fold kertiletét, hiszen
tudjuk, milyen messze van Sziiéne Alexandriatol. - Mikozben beszélt, egy bottal hevenyészett
abrat rajzolt a homokba.

— Most, hogy elmondtad, olyan egyszertinek tinik. Hogy nem jutott ez nekem is eszembe? - s6-
hajtott Héron.

Zsuzsi azt forgatta a fejében, hogyha hazaérnek, 6k is lerajzoljak a tobbieknek Eratoszthenész
magyarazatat. Zsombi viszont ekkorra mar készitett is néhany téridéképet, amit elégedetten ba-
mult a holomonitoron.



V. /. ARANYOSSAGROL MEG EGYSZER

Hatodik osztalyban tanultuk az arany fogalmat. Mennyiségeket, szamokat osztottunk fel megadott
aranyban.

CSOPORTMUNKA

a) Beszéljétek meg, mit jelent az 1: 2?

b) Szemléltessétek abraval egy mennyiség 2 : 3 aranyu felosztasat!
¢) Irjatok egy feladatot az osztaly egy mésik csoportjinak, amelyben egy mennyiség 3 : 5 ardnyd
felosztasat kell elvégezni!

Ha egy osztalyban a fiatanulok kétszer annyian = Két szam vagy mennyiség aranya a két szam ha-
vannak, mint a lanytanulok, akkor azt is mond-  nyadosa. Az fejezi ki, hogy az elsé szam, illetve

hatjuk, hogy a lanyok és a fitk aranya 1 : 2. mennyiség hanyszorosa a masodiknak.
Mit jelent az 1 : 2 arany? Azt, hogy az 1 hanyszo-  Arany példaul: 1 : 2 vagy % Tizedes tort alak-
rosa a 2-nek. Az 1 a 2-nek %-szerese. ban csak akkor adjuk meg, ha véges tizedes tort

az arany értéke.

1. PELDA

[rjuk fel az itt lathat6 kiilonb6z6 szinli csempék  Irjuk fel az aranyokat tort alakban!
teriiletének aranyat! 16:24 — 16 _ 2

24 3

4 2
4:6="=%

Azt kaptuk, hogy a szines és a szinezetlen csem-
Megoldds pék ardanya mindkét esetben 2 : 3.

A szines és szinezetlen részek aranya:
16 : 24; 4:6.

A két abrardl leolvasott aranyok egyenl6 értékiiek. Az egyenlé értéki aranyokat aranyparoknak nevez-
ziik. Az aranyban szereplé szamok nem cserélhetdk fel.
Az aranyokkal val6 szamolasnal célszert a lehetd legegyszertibb alakkal szamolni.

2. PELDA

Egy iskolai A fele sem igaz! vetélkedé dijazdsara a didkonkormanyzat 24 db 1000 Ft-os konyvutal-
vanyt ajanlott fel. A megallapodas alapjan az els6 harom helyezett csapatot jutalmazzak konyvutal-
vannyal. Szeretnék, ha az els6 helyezett haromszor akkora jutalmat kapna, a masodik pedig kétszer
akkorat, mint a harmadik helyezett. Hogyan osszak el az utalvanyokat?
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7’ ARANYOSSAGROL MEG EGYSZER

Megoldds

Tekintsiik a harmadik helyezett csapat jutalmat egységnyinek! Ekkor a jutalmat 3 : 2 : 1 aranyban
kell felosztani, azaz az els6 kapjon 3 részt, a masodik 2 részt, a harmadik 1 részt! Ez azt jelenti, hogy

az utalvanyokat 3 + 2 + 1 = 6 részre kell osztani.

24:6=14
Az els6 helyezettnek 3- 4 =
konyvutalvany jut.

12, a masodik helyezettnek 2 - 4 = 8, a harmadik helyezettnek 1-4 =4

Aranyos osztasnal a felosztandé mennyiséget vagy szamot elosztjuk az aranyban szerepl6 szamok
Osszegével, majd a kapott értéket megszorozzuk az aranyban szerepl6é szamokkal.

FELADATOK

1~ Irj fel hdrom olyan szdmpart, melyeknek
ardnya
a)2:5;

b) 3:2; c) 10:15!

25 Ird fel egész szdmokkal a megadott aranyo-
kat!

a) 1,5:6,75; b) 3.
)

%9y
4.
D30 ERRO

N o=

3l.p3
527

350 Ird fel két egész szdmmal az alébbi aranyo-
kat gy, hogy a lehetd legkisebb pozitiv egész
szam szerepeljen az aranyban!

a) 84:112; b) 14:21; c) 10:0,04;

d) 0,75:24; e) % 2

4 Osszuk fel az alabbi szamokat a megadott
aranyban!

a) 56-ot 3 : 5 aranyban;

b) 0,32-ot 7 : 9 aranyban;

c) %-6‘( 5: 6 aranyban;

d) 2800-at % : % aranyban;
e) 6300-at2:3:4 ardnyban;
f) %-ot 1:2:3 aranyban.
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5 Kéttestvérnek osszesen 420 cserélhetd focis

kartyaja van. Az id6sebb testvérnek haromszor

annyi kartydja van, mint a fiatalabbnak.

a) Ird fel a két testvér kdrtydi szdmanak az
aranyat!

b) Hany focis kartydja van a kisebb testvérnek?

6 Kétszamardnya2:7.

a) Mekkora a nagyobbik szdm, ha a kisebb
szam 124?

b) Melyik két szamra gondoltunk, ha az dssze-
gitk 17107

¢) Melyik két szamrdl van szd, ha kiilonbségiik
45?2

7 Egy derékszogli haromszog két hegyesszo-
gének az aranya 1 : 4. Hany fokosak a harom-
sz0g sz0gei?

8 A Vidam csaladban harom gyerek van.

A csaladtagok életkoranak Osszege 116 év.

A gyerekek életkordnak ardnya 5:4: 3. Az apa

4 évvel id6sebb az anyanal. Ha az apa életkora-

nak kétszereséhez 4-et adunk, 100-at kapunk.

a) Hany évesek a sziilok?

b) Hany éves a legidésebb gyermek?

¢) Hany év mulva lesz a legkisebb gyerek fele
annyi id6s, mint az anya most?




V Z MIT TUDUNK
. + ASZAZALEKSZAMITASROL?

Milyen fogalmakrél tanultunk
a tavalyi évben? Segit az dbra!

A SZAZALEKERTEK MEGHATAROZASA

1. PELDA

Egy 650 féréhelyes szinhazban a jegyek 40%-a 4900 Ft, a tobbi jegy dra 3500 Ft.
a) Hany db jegyért kell 4900 Ft-ot fizetni?
b) A jegyek 92%-at sikeriilt eladni. Hany darab jegy maradt meg?

Megoldas
a) 650-nek a 40%-at keresstik. Masként ugy is fogalmazhatunk, hogy mennyi 650-nek a W része.
Ezt sokféleképpen felirhatjuk:

650 - % =260 vagy 650-40:100=260 vagy 650 0,4 = 260.

A konkrét érték kiszamitasa barmelyik mtiveletsorral elvégezheto.
260 db 4900 Ft-os jegy van.
b) A jegyek 100% — 92% = 8%-a maradt meg, tehat 650-nek a 8%-at kell meghatarozni.

Az el6z6ekhez hasonldan 650 - 180 = 650 0,08 = 52 db jegy maradt meg.

Altalanositsunk!

I. Hatdrozzuk meg egy tetszéleges A érték 23%-at!
Az elsé példahoz hasonldan itt is tobbféle mdédon torténhet a kiszémités A-nak a 23%-a, azaz
23
100
Az A - 0,23 kiszamitasi mod azért lehet a legcélszertibb, mert konkrét A érték esetén a szazalékérték

szamologéppel gyorsan kiszamolhato.

-szorosa egyenld: A - 23 vagy (A - 23) : 100 vagy (A : 100) - 23 vagy —~— 100 23 vagy A - 0,23.
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Z MIT TUDUNK V
s ASZAZALEKSZAMITASROL? .

II. Hatdrozzuk meg A-nak a p%-it!

Bar most mar egyetlen konkrét szam sincsen, de az el6z6ek alapjan bettikkel is felirhatjuk a keresett

p

kifejezést. Ebben az esetben azonban nem tudunk minden alakot megadni, mert a 100 ~&t nem
lehet felirni tizedes tort alakban.

ifeiezés: AL - 100) - A
A keresett kifejezés: A oo Va8y (A:100)-p vagy oo P

A SZAZALEKALAP MEGHATAROZASA (100% KISZAMITASA)

2. PELDA

Szofi a havi ingyenes letoltési korlat 35%-at, azaz 175 MB-ot mar elhasznalt az elszamolasi id6szak
els6 10 napjaban. Mennyi az egy honapra kapott ingyenes adatforgalmi lehetésége?

Megoldds

A kiszdmitandé mennyiség 35%-4t ismerjiik. Ugy is fogalmazhatunk, hogy ismerjiik a szazalékla-
bat és a szazalékértéket, és az alapot keressiik.
Nézziink kétféle megoldasi utat!

Kovetkeztetéssel: Egy lépésben kiszamitva:

az 1%, majd ebbdl a 100% kiszamitasa. Ismerjiik egy mennyiségnek a 35%-at, azaz
Ha 35% 175, akkor 0,35 részét, és az egészet keressiik. Ezt megkap-
1% 175:35=5 hatjuk egy lépésben is,a 175 : 0,35 = 500 osztas
100% 5-100 = 500 elvégzésével.

[rjuk fel a kapott eredményeket tobbféle modon!
(175:35)-100 vagy 175:2 vagy 175-100 vagy 175.700 vagy 175:0,35.

100 35 35
A miuveletsorok eredményei egyenlok, Szofi ingyenes adatforgalma az elszamolasi idészakban
500 MB.
Altalénositva:

3. PELDA

A Fold kiilonboz6 éghaijlati 6veiben nagyon eltér6 az évenként lehullott csapadék mennyisége. Ha
tudjuk, hogy egy adott teriileten a lehullott csapadék mennyisége 50 mm, és ez az 9sszmennyiség
p%-a, akkor mennyi az éves lehullott csapadékmennyiség?

Megoldas

A keresett mennyiség most nem egy konkrét szam lesz, hanem p értékétdl fiigg.
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V Z MIT TUDUNK
. + ASZAZALEKSZAMITASROL?

Kovetkeztetéssel: ha a p% 50 mm, akkor

1% i;
p
100% %~ 100.

Masképpen: Ha ismerjiik egy szdm p%-at, azaz

L—ad részét, akkor a szdm 50 : b 50 - 100

100 100 P
A keresett értéket leird miiveletsorok:

20 . P .100
» 100 vagy 50.100 vagy 50 IR

Nézziik meg, mennyi a lehullott éves csapadékmennyiség néhany konkrét p értékre:

p% 50 20 12,5 10 5 2,5

lehullott éves csapadékmennyiség 50 : 2 (mm) | 100 | 250 | 400 | 500 | 1000 | 2000

100
A p értékétdl fiiggden lathatjuk a lehullott éves csapadékmennyiséget.

Ha a szazalékalapot szeretnénk meghatarozni, akkor a szazalékértékbdl visszakovetkeztetiink az
1%-ra, aminek a 100-szorosa adja meg az alapot.

A SZAZALEKLAB MEGHATAROZASA (HANY SZAZALEK?)

4. PELDA

Egy ruhdkat drusité boltban az utolsé vasarlas alkalmaval kaptunk egy 3000 Ft-os kupont, amelyen
a kovetkez6 szoveg talalhato.

Bevidlthaté 2015. junius 30-ig. A kupon értéke csak 15 000 Ft feletti vdsdrlds esetén szamithaté be. Egy
vdsdrlasndl csak egy kupon vdlthato be. Esetleges pénzvisszafizetési kotelezettség esetén iizletiink csak
a kupon értéke nélkiili dsszeget tériti vissza.

Ha szeretnénk megvasarolni egy 16 000 Ft-os kabatot és bevaltjuk a kupont, akkor az eredeti ar
hany szazalékat kell fizetniink?

Megoldas

Szamitsuk ki el8szor azt, hogy hanyad része az eredeti arnak a kupon értékével csokkentett ar,
majd irjuk at szazalékos alakra!

) 13000 _ 13 _ 5 0 -
A 13000 Fta 16 000 Ft-nak a 16000 — 16 0,8125 része, azaz 81,25%-a.
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MIT TUDUNK

Z. A SZAZALEKSZAMITASROL?

100% 16 000 Ft;
1% 160 Ft.
Azt kell kiszamitanunk, hogy a 13 000 Ft-ban hanyszor van meg a 160 Ft, azaz 13 000 : 160 = 81,25%.

Gondolkodhattunk volna masképpen is:

Altalénosan:

1. lehetéség:
Meghatdrozzuk, hogy a szazalékérték ha-
nyadrésze az alapnak, majd a kapott ha-
nyadost tizedes tortté alakitjuk, és meg-
szorozzuk 100-zal. Ekkor megkapjuk a
szazaléklabat.

2. lehetdség:
Kiszamitjuk az alap 1%-at, majd megnéz-
zilk, hogy a szazalékértékben hanyszor
van meg az 1% értéke. Igy megkapjuk a
szazaléklabat.

FELADATOK

1~ Szamitsd ki 750-nek a
a) 20%-4at; b) 15%-at; c) 27,5%-4at;
d) 145%-at; e) 24,75%-4t; f) 400%-4t!

2a0 Szamitsd ki kétféle modon a
a) 24 500 m 45%-4t;

b) 5,4 kg 70%-4t;

¢) 3700 cm’ 27,5%-4t!

3 Ird fel tobbféleképpen a

a) 20 perc p%-at; b)) m kg 65%-at;
c) aliter 160%-at;  d) 1,5 hl p%-at;
e) kkg p%-at!

4~ Egy téglalap alaku kert egyik oldala 25 m,
hosszabb oldala ennek 170%-a. Milyen hosszt
a kert masik oldala?

5 Egy varosismereti vetélkedén 50 kérdéses
tesztet kellett kitolteni. A Pajkos csapat célba
érés utan az alabbit mondta a mar beérkezett
csapatoknak: ,A feladatok koziil 40% biztos,
hogy j6, 45% lehet hogy jo, és csak a tesztkérdé-
sek 15%-dra nem tudtunk vdlaszolni.” Igaz lehe-
tett-e az allitasuk?

6.~ 50 kg narancsban 39 kg viz van. Hany sza-
zalék a narancs viztartalma?
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7~ Hany szazaléka
a) 27 a 100-nak;

c) 45-nek az 5;

e) 1400-nak az 560;

3 a2 nek:
g) >3y nek;

i) a210-nek a 42;

b) 12 a 200-nak;
d) a103,4 a 470-nek;
f) a40,5a 13,5-nek;

h) a 168 a 2800-nak;
j) 27 a127-nek?

8 Melyik az a szam, amelynek

a) 1%-a 12; b) 4%-a 25;

c) 15%-a 75; d) 25%-a 4500;
e) 37,5%-a 4,5; f) 24%-a 252;
g) 220%-a 924; h) 33,3%-a 135;
i) p%-a 700; j) p%-a 3,22

95" Az iskolankban 315 lany tanul. Ez a tanu-
16k létszamanak a 45%-a. Hany tanul6 jar az
iskolaba?

10 A hetedik évfolyamon 1évé A osztalyba

6-tal tobb tanuld jar, mint a B osztalyba. Az

A osztaly tanuldinak 60%-a lany, és az osztaly-

ba 12 fit jar.

a) Hanyan tanulnak az A osztalyban?

b) Hanyan jarnak a hetedik évfolyamra?

¢) A Bosztilyban a fiak és lanyok aranya 1 : 2.
Hany lany jar az évfolyamra?




OSSZETETT SZAZALEKSZAMITASI
o FELADATOK

1. PELDA

a) Egy dit6s palackokat tolt6 lizem Uj gépet vasarolt. Ennek teljesitménye nagyobb, mint a régi
gépé, igy egy ora alatt 10%-kal tobb dobozt tud megtolteni. A régi géppel egy ora alatt 2500
dit6s doboz toltheté meg. Hany dobozt tud megtdlteni az uj gép egy ora alatt?

b) Egy év mulva a gyarto frissitette a gép szoftverét, ami tovabbi 6%-os termelésnovekedést ered-
ményezett. Hany dobozt tudnak a frissités utdn megtolteni a géppel egy ora alatt?

Megoldas
10

a) 2500 + 2500 - 100 = 2500 + 250 = 2750 palackot toltenek meg 6ranként.
b) 2750 + 2750 - % = 2750 + 165 = 2915 dobozt lehet megtolteni 1 6ra alatt.

[rjuk 4t a feladatban végzett szdmitdsokat mds, egyszertibb alakba!
2500 + 2500 - 19 — 2500(1 + ﬂ) = 2500 1,1 = 2750

100 100
6 _ 6 \— 2750 1,06 = 2500- 1,1 - 1,06
2750 + 2750 100 2750(1 + 100) 2750-1,06 = 2500-1,1-1,06 = 2915.

Az itt leirt szamitasok alapjan dltalanositsunk!
I. Szamitsuk ki 5000 p%-kal megnovelt értékét!

P . p . 100+p 5000
5000 +5000- 1 vagy 5000 (1 100 ) vagy 5000~ -
II. Szamitsuk ki az A szam p%-kal megnovelt értékét! p
5000 1+—
A+4 900 vagy 100 gy 100

2. PELDA

Mint minden gép, az Gjonnan vasarolt is kopik, veszit az értékébdl, idegen szoval amortizalodik a
hasznalat soran. Ennek kovetkeztében az els6 évben 12%-kal, a masodik évben 8%-kal csokken az
értéke.

a) Mennyit ér a gép egy év elteltével, ha 12 500 000 Ft-ért vasaroltak?

b) Mennyi az értéke két év mulva?

Megoldas
12

a) 12 500 000 — 12 500 000 - 100 = 12 500 000 — 1 500 000 = 11 000 000 Ft-ot ér a gép egy év

hasznalat utan.

b) 11 000 000 — 11 000 000 % = 11000 000 — 880 000 = 10 120 000.

Tehat két év mulva 10 120 000 Ft-ot ér a gép.
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OSSZETETT SZAZALEK

FELADATOK

*

SZAMITASI

A kidolgozott példa a gép értékének adott %-os csokkenését szamolta ki.

[rjuk 4t mas alakba a szamoldsokat!

_ A2 _12
12 500 000 — 12 500 000 100 12 500 000(1 100
_ 8 _ 8
11 000 000 — 11 000 000 100 11 000 000(1 100
= 12 500 000-0,88-0,92 = 10120 000
Altalanositsunk!
L. Irjuk fel a 3000 %-kal csokkentett értékét!
_ Lt 1—t
3000 - 3000 £ vagy 3000 (1 0 ) vag
II. Adjuk meg a B szam t%-kal csokkentett értékét!
Bt 1—_t
B—-B 100 vagy B <1 100) vag

): 12 500 000 - 0,88 = 11 000 000

)

11 000 000- 0,92 =

100 — ¢
y 3000100t
00—t
B.
Y 100

FELADATOK

15 Szamitsd ki
a) 135-nek a % részét;

b) 40-nek a 35%-at;
c) 240 kg 15%-kal megnovelt értékét;
d) 600 liter 18%-kal csokkentett értékét;

e) 2870 % részének a 65%-4at;

f) 1250 15%-anak az 50%-kal novelt értékét;
g) 444 20%-kal csokkentett értékének a 125%-at!

250 Ird fel egyenldséggel! Ellenérizd, valéban

jok-e a szamolasok! Ha hibat talalsz, akkor ird

le helyesen a fiizetedbe!

a) 450 méter 22%-a 99 méter.

b) 3400 dl 15%-kal csokkentett értéke 2890 dl.

c) 640 dkg 18%-aval megnovelt értéke 736 dkg.

d) 1222 20%-kal csokkentett értékének 24%-
kal megnévelt értéke 1222.

e) 1,2 6ra 25%-a 18 perc.

3 Egy fapados légitarsasagnal oktdber ho-
napban meghirdették az akcids utakat. Ha va-
laki ebben az id6pontban megveszi a jegyét,
akkor a kovetkez6 év aprilisara 5600 Ft a repii-
16jegy Barcelondba. Az indulds idépontjahoz
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kozeledve egyre dragulnak a jegyek. Marcius-
ban ugyanerre az id6pontra a jegy dra 32 480 Ft.
Hény %-kal emelkedett a jegy ara ezen id6szak
alatt?

4 A tavasziledrazds soran a 30 000 Ft-os csiz-

ma arat el6szor 15%-kal, majd aprilisban 10%-

kal csokkentették.

a) Mennyibe kertilt a csizma a kétszeri learazas
utan?

b) Hany szazalékos lenne az arleszallitds, ha
egy lépésben csokkentették volna az arat?

5 Egy hipermarket arufelt6ltéje 500 csomag

napolyit rakott ki kedd reggel az iizlet polcaira.

Estére elfogyott a napolyi 12%-a, s6t masnap

estig ujabb 15%-kal csokkent a napolyi készlet.

a) Hany csomag napolyi volt a polcokon kedd
este?

b) Hany csomag napolyi fogyott el a két nap alatt?

6 A megtakaritott pénzem 40%-at elkoltot-
tem karacsonyi ajandékozasra. A megmaradt
pénzem hany szazalékat kell Gjra hozzatennem
a nyaraldsig, hogy ugyanannyi pénzem legyen,
mint a karacsonyi vasarlas el6tt volt?




AV <[ SZOVEGES FELADATOK
® ®

FELADATOK

1 Olga néni siitott egy nagy tepsi pogacsat. Matyi a pogdcsdk 20%-at, Gazsi a negyedét, Gergely

3
10
a) A pogacsak hany szazaléka maradt meg a sziil6knek?
b) Hany darab pogacsat siitott Olga néni?

részét ette meg, igy anyanak és apanak 10 darab maradt.

2 Nydron bejartuk Gordgorszagot. Az at 75%-at repiil6vel tettitk meg, az 6t6dét autoval, és
120 km-t még bicikliztiink is. Hany kilométert utaztunk a nyaron?

350 Az iskoldba 680 gyerek jar. A gyerekek 15%-a minden nap vesz maganak tizorait a biifében,
koziilik minden harmadik asvanyvizet is vasarol. Hany gyerek vasarol minden nap tizorait és as-
vanyvizet is a biifében?

4~ A téglalap egyik oldala 10 dm, masik oldala 2 m. Minden oldalat 45%-kal megnoéveljiik.
a) Hany szazalékkal novekszik a keriilete?
b) Hany szazalékkal novekszik a teriilete?

557 A 10 cm-es oldalu négyzet egyik oldaldt 40%-kal megndoveltitk, mdsik oldalat 40%-kal
csokkentettiik.

a) Hany szazalékkal valtozott a keriilete?

b) Hany szazalékkal valtozott a teriilete?

6. 2 liter vizhez 2 dl mélnaszorpot keveriink. Hany szazalékos lesz az
italunk?

75 Az edzésre 14 lany jar. A csapat 72%-a fit. Hany gyerek jar az edzésre?

85" A sziinetig még 8 dolgozatot irunk. Tegnap mar megirtunk kett6t,
ma egyet. A tervezett dolgozatok hany szazaléka van még hatra?

95" A nyari angoltabor 10%-kal olcsébb, ha most fizetem be, igy 7830
forintba kertil. Mennyibe keriil eredetileg?
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10~ A matematikadolgozatok atlaga 4,56 lett, ami 14%-
kal jobb, mint a foldrajzdolgozatok atlaga. Mennyi lett az
osztalyatlag f6ldrajzbol?

11 A nagy nyari héségben eladtuk a jégkrémek 55%-at.
Hany szazalékkal kell névelniink a megmaradt mennyisé-
get, hogy ugyanannyi jégkrémiink legyen, mint eredetileg
volt?

12 Nyari munkaval és ujsagkihordassal 6sszegyujtot-

tem 70 000 Ft-ot, de a laptop, amit kinéztem magamnak

100 000 Ft-ba keriil. A boltban ki tudom fizetni a fenn-

marado Osszeget hathavi részletre, de akkor a kamat miatt

15%-kal tobbe keriil.

a) Mennyivel kell igy tobbet fizetnem a laptopért?

b) Hany forint lesz a havi torlesztorészlet, ha fél évre vettem fel a hitelt, és minden hénapban
ugyanannyit fizetek?

13 Volt két tengerimalacom. Egy szép napon kolykeik sziilettek,
majd azoknak is kolykeik sziilettek, akik még tovabb szaporodtak.
Azota eltelt par év és megallapitottam, hogy a tengerimalac-allo-
manyom fél év alatt 20%-kal novekszik. Jelenleg 100 tengeri-
malacom van. Hany tengerimalac boldog tulajdonosa leszek

tél év, egy év és két év mulva?

14 Egy tableteket forgalmazd cég az 4j termékét 24 000 Ft-ért dllitja el6. Mivel a piacon nincs més

ilyen termék, nagy hasznot remél a forgalmazasbol. Ezért az el6allitasi koltség 150%-kal megnovelt

értékéért drusitja. Nem sokkal késébb megjelennek hasonldan jo mindségii tabletek, igy az drat

30%-kal csokkentenie kell.

a) Mennyibe keriilt a piacra kertiléskor a tablet?

b) Hany Ft-tal csokkentették a tabletek arat?

¢) Mennyi volt a cég bevétele, ha 12 500 tabletet sikeriilt eladniuk a bevezet6 dron és 21 000 dara-
bot a csokkentett dron?

15 Lakasvasdrlas soran a szerz6dés megkotésekor a lakds dranak 15%-at kell kifizetni elélegbe.

Lucaék sziilei 2,4 milli6 forintot fizettek az eladénak.

a) Mennyibe keriilt a lakas?

b) A lakas vasarlasdhoz hitelt kellett felvenni. Ez a lakas dranak a 30%-a. Hany forint hitelre volt
sziikség?

c) A lakdsvasarlasakor 640 000 Ft illetéket kell fizetni az dllamnak. Hany % az illeték mértéke?
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V. ; . SZAMOK ES BETUK HASZNALATA .

Egyenletek felirasakor az ismeretlent bettivel jeloljiik, és ezzel végziink muveleteket. A természetben,
gazdasagi életben lejatszodo folyamatokat leird dsszefiiggések gyakran tartalmaznak egy vagy tobb is-
meretlent, amelyeket bettikkel jel6liink.

Ismerkedjiink meg egy példan keresztiil néhany bettit tartalmazoé kifejezéssel!

1. PELDA

[rjuk fel betiik és szdmok felhasznélasaval:

a) a négyzet kertiletét; b) a téglalap keriiletét;

c¢) aszabalyos haromszog keriiletét; d) atéglalap teriiletét;

e) akocka felszinét; f) a30 % sebességgel t 6raig mozgo elektromos auté megtett utjat!
Megoldas

a) 4- a; b) 2-a+2- b c) 3-a d) a- b e) 6-a’ f) 30t

A betiikifejezések koziil azokat, amelyekben csak szorzas vagy szammal torténé osztas szerepel,
egytagu kifejezéseknek nevezziik.

A felsorolt példaban egytagiak:4- a; 3-a; a-b; 6-a% 30-t.

Ha a kiilonb6z6 egytagu kifejezéseket 0sszeadjuk vagy kivonjuk, akkor tobbtagu kifejezésekrol be-
széliink. (Akkor is, ha kivonds van kozottik.)

Tobbtaguak: 2- a + 2 - b, kéttagu; a — b — ¢, harom tagu.

A betiis kifejezésekben talalhato szamszorzo-
kat egyiitthatonak nevezziik. Tag 4-a|3-alabl|6-a |30 ¢t

A fenti példdkban az egytaguak egyutthatdi:
P gylagliak eyt Egyiitthaté | 4 3 1 6 | 30

Tobbtaguak esetén minden tagnak kiilon van egyiitthatdja.

2-a+2-b Kkifejezésben az a egyiitthatoja 2; b egytitthatoja 2.

a—b-c kifejezésben az a egytitthatdja 1; b egyiitthatdja —1; ¢ egyiitthatdja —1.

Jegyezd meg!

A betiikifejezések soran gyakran nem tesziink ki minden szorzasjelet, ezeket lathatatlan szorzas-
jelnek nevezziik.

Példaul: 5a =5- a; ab=a- b; 2x+3y=2-x+3-y

PAROS MUNKA

Valasszatok szét az alabbi kifejezéseket aszerint, hogy egytaguak vagy tobbtagtak!
[rjatok le a fiizetetekbe az alabbi kifejezéseket, és szinessel huzzatok ki az egytagtiak egyiitthatéit!

45x;  2x—5y;  3ab; —a’b; X +3y;  —5at;  — 3y, A

; —3y+4z.
> 5 5x — 3y +4z
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Az egytagu kifejezések koziil azokat, amelyek csak egyiitthatéikban (szamszorzokban) kiilonboz-

nek, egynemii kifejezéseknek nevezziik.

Egynemitek példaul: 2x; —x; %x vagy

Nem egynemd: az 5a és a 4a’, mert 4a” = 4a - a.

Az egynemi kifejezések egymassal 6sszevon-
hatok gy, hogy a szamokkal elvégezziik az 6sz-
szeadast vagy a kivonast, és az 6sszevonds utan a
bettikifejezésnek ez lesz az egyiitthatoja.

Ha a betiik helyére konkrét szamokat helyette-
sitiink, akkor a kifejezés helyettesitési értékét
kapjuk meg.

Példaul: Az a oldalu négyzet keriilete 4a. Ha
az a =5, akkor a keriilet 4- 5 =20 egység, ha

a =1 akkor akeriilet 4- 1 = 2 egység.

2 2

3ab;

_ab. 2
100 79

2. PELDA

Végezziik el a lehetséges 6sszevonasokat!
a) 2x + 5y + 3x — 2y — 4x
b) 3a + 4a* — 2a + 2a* — 4a

Megoldas
a)2x+5y+3x—2y—4x=1x+3y=x+ 3y
b) 3a + 4a*> — 2a + 2a* — 4a = —3a + 64°

—5ab;

FELADATOK

1~ Keresd a parjat!

a) Egy szam hétszerese.

b) Egy szam felének a haromszorosa.

c) Két szam hanyadosa.

d) Egy szam harmaddnak a kétszerese.

e) Egy szamnal kilencszer nagyobb szam.

f) Egy szamnal héttel nagyobb szam négysze-

rese.
A)(x:3)-2; D)x-9; G)x+9;
B) 7x; E)x-7-4 H)(x+7)-4;
X _. X 3. X
C)3.2, F)2 3; I )

25 Készits az a; b; a’; —1; 14 elemekbél egytagi

algebrai kifejezéseket! Irj a fiizetedbe tiz kiilon-
boz6 lehetdséget!

3~ Valaszd ki azokat az algebrai kifejezéseket,
amelyeknek az egyiitthatoja 2-nél nagyobb!

b)-5a%b; ) 1,7x%  d) %ab;

km .
g ¢

a) 7xy;

e) 8,4x’y’z%  f) a’s h) 1247x4

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

45 Végezd el az 6sszevonasokat a kovetkezo al-
gebrai kifejezésekben!
a)a—a—a+a—a—a;

b) 4b — 5b — b + 6b + 2b — 13b;

c) 6¢c+ 8¢ — 2c— 4c— 16¢ + c;

d) 4,3b —3,9b + 5,4b;

e) 4x — (+3x) + 7x — (— 2x);

f) =7y —13y + (—9y) + 13.

5 Végezd el az 6sszevonasokat, és szamold ki

a kifejezések helyettesitési értékét, ha x = — %;
_1

a) 3x —4y +5x — 7y;

b) 5x + 11 — 7x + (—19);

c) 4xy —3x+ 5y —2xy;

d) 4x’ + 8y — 14 5x° — 12y;

1,.1 1.
e) 2x+ 3’y+xy+ ¢’

f) %xy - Ly2 — 21lxy + x°.

3




V. é’ SZAMOK ES BETUK HASZNALATA IL.

1. PELDA

Egy téglalap két oldala 3 és 5 cm hossza. Ro-
videbb oldalat meghosszabbitottuk 4 cm-rel.
Mekkora lesz a megnévelt oldalu téglalap
teriilete?

5cm

3 cm 4 cm

Megoldds

[rjuk fel az eredeti téglalap teriiletét!
T,=3-5cm’=15cm’

[rjuk fel a hozzaépitett téglalap teriiletét!
T,=4-5cm’=20cm’.

[rjuk fel a nagy téglalap teriiletét kétféleképpen!
T..=T, +T,=15cm’+ 20 cm’ =35 cm’.

nagy

— 2 __ 2
Te=7-5cm”=35cm"

2. PELDA

Valtoztassunk a feladaton! Tegytiik fel, hogy az
eredeti téglalap révidebb oldalat nem ismerjiik,
ezért bettivel jeloljiik! Legyen a rovidebb oldal a!

5cm

a 4 cm

A feladat ugyanaz, mint az 1. példaban: mek-
kora lesz a megndvelt oldalu téglalap teriilete?

A szorzas muveletnél a tényezok felcserélhetdk,
ezértaz utolsé sort T, . =5+ (a +4) cm’ alakban
is irhatjuk. A kétféle mddon felirt teriilet egyenld,
tehat azt kaptuk, hogy 5 - (a + 4) = 5a + 20.

Megoldas

[rjuk fel az eredeti téglalap teriiletét!
T,=a-5cm’=5acm’,

[rjuk fel a hozzaépitett téglalap teriiletét!
T,=4-5cm’=20cm’

[rjuk fel a nagy téglalap teriiletét kétféleképpen!
T,..=T,+ T,=5acm’+ 20 cm’.

nagy

— 2
T,y =(a+4)-5cm’.

Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy ha 6sszeget
szorzunk egy szammal, akkor ugyanazt kapjuk,
mintha az 6sszeg minden tagjat megszorozzuk a
szammal és a szorzatokat adjuk Ossze.

CSOPORTMUNKA

Oldjatok meg az el6z6 feladatot az alabbi mddositasokkal!

1. Nem ismerjiik a téglalap rovidebb oldalat, és nem ismerjiik a meghosszabbitds mértékét
sem, igy ezeket jeloljétek a-val, illetve b-vel! A téglalap masik oldala tovabbra is 4 cm.
Rajzoljatok abrat a fiizetbe és irjatok fel a teriileteket!

2.Nem ismerjiik a téglalap egyik oldalat sem, és a meghosszabbitds mértékét sem. Jeloljé-
tek a téglalap oldalait a-val, illetve b-vel! Legyen a meghosszabbitas mértéke most c!
Rajzoljatok abrat a fiizetbe és irjatok fel a teriileteket!
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é. SZAMOK ES BETUK HASZNALATA II.

Betiis kifejezéseket akkor hasznalunk, ha nem
ismerjiik egy adott mennyiség konkrét értékét.
Hasznalatuk sordn tobb megallapodast meg kell
jegyezniink ahhoz, hogy helyesen tudjunk felada-
tokat megoldani.

e Zardjeles kifejezések esetén sem tessziik ki
mindig a lathatatlan szorzasjeleket.

Példaul:
5(a+4)=5-(a+4).

Ha egy adott betfit vagy bettiket tartalmazé ki-
fejezésben a betiik helyére konkrét szamokat he-
lyettesitiink, akkor az algebrai kifejezés helyette-
sitési értékét kapjuk meg.

A csoportmunka soran megoldott 2. feladatban azt
kaptatok eredménytil, hogy a nagy téglalap teriilete

T.y=b-(ato)iletveT, =b-a+b-c

Haaza=3 cm; b =5 cm; ¢ = 4 cm értékeket be-
helyettesitjiik, akkor az 1. példat és eredményeit
kapjuk.

Azt is lathatjuk, hogy a kétféle mdédon felirt terii-
let egyenld, azaz

b-(a+c)=b-a+b-c

o A zardjelfelbontasra tanult szabalyt bettikifeje-
zések hasznalata soran is alkalmazhatjuk. Za-
rdjel felbontasakor a zarojelben 1évé osszes
kifejezést meg kell szoroznunk a szorzété-
nyezovel, majd ezeket kell 6sszeadnunk.

e A 2x + 3y-hoz hasonl¢ kifejezéseket tobbtagu
kifejezéseknek nevezziik. Ebben az esetben
egy kéttagu kifejezést irtunk fel.

e Szétbontva a 2x, illetve a 3y kiilon-kiilon egy-
tagu kifejezések lesznek.

Megjegyzés: Vannak bonyolultabb algebrai kifejezé-
sek, amelyekrdl nem egyszerti megallapitani, hogy
egytaguiak-e vagy tobbtaguak. Ugyanazon kifejezést
egy- és tobbtagu alakban is fel lehet irni, de errdl
majd késébbi tanulmanyaitok soran lesz szo.

Példaul: b- (a + ¢) = b- a + b- c bettkifejezés bal
oldala egytagu, jobb oldala tobbtagu (kéttagu).
Ezek ismeretében megtehetiink néhany egyszert-
sit6 atalakitast:

o Az egynemti kifejezéseket 0sszevonhatjuk.
e A zardjeleket a tanult mdédon felbonthatjuk.

3. PELDA

Végezziik el a zardjelfelbontast és a lehetséges dsszevonasokat!

a) 3(x+4)+ 2(x— 1)+ 5(x— 2);
b) 5(x+y)+3(x+2y)—2(x—y).

Megoldas

Jeloljiik egyforma modon az egynemt tagokat! Itt most szinessel jel6ltiik, de a fiizetedben jelolhe-
ted alahuzassal, kiemel6 filccel, amivel neked kényelmes.

a) 3(x+4)+2(x— 1)+ 5(x—2)=3x+ 12+ 2x— 2+ 5x— 10 = 10x

A b) résznél vigyazni kell az utolsé zarojel felbontasanal. A minusz el6jel megvaltoztatja a zardjel-

ben 1év6 dsszes tag eldjelét!

“2(x—y) = (-2) (—y) = (-2) x4 (-2) (~y) =22 +2y
b) 5(x+y)+3(x+2y)—2(x—y) =5x+5y+3x+6y —2x+ 2y = 6x+ 13y
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V’ é’ SZAMOK ES BETUK HASZNALATA IL.

FELADATOK

15" Végezd el a szorzasokat!

a) 3(x+2); b) —4(5+y);
c) 1,5(2x —3y); d) x(7 —x);
e) (x+y)-(=5);  f) z(4x—6y);

g 2x(x+8);
i) 4y(x+y);

h) xy(3,4+1,7);
j) z(3x +4y — 5z).

2 Elészor vond Ossze a zardjelen beliili kifeje-
zéseket, majd végezd el a szorzasokat!

a) 3(a+7b—4a+ 5b);

b) (—2e —3f+7f—12e) - (=5);

c) x(—3—4x+8—2x+1);

d) (=5)(4—x+5+4x — 8 — 3x);

e) (2x — 3y +4xy — 2yx) - xy;

) (x—y—4x—7y—xy) (=3xy).

3 Bontsd fel a zarojeleket és végezd el az 6sz-
szevonasokat!

a) 4(a—1)+7(2—a);

b) 5(3—a)—3(a+2);

c) 33+ a)—7(2—a);

d) 2(2—a)+ 2(a+ 4);

e) 4(4x — 2)— 5(5— 3x);

f) 6(3x— 8)+ 2(11x + 8).

4 Végezd el a zarojelfelbontasokat, dsszevo-
nasokat és szamitsd ki a kifejezés helyettesitési
értékét!
a) 8y —3x+6—(y+2x+ 8)
x==3;y=T;
b) (5—9)— (2a— 3b) — (—2b+ 4a)
a=2;b=6;
c) (—4z—5)+ (—3z—2v)— (9v+1)

4 1
= v=—=.
‘T 7
55" Péntek délutan megirtam az 0sszes leckém

2

negyedét, szombat délel6tt a g-ét. Maradt-e

leckém vasarnapra?

6 Végezd el az dsszevonasokat!
a) 2a + 4a*>+ 8a + 6a’;
b) 5b + 5b* — 8b —18b°;
c) c+c”+c—2c— 2%
e py 3, 22 1,4
d) d 2d+d+2d 4d 2d,

2 1, 352
e) 3a+2b+b 2b 2b+a.

7~ Keresd az egyenldket!
a) 3a+2a 9

5a—"7a

2(3a—9)

a+4a
5a

(a—36 —2a—-2)—4
—Ligx—

b) x+y 2 (8 —4) =3(y—x)

2% 4x — 2y — 3x+ 3y 2x;—2y

2(y — 2x)

3x—3y

8~ Egy a szdmhoz hozzdadtuk a szdm négy-
szeresét. Ird fel betiikkel!

95" Egy z szamot elosztottunk a szam nyolca-
déval. Ird fel bettikkel!

105" Vettem s darab ragot (119 Ft/db), ¢ da-

rab csokit (87 Ft/db), k csomag gumicukrot

(165 Ft/db) és n tiveg lekvart (439 Ft/db).

a) Ird fel, mennyit fizettem dsszesen!

b) Hany forinttal fizetek tobbet, ha veszek még
négy ragot és két csokit?

11  Andras minden sziiletésnapjara annyi
konyvet kapott, ahany éves volt. Készits tabla-
zatot, hogy hany konyve gytlt 6ssze az ajandé-
kokbol 1; 2; ...; 13; 14, illetve a éves kordig!
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7 EGYENLETMEGOLDASI MODSZEREK:
[

PROBALGATAS ES LEBONTOGATAS

Betiik hasznalataval az egyenletek megoldasat is  Példaul:

egyszer(ibbé tehetjitk. Oldjuk meg a 3x + 5 = 17 egyenletet az egész sza-

o Az egyenlet olyan egyenldség, amely egy (eset-  mok halmazan!
leg tobb) ismeretlent tartalmaz. Az egyenlet Az alaphalmaz az egész szamok halmaza.
megoldasa soran az ismeretlen lehetséges érté¢-  Barmely eddig tanult egyenletmegoldasi mod-
kei koziil keressiik azt (vagy azokat) az érték(ek)-  szert haszndlva megkapjuk, hogy x = 4.
et, amely(ek) igazza teszi(k) az egyenldséget. Ez azt jelenti, hogy ha az x helyére 4-et helyette-
sitiink, akkor igaz egyenléséget kapunk, ha bar-

o Az egyenlet alaphalmazanak nevezziik azok- e v .
mely mas szamot, akkor az egyenl6ség nem igaz.

nak a szdmoknak a halmazat, amely halmaz-
ban a megoldast keressiik. Ha nem utal semmi  Ellenérzés: 3-4 + 5 =17
az alaphalmazra, akkor mindig a tanult sza-

mok halmazan kell keresni a megoldast. PAROS MUNKA

e A kapott megoldast mindig ellenérizni kell. Beszéljétek meg, milyen egyenletmegoldasi
Az ellenérzést az eredeti egyenletbe torténd modszereket ismertek!
behelyettesitéssel végezziik. Ha szoveges fela- Fogalmazzatok meg, melyik mdédszernek mi
datot oldunk meg egyenletfelirassal, akkor az a lényege!

ellenérzés mindig a széveg alapjan torténjen!

1. PELDA

Oldjuk meg az egyenleteket a korabban tanult mddszerek segitségével!

a) B3x+8)-2—5=17

b) Van-e megoldasa az alabbi egyenletnek a 10-nél kisebb primszamok koézott?
x-(x—1)=6

Megoldads

Az egyenleteket tobbféle modszerrel megoldhatjuk. Prébaljuk meg mindig azt alkalmazni, amely
a leggyorsabban vezet a megoldashoz!

a) Most a lebontogatas a legcélravezetobb. Ezt a mddszert akkor tudjuk hatékonyan hasznalni, ha
az egyenlet egyik oldalan egy szam 4ll. Ilyenkor az egyenlet ismeretlent is tartalmazé oldalan
szerepld utolsé miivelet ellentettjével valtoztatjuk a jobb oldal értékét. Ezt a 1épést tobbszor al-
kalmazva eljutunk az ismeretlen (most az x) értékének meghatarozasahoz.
x=[(17+5):2—8]:3
x=1
Ellen6rzés!

b) A prébalgatas modszerét akkor érdemes alkalmazni, ha az egyenlet vagy egyenl6tlenség alap-

halmazanak kevés eleme van. Hatranya, hogy sok szamolassal jar, hiszen gyakran az alaphalmaz
minden elemét be kell helyettesiteni.

Az alaphalmaz elemei: 2; 3; 5; 7. Ezeket behelyettesitve az x = 3 megoldast kapjuk.
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V 7 EGYENLETMEGOLDASI MODSZEREK:
® ®

PROBALGATAS ES LEBONTOGATAS

Az 6sszevonasrol, zardjelfelbontasrol tanult azonossagok
nem valtoztatjak meg az algebrai kifejezések értékét, tehat
hasznalhatjuk 6ket az egyenletek megoldasa soran is.

Oldjuk mega 3(x+ 2)+ 2(x — 1)+ x — 5 = 11 egyenletet!

Megoldds
3(x+2)+2(x—1)+x—5=11  /zardjelfelbontas
3x+6+2x—2+x—5=11  /Osszevonds
6x—1=11
Oldjuk meg a 6x — 1 = 11 egyenletet lebontogatassal. Visz-
szafelé gondolkozva kapjuk, hogy x = (11 + 1) : 6 = 2.

Ellen6rzés:
32+2)+22—-1)+2—-5=3-4+21-3=11

Tehat az x = 2 valéban megoldas.

FELADATOK

15 Oldd meg az alabbi egyenleteket a lebontogatas modszerének felhasznaldsaval!
a) 5[4 (6x — 3)+2]— 4 = 26; b) 2-[3-(4x+1)+3]—2 = 28.

2 Végezd el alehetséges Osszevonasokat, majd a probalgatas mddszerének segitségével dontsd el,
van-e az egyenleteknek 5-nél nem nagyobb megoldasa a pozitiv egész szamok halmazan!

A szamolashoz készits tablazatot a fiizetedben!

a) 2x+3+8x—7+2=5x—12; b) 4x —8—10x+2+x+ 6 = 4 — 4x;

) x+4x+2—-2x+2=3x+5+4+3x—4; d) 3x— 6+ 10x—2— 6x=5x— 8—2x+ 12.

35" Egy szdmhoz a négyszeresét hozzdadva 9785-t kapunk. Melyik ez a szdm?

4 Egy autébusz eldre tervezett utjanak harmaddanal 20 km-rel tobbet tett meg, amikor pihendt
tartott egy parkoloban. Ekkor a buszvezet6 azt mondta az utasoknak, hogy eddig 200 km-t tettek
meg. Hany km volt a tervezett ut?
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PROBALGATAS ES LEBONTOGATAS

5 Egy szamot elosztva a nyolcadaval eredményiil 8-at kaptunk. Melyik szamra igaz ez az allitas?

6 Ki melyik szdmra gondolt? Ird fel az egyenleteket, és oldd meg lebontogatéssal az aldbbi

feladatokat!

a) Anna: A gondolt szam hétszeresébdl négyet elvéve 45-6t kaptam.

b) Balint: A gondolt szamhoz hozzaadtam 8-at, az dsszeget elosztottam 7-tel, a hanyadosbol elvet-
tem 3-at, igy 1-et kaptam.

c) Csenge: A gondolt szam kilencszeresénél 12-vel kisebb szdm harmada 2.

d) Gaspar: Ha a gondolt szdam négyszeresébdl elveszek 2-t, a kiilonbséget megszorzom 3-mal, a
szorzatbol elveszek 10-et és az eredményt elosztom 5-tel, 4-et kapok.

7 Délutan fél haromkor biciklizni mentiink. Megtettiik a tira negyedét és még 20 km-t, igy mar
csak a harmada van hatra.

a) Hany kilométeres a tra? b) Mikor értiink haza, ha 18 % sebességgel tekertiink?
8 a) Ha 3 kg alma 210 forintba keriil, mennyibe keriil 5 kg
alma?
b) Ha a kg alma x forintba keriil, mennyibe keriil b kg
alma?

9 a) A jatszoteret 200 m keritéssel lehet teljesen bekeriteni.
Az egyik révidebb oldalra 40 m kerités sziikséges. Hany
méter kerités kell az egyik hosszabb oldalra?

b) Egy jatszotér keriilete k, egyik oldala a. Mekkora a
masik oldal?
¢) Minden k és a értékre értelmes a b) feladat?

10 Arany Janos 6 évvel volt id6sebb Pet6fi Sandornal. 1848-
ban ketten egyiitt 56 évesek voltak. Hany éves volt Arany Janos
1844-ben, amikor fia, Arany Laci megsziiletett?

11 , Falu végén kurta kocsma,
Oda rug ki a Szamosral...]”
Tudod-e mire utal Pet6fi Sandor versében a ,kurta kocsma”
kifejezés? A XVIII. szazadban a parasztok nem egész évben,
hanem csak révidebb ideig arulhattak sajat borukat a kocsmakban. Az év maradék részében a f6l-
desuré volt a borkimérés joga és haszna is.
a) Hany napon keresztiil arulhattak bort a parasztok a maguk hasznara, ha az év 1/3 részénél 11
nappal kevesebb ideig volt 6vék a borkimérés joga?
b) A haszon hanyad része lehetett a foldesuré?

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK




v,

Az abrakon régi mérlegeket lattok. Ezeket nevezik kétkaru mérlegnek. Egyensuly esetén a mérleg ta-
nyérjai ugyanolyan magasan vannak. Ha az egyik oldalon nehezebb targy van, akkor ezen az oldalon
1évé mérleg tanyérja lejjebb van a masik oldalhoz képest.

Egyensulyban 1év6 mérleg; a serpeny6kben 1évé A mérleg nincs egyenstlyban, a jobb oldali
tomegek megegyeznek. serpeny6ben nagyobb tomeg van, mint
a bal oldaliban.

Kétkaru mérleg segitségével a serpeny6kben 1évé testek tomegét hasonlitjuk dssze. A digitalis mérlegek
elterjedése el6tt ilyen mérlegek szolgaltak tomegmérésre. Szamos helyen ma is talalkozhatunk veliik.

1. PELDA

Van harom egyforma tomegli dobozunk. Ha egy kétkaru mérleg egyik serpenydjében 2 ilyen do-
bozt és egy 2 kg-os tomeget, a masikba pedig egy ugyanilyen dobozt és két darab 2 kg-os és egy
1 kg-os tomeget tesziink, akkor a mérleg egyenstlyban van. Hatarozzuk meg egy doboz ismeretlen
tomegét!

Megoldds
A mérleg egyensulyban van.

Jeldlje az ismeretlen tomeget x.

Bal oldal: X+x+2=2-x+2,
Jobb oldal: x+2+2+1=x+5

A két oldal egyenld, ezért: 2-x +2=x+5

Mindkét serpenydbdl levettiink egy 2 kg-os tomeget.

2x =x+3
A mérleg egyensulyban maradt.
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Mindkét serpeny6bdl levessziik az ismeretlen tomegli ~ dobozt.

x=3
A mérleg egyenstlyban maradt.

Az  doboz tomeg 3 kg-os.

Egyenlet megoldasakor az elébb alkalmazott mddszert akkor is alkalmazhatjuk, ha nincs sz6 valodi
mérlegrél. Az egyenlet két oldalat egy egyensulyban 1év6 mérleg két serpenydjéhez hasonlitjuk. Megol-
das kozben a két oldalt ugyanolyan mddon valtoztatjuk.

Nem valtozik a mérleg egyenstilya, azaz az egyenletben az egyenldség, ha:
¢ Az egyenlet két oldalan allé kifejezést ugyanannyival noveljiik, vagy csokkentjiik.
o Az egyenlet két oldalan all6 kifejezésnek ugyanannyiszorosat vagy ugyanannyiad részét vessziik.

Ezek a mérlegelv 1épései, melyeket megoldas soran az egyenlet jobb oldala mellé irva jeloliink. A mér-
legelv segitségével olyan egyenletek is megoldhatok, amelyek lebontogatassal nem, vagy csak sokkal
koriilményesebben lennének megoldhatdk.

2. PELDA

Oldjuk meg mérlegelv segitségével az alabbi egyenletet!
3-x+2=x+12

Megoldds
3.x+2=x+12 /—2 Mindkét oldalbél vonjunk ki 2-t.
3.x+2—-2=x+12-2
3-x=x+10 /—x Mindkét oldalbol vonjunk ki x-et.
3-x—x=x+10—x
2-x=10 /:2 Mindkét oldalt osszuk el 2-vel.
x=15

Ellenérzéskor az eredeti egyenlet mindkét oldalan be kell helyettesitentink.
Baloldal: 3-5+2=17 Jobboldal:5+ 12=17
A két oldal egyenl6, tehat x = 5 az egyenlet megoldasa.

A mérlegelv alkalmazasakor is az a célunk, hogy megkapjuk az ismeretlennek (bettinek) azt az értékét,
amelyet behelyettesitve az egyenletbe igaz egyenldséget kapunk.

Célszert az atalakitasokat ugy végezni, hogy az egyik oldalon csak ismeretlen, a masik oldalon csak
szam legyen.
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Oldjuk meg a kévetkez6 egyenletet: 4 - x — 7 = 2 - x + 5!

Megoldas
Az egyenlet
4-x—-—7=2-x+5
4-x—-7+7=2-x+5

+7

4. x=2-x+ 12
4. x—2-x=2-x+12—2 -x

2x = 12
Dgec L= \2¢ 2
X=6

Az egyenlet megoldasa x = 6.
Behelyettesitéssel igazoljuk a megoldas helyességét: 4 - 6 —7 =26 + 5, 17 =17.

A 1épések jelolése A megoldas 1épései szovegesen
/+7 Mindkét oldalhoz 7-et hozzaadunk.

/[—2-x Mindkét oldalbdl elvesziink 2 - x-et.

/:2 Mindkét oldalt elosztjuk 2-vel.

4. PELDA

Az el6z6 példa egyenletét lebontogatassal nem lehet megoldani. A 3 - x — 5 = 7 egyenletet azon-
ban igen. Oldjuk meg kétféleképpen!

Megoldas
lebontogatassal
X —SP 3-x —_5>
Il Il
28 #5
4 |—| 12 |¢—

a mérlegelv alkalmazasaval

3.x-5 3-x—5=7 /+5
3-x—5+5=7+5
I 3.x=12 /:3
3:-x:3=12:3
7 x=4

CSOPORTMUNKA

Vizsgaljatok a kétkaru mérleg miikodését!
Kisebb targyak (tolltarto, ceruza, radir) segitségével egyensulyozzatok ki!
Ha sikeriilt, irjatok fel egyenl8ségeket! Péld4ul: Agi tolltartéja + 1 radir = 3 ceruza + 2 toll.
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Oldjuk meg mérlegelv segitségével az alabbi egyenletet!

1—4x=10—x
Megoldas
1—4x=10—x /+x  Mindkét oldalhoz adjunk hozza x-et.
1—3x=10 /=1  Mindkét oldalbol vonjunk ki 1-et.
—3x=9 /:(—=3) Mindkét oldalt osszuk el (—3)-mal.
x=3

FELADATOK

1 Oldd meg mérlegelv segitségével az egyenleteket!
a) 6x—2=5x+7; b)4x+2=2x+22; ¢) 8x—1=4x+29; d) -7+ 8x=8 — 7x.

2 Végezd el az 6sszevonasokat, zarojelfelbontasokat, majd a mérlegelv felhasznalasaval oldd meg

az egyenleteket!
a) x+4—7x—2=6x+1+2x—3; b) 22 —28x + 56 + 60x = 8x — 24 + 46 + 12x;
) 21(x—1)+9=9(x—1)+9; d) 8(x+12)—6=6(2x—1) + 6.

3 Zardjelfelbontas és dsszevonds utdn alkalmazd a mérlegelvet az egyenletek megoldasahoz!
a) 6(3 — 2x) +20 = 10(x — 3) — 10;

b) 6(a—4)+52—a)=3(—a—1)—3(a—2);

c) 2(2—3x) +3(2 —2x) =6(2x — 3) — 3(12x + 3);

d) 5(2 — b) +10(b — 2) — 2(2,5b + 5)=3(3b — 15).

4 Zarojelfelbontas utan végezd el a lehetséges 6sszevonasokat, és oldd meg az egyenleteket!
a) 2-(4x+1)+7 - 8x+2)=12-(x+6)—4 - (x+2)—6;

b) 6—(x+2)—3 (2x—4)=8-(4—x)+3-(x — 4);

0) 3-2x+1)+12-3x—2)=6-3x— 1)+ 3-(x —4)+ 11;
d)10—5-(2—2x)+2(x+4)=2-(2—3x)—4-(6—x).

5 A csempéket huszasaval dobozoljak. A csempéket tartalmazé papirdoboz iiresen 0,5 kg és egy
doboz csempe ugyanolyan nehéz, mint 5 csempe és 8 kg. Hany kg egy csempe?

6 Egy szam hatszorosabol 4-et kivonva ugyanazt kapjuk, mintha az 6tszoroséhez 10-et hozza-
adunk. Melyik ez a szam?

7 Panni és Orsi matricakat gydjt. Panni matricai négyszeresénél 10-zel tobb ugyanannyi, mint
Orsi matricai hatszorosanal 22-vel kevesebb. Hany matricat gyujtottek a lanyok kiilon-kiilén?
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1. PELDA

A lanyok szama az osztalylétszam harmadanal kettével tobb. Hany f6s az osztaly, ha a fiuk kilencen
vannak?

Megoldas
Az osztalylétszamot jeloljiik x-szel!
A feladat els6 mondata szerint a lanyok szama = % x+2

A feladat masodik mondata szerint a lanyok szama = x — 9

Az egyenlet ennek a két kifejezésnek az egyenléségét irja le: Loxt2=x-9

3
Megoldjuk az egyenletet:
Lx+2=x-9 /-2
3
%-x=x—11 /—x
~%-x=-11 /-3
—2-x=-33 /: (=2)
x > 162 16,5

Behelyettesitéssel meggyézddhetiink, hogy a felirt egyenletet jol oldottuk meg.

Az x = % mégsem megolddsa a feladatnak, hiszen x az osztaly tanuldinak szamat jeloli, és ez

csak pozitiv egész szam lehet, ami azt jelenti, hogy az egyenlet alaphalmaza a pozitiv egész szamok
halmaza. Ennek az egyenletnek nincs megoldasa az egyenlet alaphalmazan, révidebben mondva
nincs megoldasa.

Az alaphalmaz azon elemeinek Osszessége, amelyeket az egyenletbe helyettesitve igaz kijelentést ka-
punk, az egyenlet igazsaghalmaza. Egyenletet megoldani annyit jelent, mint meghatarozni az igazsag-
halmazat.

Az 1. példaban szerepld egyenletnek nincs megoldasa, mert 16,5 tanulé nem lehet egy osztalyban.

Oldjuk meg egyidejiileg, hasonlo lépésekkel a kovetkezo két egyenletet:
2:(x—=3)+1=2-x-5; 2:(x—3)+2=2-x—15!
A megoldas kozben figyeljiik meg a megoldashoz vezetd 1épéseket.
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Megoldas
Felbontjuk a zarojelet és 6sszevonunk:
2-(x—3)+1=2-x—5
2:x—6+1=2-x—5
2-x—5=2-x—5
A két oldal azonos; barmilyen szamot helyette-

sitiink x helyére, az egyenldség teljesiil.
Az ilyen egyenletet azonossagnak nevezziik.

Azonossag: olyan egyenlet, amelynek igazsag-

halmaza megegyezik az alaphalmazzal.

2-(x—3)+2=2-x—5
2:x—6+2=2-x—-5
2:-x—4=2-x—5
A jobb oldal 1-gyel kisebb, mint a baloldal. Ez
semmilyen x esetén nem teljesiil. Az egyenlet-

nek nincs megoldasa. Mas szavakkal, az egyen-
letmegoldas soran ellentmondasra jutunk.

Olyan egyenlet amelynek igazsaghalmaza az
alaphalmaz egyik elemére sem teljesiil.

3. PELDA

Oldjuk meg az alabbi tortkifejezéseket tartalmazo egyenleteket!

Q) X=24x=6

b) %-(x—S)z 3-.x+1

3
Megoldads
a) xg_Z +x=06 /-3 (igy nem lesz tort az egyenletben)
x—2+3-x=18 /6sszevonds
4-x—2=18 /+2
4-x=20 /:4
x=5
Ellenérzés: 5; 2i5=¢6
b) %-(x —-5)=3-x+1 /zérojelfelbontds
2.,_10_ 5. .
3 Y3 3-x+1 /-3
2x—10=9x+ 3 /+ 10
2x = 9x+13 /—9x
—7x =13 [: (=7)
__13
=T

Ellenérzés: bal oldal: ;~(

)+1:——+1=

5):%3'9(“17—8):3‘2%*%
SH1=-3
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4. PELDA

Oldjuk mega 2(x — 1) + 3(x + 2) — 5 + x = 3x + 11 egyenletet!

Megoldas

[rjuk ki a lathatatlan szorzésjeleket a megoldas lépéseinek megkonnyitéséhez.

2-(x—1)+3-(x+2)—5+x=3-x+11

2. x—2+3-x+6—5+x=3-x+11
6x—1=3x+11
6x=3x+ 12
3x=12
x=4

/zérojelfelbontds
/0ssszevonas
/+1

/— 3x

/:3

Ellenérzéssel meggy6zddhetiink a megoldas helyességérol.

FELADATOK

1 Hany megolddsa van az alabbi egyenletek-
nek?
a) 6(2 + x) =36(x—5) + 39;
b) 10(2x — 3)+5 = 15 + 20(x + 1);
c) 9—6(x—3)=12x—21;
d2-(x+7)—2-x=7;
e) 7=2-x+14—x;
f) —14=2-(x—7)—2-x
2

g —5= 3-x+1—§-x;

2

2 Melyik egyenletnek van megoldasa az egész
szamok halmazan? Az egyenletek megoldasa
utan valaszolj a kérdésre!

a) B2 —sx—a; b) BHE2 = 0xp 2

3
2X _ 4. 3. — T
c)4+?—2x, d)5(5x+12)—7x,
7x—1 _ 4x+10
e) s = i

3 Egy szam kétszeresébdl kivontam nyolcat.
Ugyanakkora szamot kaptam, mint a szamnal

harommal kisebb szam kétszerese. Melyik szam-
ra gondoltam?

4 Egy szamot hdrommal csokkentettem,
majd vettem a hatodrészét. Ugyanazt a szamot
kaptam, mint a szam kétszeresénél 5-tel na-
gyobb szam. Melyik ez a szam?

5 Gondoltam egy szamra. A kilencszereséhez
hozzdadtam nyolcat. Igy ugyanakkora szdmot
kaptam, mint amikor a szam feléhez adtam
hozza masfelet. Melyik szamra gondoltam?

6 Egy régi hazban lakunk, ahol a négyzet
alap szobam magassaga éppen 0,8-szerese az
oldalanak. A szoba 12 élének hossza Osszesen
44,8 méter.

a) Milyen magas a szobam?

b) Mekkor a szobam alapteriilete?

7 Anna meghirdette a hasznalt jatékat, de
nem jelentkezett vevd, ugyhogy 20%-ot enge-
dett az arbol. Sajnos igy sem jelentkezett senki,
de amikor ezt tovabb csokkentette 1500 Ft-tal,
akkor a kapott 4900 Ft-os aron mar talalt vevot.
Mennyiért kezdte hirdetni Anna a jatékat?
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Vizsgaljuk meg, hogy egyenlétlenség megoldasakor is alkalmazhatjuk-e a mérlegelvet:

A mérleg jelzi, hogy a bal oldali tomeg nagyobb, mint a jobb oldali.
Ha mindkét serpeny6bdl kivesziink Ha mindkét serpeny6 tartalmat meg-
10 g-ot, nem valtozik a mérleg dlldsa: ~ felezziik, nem valtozik a mérleg allasa:
24g>16g¢g /-10g l4g>6g [:2
l4g> 6¢g 7¢>3¢g

1. PELDA

Képzeletbeli mérlegre tettiik a 2012-es olimpia 8 magyar aranyérmét
és néhany mérdsilyt, az abran lathaté médon. Mekkora lehet egy
aranyérem tomege?

Megoldds

2 kg + 5 aranyérem > 3 kg + 3 aranyérem / levesziink mindkét serpeny6bdl 2 db 1 kg-os tomeget
5 aranyérem > 1 kg + 3 aranyérem / levesziink mindkét serpeny6bd6l 3 aranyérmet
2 aranyérem > 1 kg
1 aranyérem > 50 dkg

1 londoni aranyérem tomege 50 dkg-ndl nagyobb. (A valdsagban 550 g.)

Nézz utana, hogyan allna a mérleg nyelve az 1. példaban, ha a riéi olimpia 8 aranyérmét tennénk
a mérlegre, az eredetihez hasonld elrendezésben.

CSOPORTMUNKA
Ismételjétek at néhany példan keresztiil, mikor marad és mikor valtozik a relacios jel iranya!
4 <5 /.2 -3<-1 /3 —2<1 /-4
8 <10 -9 <3 -8 <4

4 <5 /.2 —3 < -1 /[:3
2 <25 _1<-1
3
4<5 [.(-2) —3< -1 /-(-3) —2<1 [ (—4)
—8 > —10 9 >3 8 > —4
4 <5 [:(=2) —3< -1 [:(-3) —2<1 /(-4

-2 > =25 1 1< 1
1>3 2> 4
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Lathato, hogy a relacios jel megfordul, ha negativ szammal szorzunk, vagy osztunk. Egyenlé6tlensé-
gek megoldasa soran erre fokozottan kell iigyelni!

Osszegezve:
Az egyenlétlenségek megoldasa soran is alkalmazhatjuk a mérlegelvet, figyelve az alabbiakra.

Az egyenlétlenség mindkét oldalahoz ugyanazt a szamot hozzaadva, vagy mindkét oldalabdl ugyan-
azt a szamot kivonva, a relacids jel nem valtozik meg.

Ha az egyenldtlenség mindkét oldalat ugyanazzal a pozitiv szammal szorozzuk, vagy osztjuk, akkor
a relacios jel nem valtozik meg.

Ha az egyenldtlenség mindkét oldalat ugyanazzal a negativ szammal szorozzuk, vagy osztjuk,

akkor a relacios jel megfordul.

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenséget: 7- x —5 > 5-x + 7!

Megoldds

Azt keressiik, hogy mely x értékek esetén nagyobb a bal oldal, mint a jobb.
Els6 megoldds: probalgatassal. Kiszamitjuk a bal és jobb oldalt néhany helyettesitési értéknél:

55 =2 x=4 x=5 X=6 =17 x=38 x=9
bal: 7-x—5 16 23 30 37 44 51 58
jobb: 5. x + 7 22 27 32 37 42 47 52

Lathato, hogy x novelésével mindkét oldal novekszik, de a bal oldal nagyobb mértékben. Ha x = 6,
akkor a két oldal egyenld, x < 6 esetén a bal oldal kisebb, x > 6 esetén pedig a jobb oldal.

Masodik megoldds: mérlegelv alkalmazasaval:

7-x—5>5-x+7 /+5
7-x>5-x+12 /-5-x
2-x > 12 /:2
x> 6

Az egyenl6tlenség megoldasa: x > 6. Ennek végtelen sok szam felel meg. Mindegyiket nem lehet
ellenérizni. Ellenérzéskor kiszamitjuk a bal és jobb oldal értékét néhany 6-nal kisebb és 6-nal
nagyobb helyen.
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3. PELDA

Abrézoljuk szamegyenesen a x=2) + 8 < 7 + 4x egyenl6tlenség megolddsat!
Megoldas
A mérlegelv segitségével oldjuk meg az egyenlé6tlenséget!
3("2_2) +8< 7+ 4x /-2
3x—2)+16 < 14 + 8x /zardjelfelbontas
3x—6+16 < 14 + 8x /6sszevonds
3x+10 < 14 + 8x /=10
3x < 4+ 8x /—8x
—5x < 4 /: (=5)
4 l l l l l l l l l l l l l L
x > - : : : : : : ¢ T T T T T T T T T T T T T L
> -2 -1 0 1 2
A szamegyenesen torténé dbrazolasnal figyeljiink arra, hogy az x = —% nem tartozik hozza a meg-
oldashalmazhoz.
1~ Oldd meg az egyenldtlenségeket! 4> Trd fel egyenlétlenséggel az alébbi allitaso-
a) 2a < 6; b) 2a < a+ 6; kat! Oldd meg az egész szamok halmazan, mely
) 2a+3<a+6; d) 2a+3<4a+6; egész szamokra teljesiilnek az aldbbi egyenl6t-
e) 12 = 4b; f) 1226+ 4b; lenségek!
g 12+2b=6+4b; h) 12— 2b =6 — 4b. a) Egy szam 6tszorose kisebb, mint a kétszere-
sénél 6-tel nagyobb szam.

2 Oldd meg az egyenl6tlenségeket! b) Egy szam felénél 10-zel nagyobb szam nagyobb,
a) 4x > 7; b) 4x >-7; mint a kétszeresénél 5-tel nagyobb szam.
c) —4x > 7; d) —4x >—7; c) Egy szam harmada kisebb, mint a felénél
e) 2y+5=17; f) 2y—5=<17; 2-vel nagyobb szam.
g —2y+5=<17; h) -2y—5=17. d) Egy szam ellentettjénél 4-gyel kisebb szdm nem

nagyobb, mint a szimnal 6-tal nagyobb szam.

3 Oldd meg az egyenldtlenségeket! 5 A hust is tartalmazo napi menii ara 880 Ft,

a) 3(a+2) > 6a—5(a+1); a vegetaridnus menii pedig 780 Ft. M4jus 2-4n
b) 9(b—3)>3(b—3)+12; az Osszes bevétel 127 440 Ft volt.
a) Legfeljebb hany adag meniit adtak el?
¢) 4<C - %) <2 (C B %) + %; b) Legal{:bb hény);dagg;neniit adtak el?
d) Zd— 3.24,5 c) Ha 0sszesen 148 adag menii kelt el, akkor
2 4 4 7 hany husos és hany vegetarianus meniit ad-
tak el?
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SZOVEGES FELADATOK MEGOLDASA

V. UA

Ismételjiik at a tavaly megfogalmazott alapelveket! Ha szoveges feladatot egyenlettel szeretnél megolda-
ni, akkor célszerti megfogadni az alabbi tanacsokat:

e Ird fel, mit fogsz ismeretlennek valasztani, és mivel fogod jel6lni!

e Lehetdleg csak egy ismeretlent hasznalj!

e Készits olyan abrat, amelynek segitségével sszefiiggéseket allapithatsz meg!

o Irj fel algebrai kifejezéseket a szovegben levd dsszefiiggések alapjén, és ezek segitségével ird fel az

egyenletet!
¢ A megoldasaidat a szovegbe behelyettesitve ellendrizd!

EGYENLETTEL

Nem sziitkségszeri minden esetben egyenletekkel dolgoznunk. Sokszor kénnyebb kovetkeztetésekkel
megfejteni a valaszt. Az ilyen megoldasok ,,szebbek”, de a megoldas leirasa nem mindig egyszert.

A szoveges feladatok megoldasaban akkor lehetsz sikeres, ha sok feladatot oldasz meg.
Gyakoroljatok a szoveges feladatok megoldasat kozosen!

CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parban!

1~ Csenge és Matyas egyiitt 42 évesek. Csenge
kétszer annyi idés, mint Matyas. Hany évesek
kiilon-kiilon?

25 David 8 évvel id6sebb, mint az dccse, Gergo.
Ketten egyiitt 34 évesek. Hany éves David?

3 Anya 25 éves volt, amikor Csenge meg-
sziiletett. Most 8 év hijan négyszer annyi idds,
mint Csenge. Hany éves most Csenge?

4 Apa 4 évvel idésebb, mint anya. David
23 évvel fiatalabb, mint anya. Apa, anya és
David életkoranak 6sszege 80 év. Hany évesek
kiilon-kiilon?

5 Anya és apa egyiitt 60, anya és Lili egytitt
32, apa és Lili egyiitt 34 évesek. Hany évesek
kiilon-kiilon?

6 Gondoltam egy szamra. A haromszorosa-
bdl elvettem 4-et, a kiilonbséget elosztottam
5-tel, a hanyadoshoz hozzaadtam 2-t, igy 3-at
kaptam. Melyik szamra gondoltam?

7 A téglalap egyik oldala 16 cm-rel révidebb,
a masik oldala 24 cm-rel hosszabb, mint annak
a négyzetnek az oldala, amelynek a teriilete
16 m’. Mekkorak a téglalap oldalai?

8 Gondoltam egy szamra. Ha 40-bdl elve-
szem a kétszeresét, a szam hatszorosat kapom.
Melyik szamra gondoltam?

9 Gondoltam egy szamra. Ha a hétszeresébdl
elveszek 10-et, épp a szdam harmadat kapom.
Melyik szamra gondoltam?

10 Egy kétjegyl szam szamjegyeinek Osszege
10. Ha ebbdl a szambol elvessziik a szamje-
gyeinek felcserélésével kapott szamot, 54-et ka-
punk. Melyik ez a kétjegyli szam?

11  Gondoltam egy szamra. A hatodanal
4-gyel kisebb szam egyenld a kétszeresénél 7-tel
nagyobb szammal. Melyik szamra gondoltam?

12 Gondoltam egy kétjegy(i szamra, amely
szamjegyeinek Osszege 8. Ha a szdm szdmje-
gyeit felcseréljiik, a kapott szam 3-mal nagyobb,
mint a gondolt szam négyszerese. Melyik szam-
ra gondoltam?

13 Az egyenl6 szaru haromszog egyik szoge
68°. Hany fokosak a bels6 szogei?

14 Az egyenld szaru haromszog egyik kiilsé
szoge 150°. Hany fokosak a bels6 szogei?

15 Egy négyszog kiils6 szogeinek aranya
3:4:6:7. Mekkorak a négyszog belsé szogei?
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Szazalékszamitas

A szazalékszamitas sokszor el6fordul mindennapjainkban, ezért fontos tudni, hogyan szamithatjuk ki
a keresett mennyiséget, szamot.

A fogalmak:

Szdzalékalap vagy roviden alap, amelyet A -val jeloliink.
Szazaléklab (szazalék), amelyet p%-kal jeloliink.
Szdzalékérték jeloljik A-val.

A: A szazalékértéket megkapjuk, ha az alapot megszorozzuk a szazaléklab szazadrészével.
Kévetkeztetéssel: Kiszamitjuk az 1%-ot, és abbdl kovetkeztetiink a p%-ra.

B: Ha a szazaléklabat keressiik, azaz ,hany szazalék?”, akkor meghatarozzuk mennyi a szazalékérték, és
elosztjuk az alappal.
Kovetkeztetéssel: Kiszamitjuk, hogy a szdzalékérték hanyadrésze az alapnak, és ezt megszorozzuk 100-zal.

C: Ha az alapot keressiik, akkor a szazalékértéket elosztjuk a szazaléklab szazadrészével.
Kovetkeztetéssel: A szdzalékértékbol visszakovetkeztetiink az 1%-ra, majd ennek 100-szorosa adja az alapot.

Osszetettebb feladatok esetén mindig ujra meg kell hatdrozni, hogy mi az alap vagy szézalékérték, sza-
zaléklab, és a fentiek alapjan szamolni.

Betiik hasznalata

Egyenletek megoldasakor bettikifejezésekkel dolgozunk. Amikor bettikkel végziink mtveleteket, 1j ki-
fejezéseket, fogalmakat is hasznalunk.

Egytagii kifejezés: 2a; %xy; —3a’.

Egyiitthaté: az egytagu betlikifejezés szamszorzdja. Az el6z6 példakban: 2; %; -3.

Egynemii kifejezés olyan egytaguak, amelyek csak szamszorzékban térnek el: 2x; —6x; 3.

4
Betiikifejezések helyettesitési értéke: Adott szam vagy szamok behelyettesitése utan kapott szamérték.
Példaul: T = a - b helyettesitési értékea = 6; b =2esetén T=a-b=6-2 = 12.
A bettkifejezésekkel hasonloan végezhetiink mitiveleteket, mint szamokkal. Csak az egynemii kifejezé-
sek vonhatdk dssze.

Zardjelfelbontasnal a zarojelben 1évé mindegyik tagot meg kell szorozni a megadott szorzéval.
Figyelj a lathatatlan szorzésjelre!
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Egyenletek, egyenlétlenségek
A mérlegelv egy dltaldnos egyenletmegoldasi mddszer.

Lényege:
o Az egyenlet két oldaldn dllo kifejezést ugyanannyival noveljiik, vagy csokkentjiik.
o Az egyenlet két oldaldn allo kifejezésnek ugyanannyiszorosdt vagy ugyanannyiad részét vessziik.

Ezeket a 1épéseket ismételve megkapjuk az egyenlet megoldasat.

Egyenl6tlenségeknél is hasznalhaté a mérlegelv, azzal a mddositassal, hogyha negativ szdmmal osz-
tunk vagy szorzunk, akkor megfordul a reldcios jel (egyenldtlenség) iranya.

Egyenletek megoldasat jol hasznalhatjuk szoveges feladatok megoldasakor.
Ha szoveges feladatot egyenlettel szeretnél megoldani, akkor célszerii megfogadni az aldbbi tandcsokat:
o [rd fel, mit fogsz ismeretlennel jelolni, és lehetdleg csak egy ismeretlent haszndlj.
o Készits olyan dbrat, amelynek segitségével dsszefiiggéseket dllapithatsz meg.
o A szovegben levi Osszefiiggések alapjdn irj fel algebrai kifejezéseket, és ezek segitségével ird fel az
egyenletet.
o A megolddsaidat a szovegbe behelyettesitve ellenérizd.

FELADATOK

1 A Nagy csalad havi 6sszjovedelme 380 000 Ft. Elelmiszerre 120 000 Ft-ot koltottek. A mara-
dék 20%-at kozlekedésre kellett kiadniuk, 25 000 Ft-ot lakastakarékba fektettek. A maradék pénz
85%-a gaz-, villany-, vizdij volt. Az ezutan megmaradt pénzt nyaralasra tették félre.

a) Hany Ft-ot szantak kozlekedésre?

b) A rezsikoltség hany szazaléka az 6sszjovedelmiiknek?

¢) A havi jovedelem hany szazalékat teszik félre a nyaralasra?

2 A Fold vizkészletének 3%-a édesviz, aminek legnagyobb részét az Esza-
ki- és Déli-sarkvidékeken talalhatd jéghegyek teszik ki, tehat a ténylegesen
hozzaférheté mennyiség az 6sszes vizkészlet 0,6%-a. Kevés hasznalhato édes-
viz van tehat a Foldon, takarékoskodnunk kell vele. Egy 4j taldlmany se-
gitségével csokkenteni tudjuk a kézmosashoz hasznalt viz mennyiségét. Az

vjitassal 1261:% helyett csak 7 liter folyik a csapbol percenként.

a) Hany szazalékkal kevesebb vizet hasznalunk el igy egy 10 perces zuha-
nyozas alatt?

e) Egy négytagi varosi csalad napi vizfogyasztasa kb. 0,35 m’ lenne az Gjitds bevezetése utan.
Hany m’ vizet hasznélnak el a talalméany nélkiil havonta?

3 Melyek az egynemt kifejezések a kovetkezo kifejezések kozott?
2
—5ab’; 2ab; %azb; 23ab; 4a°b; —8ba; %baz; %.

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK




AT

4 Hatarozd meg a kifejezések értékét, haa = 3, b = —5!

a) a’b; b) —%(ab)z.

5 Bontsd fel a zarojeleket és végezd el a lehetséges 6sszevonasokat!

a) (11a —13b + 5¢)+ (—15a+ 7b — 2¢);  b) (17a — 37b — 2c)— (16a + 15¢ — 24b);
c) 8a—4—3(a—5)+6(2a—1); d) 4a — 11b — (5a — 12b)— 4(2a — b);

e) (Sx - 4y) - 5(3x - 4y) + (3y - Sx).

6. Oldd meg tetszdleges modszerrel az aldbbi egyenleteket!

a) 2-(2x+5)— 5= 23; b) (2x—8):9+4=6.

7 Oldd meg az alabbi egyenleteket!

a) 2-(x—1)+ 3 = 5x — 29 b) 5-(2x+1)—4-(3x— 2)+ 8 = 3(x— 9) + 10;
¢) x—;—lzxgz; d)%+%—3=i’—g_;

o Ho1i3_gox

85" Oldd meg mérlegelv segitségével!

a) 23(x — 1)+ 3 = 6x — 10; b) %x+%+%=5—%x;

c) %x=7—x; d)27x+%—%+10=3—x.

9 Oldd meg a kovetkez6 egyenletet!
x—[x—(x—4)—3]—-2=1

10 Oldd meg a természetes szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket:
a) (x—=3)(x—2)(x—1)=0; b) (x—3)(x—2)(x—1) =6;
c) (x—=3)(x—2)(x—1)=24; d) (x—3)(x—2)(x—1) = 30.

11 Miért nincs megoldasa a valds szamokon a kovetkezd egyenleteknek?
a) Bx—2)+ (2x—3)°=0; b) (5x —2)"+ (6x — 2)* = 0.

12 Oldd meg a kovetkezo egyenleteket!
a) (x —100)x = 6x; b) (x+ 11)x = 9x.

13 Elkezdjiik 6sszeadni 1-t6] kezdve a pozitiv egész szamokat. Hany darabot kell 6sszeadni, hogy
ez az 0sszeg
a) 21; b) 66; ¢) 100 legyen?
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14 Oldd meg mérlegelv segitségével az alabbi egyenldtlenségeket! A megolddshalmazt dbrdzold

szamegyenesen!

a) 2-(x—1)+ 3 < 5x—29; b) 5-(2x+1)—4-(3x— 2)+ 8> 3(x— 9) + 10;
2x—=1, 3> q_ x. 6—5x , 2x+1 4x+ 8
c)74+2_88, d)3+6<2.

15 Janos bacsi felszerelést akar venni a vizilabdacsapat tag-
jainak. Osszesen 148 000 forintja van a sportkérnek. Egy vizi-
labda 5600 Ft, egy meleg kontos pedig 8000 Ft. Valaszd ki azt
az egyenlétlenséget, amelyik leirja, hogy milyen 6sszefiiggés all
fenn a rendelkezésre allé pénz és a vasarolt labdak, kontosok
szama kozott!

v = a vasarolt vizilabdak szama; k = a vasarolt kontosok szama

A) 8000v + 5600k < 148 000 B) 5600 + v + 800 + k < 148 000
C) 5600v - 8000k < 148 000 D) 5600v + 8000k < 148 000

16 Marcinak mar csak 140 MB szabad memodridja van a telefonjan. Egy fénykép 2 MB és egy
zeneszam 0,3 MB helyet foglal el. Valaszd ki azt az egyenldtlenséget, amely leirja, hogy hany fény-
képet és zeneszamot tarolhat még a telefonjan!

f=fényképek szama; z = zenék szdma

A) 2f+03z=140 B) 2f+0,3z <140 C) 2f+ 0,3z < 140 D) 2f+ 0,3z > 140
17 Irj egy feladatot, amelynek a megolddsa 2x + 25 < 100!

18 Egy haromszog egyik oldaldnak hossza 90%-a a kdzéps6 nagysagu oldalnak, mig a harmadik
oldal hossza 130%-a a k6zéps6nek.
Mekkorak a haromszog oldalai, ha a keriilete 9,6 cm?

19. Egy téglalap teriiletét 25%-kal megnéveljiik, ekkor egy olyan négyzetet kapunk, melynek kerii-
lete 60 cm. Mekkora a téglalap teriilete?

20 Oldd meg az egyenleteket és az egyenl6tlenségeket!
a) 9(2a+5)—40=7(3a— 1)+ a; b) 9(2a+5)—40=<7(3a— 1)+ a;
c) 4(b—5)—312b—5)=2(3b—1)— 27; d) 4(b—5)—3(2b—5)>2(3b—1)— 27.

21 - Gondoltam egy szamra — kozli somolyogva Jancsi. — Ha a négyszeresébdl elveszek 6-ot, a
kiillonbséget elosztom 2-vel, és a hanyadoshoz hozzdadok 5-6t, éppen 0-t kapok.

— Akkor nyertem - szdl Juliska -, az én szamom nagyobb, hisz a haromszorosa 5-tel nagyobb, mint
a fele.

Melyik gyerek melyik szamra gondolt?
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22 Asarkiboltban egy csoki és egy jégkrém 210 Ft-ba, egy jégkrém és egy tidit6 280 Ft-ba, egy csoki
és egy idit6 pedig 230 forintba keriil. Mennyibe keriil a csoki, a jégkrém és az tidit6 kiilon-kiilon?

2350 Egy szimmetrikus trapéz egy szaron fekvo két szogének a kiilonbsége 120°. Mekkorak a tra-
péz szogei?

24~ Péter, Pal és Panka harmas ikrek. Péter sziiletési sulya 40 grammal t6bb, mint Pankaé, de
60 grammal kevesebb, mint Pal sulya. Mikor mindharmukat egyszerre mérték meg, a kijelz6
8750 grammot mutatott. Hiny grammal sziilettek a gyerekek?

255" A rombusz egyik szoge haromszor akkora, mint a szomszédos szoge. Mekkorak a rombusz
szogei?

26 A Rugalmas laborban holtan talaltak reggel 9-kor Dr. Agyvillamot, és valaki elvitte annak a
végteleniil rugalmas anyagnak a leirdsat, amelyen a tudds éppen dolgozott. A halottkém megalla-
pitotta, hogy a test h6mérséklete a megtalalaskor 28 C°-os volt, és tudjuk, hogy a halal bedllta utan,
a kezdetben 36 C°-os test hdmérséklete oranként 2 C°-kal csokken. A biztonsagi kamera négy
ember képét rogzitette a labor el6tti folyoson.

A négy lehetséges elkoveté Mr. Roszfickov, Mr. Jang, Mrs. Kékharis és Mrs. Innocent.

— Mr. Roszfickovot 11 érakor tartdztattak fel a rendérok az orszaghataron, egy vasuti kocsiban.

A hatar 1100 km-re volt a Rugalmas labortdl és a vonat maximalis sebessége 160 % lehetett.

— Mr. Jangot a labortdl 240 km-re kaptak el egy kerékparon, délel6tt 10-kor. A kerékparral legfel-
jebb 40 km-t tudott megtenni éranként.

— Mrs. Kékharis motorozott. Ot délelétt 10:30-kor tartdztatték fel az autépalyan. A motorkerék-
parral legfeljebb 140 km-t tehetett meg 6ranként és a labortél 850 km-re kaptak el.

— Mrs. Innocent autéval tavozott. A hegyi tuton szaladt bele egy renddrségi utzarba, 11-kor. A szer-

pentinen legfeljebb 120 % sebességgel haladhatott, és éppen 600 km-re volt a labortdl.

a) Mikor tavozhatott a laborbol Mr. Roszfickov?  b) Mikor tavozhatott a laborbol Mr. Jang?
¢) Mikor tavozhatott a laborbdl Mrs. Kékharis?  d) Mikor tavozhatott a laborbdl Mrs. Innocent?
e) Mikor kovették el a blintényt? f) Kilehetett az elkovet6?

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK




V. R

27 A téglalap egyik oldalat a négyszeresére, a masik oldalat a harmadara valtoztattuk. Hanyszo-
rosa az igy kapott téglalap teriilete az eredeti téglalap teriiletének?

28 Gondoltunk egy pozitiv paros szamot. A gondolt szamig 0sszeadjuk a pozitiv paratlan sza-
mokat és az sszeget 31-gyel noveljiik. Az igy kapott szam pontosan annyi, mintha a pozitiv paros

szamokat adndnk 0ssze a gondolt szamig. Melyik szdmra gondoltunk?

29 Két zacskdban levé golyok aranya 3:5. Ha az egyik zacskobdl attesziink 4 golydt a masikba,
akkor mindkett6ben azonos lesz a golydk szama. Hany golyd volt eredetileg az egyes zacskokban?

30 Nagy koltéinkhez egy-egy pozitiv egész szamot rendeltiink. Melyikhez melyiket, ha a tabla-
zatban a sorok és oszlopok 6sszegét adtuk meg?

29
25

33

25 31 31
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— Az el6z6 ttra nagyon sokan jelentkeztek, de sajnos csak két diak johetett velem Alexandriaba.
Nem kell azonban elkeserednetek, mivel a mostani kalandunk is hasonl6 korba indul. Uti célunk
ezuttal Sziirakusza, ahol Arkhimédészt lathatjak a szerencsések, aki ... Matyi és Zozo! - kialtotta
Judit néni vasari kikialtoként elnyujtva a hangjat. — Fiuk! Ha megérkeziink, ne ijedjetek meg a
zajoktol! Kr. e. 213-ban épp ostromoltdk Sziirakuszat! — mondta a tanarnd, s alig néhany pillanat
mulva mar valdban maguk el6tt lattak a csatat.

A varfalon siirgdl6dék harsanyan nevettek, amikor a rémai hajokrdl kil6tt ké joval a falak el6tt,
artalmatlanul hullott a vizbe.

— Itt jon Arkhimédész. Mutassuk meg a romaiaknak a hajitogépét! Tekerjetek a kotélen még ket-
tot, aztdn alljatok hatrébb! — vezényelt egy diszes egyenruhaju katona.

A nehéz k6 magasra ivelt, majd telibe talalta az egyik hajé arbocat. Recsegve-ropogva dolt el.
Az evez6knél 1il6 rabszolgaknak igencsak igyekezniiik kellett, ha biztonsagos tavolsagba akartak
juttatni a hajé maradékat.

— Remélem, oriilsz és biiszke vagy a sikereinkre, Arkhimédész. Szerencsére jol miikodnek a ter-
veid alapjan épitett gépek- fordult oda a tudéshoz a parancsnok.

— Oriilok, de nem a szerencse miikodteti a gépeimet. A matematika és a fizika térvényeinek en-
gedelmeskednek, de ez csak jaték! A gombrél és a kuprdl irt munkamra biiszkébb vagyok, mint
erre a gépre.

— Csinalhatnank mi is hajitégépet technikaéran - lelkesiilt fel Zozé. — Sokkal izgalmasabb lenne,
mint a multkori feladat, amikor rakott krumplit kellett f6zni.



VI. /. EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

A tengelyes tiikrozés és a kozéppontos titkrozés kapcsan megismerkedtiink az egybevagdsag fogalmaval.
Megallapitottuk, hogy mind a két transzformaci6 egybevagdsag, ezért mondhatjuk, hogy a KLM ha-
romszog egybevagd a K'L'M"haromszoggel, illetve a PQR haromszog egybevagd a P'Q'R"haromszoggel.

L

M |t M R

K/

L/

Rovid jeloléssel: KLM A = K'L'M'A, PQRA = P'QR'A.

Az ABC és az A'B'C' haromszog kozott nincs sem tengelyes, sem kozéppontos titkros kapcsolat, mégis
egybevagoénak gondoljuk 6ket.

Felsoroljuk azokat az alapeseteket, amikor két haromszogrol kijelenthetjiik, hogy egybevagok. A meg-
fogalmazasok az dbran lathaté ABC és A'B'C" haromszogekre vonatkoznak.

I. a) Ha két hdromszogben, a = a’, b = b’, ¢ = ¢’, akkor ABCA = A'BC'A.
I1. a) Ha két haromszogben a = a’, b = b’, y = ', akkor ABCA = A'B'C'A.
I1I. a) Ha két hdromszogbena = a’, f = p', y = 7', akkor ABCA = A'BC'A.
IV. a) Ha két haromszogben a = a’, b =1, és a > b esetén @ = @', akkor ABCA = A'BC'A.

Igaz a négy allitas megforditasa is.

I.b)Ha ABCA\ = A'BC'/\,akkora=a',b=b",c=c.
II.b) Ha ABCA = A'BC'/A\,akkora =a’,b=0b",7y =7 .
III.b) Ha ABCA = A'BC'N\,akkora=a,8=8,7=7.
IV.b) Ha ABCA = A'BC'/\,akkora =a’,b="0",ésa > b esetén o = «'.

Al a) esetben két-két oldal és a kozbezart szog, a IV. a) esetben két-két oldal és a nagyobbikkal szem-
kozti szog szerepel. Felvetdik a kérdés, hogy miért nem fogalmaztuk meg a harmadik lehetéséget is,
amelyikben két-két oldal és a kisebbikkel szemkozti szog szerepel.
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7’ EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

Ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor a két haromszog nem
feltétleniil egybevagd, ezért ezt az esetet nem vehetjiik a ha-
romszogek egybevagosaganak alapesetei kozé.

Az ébra mutat két haromszoget, amelyben a =a’, b =V,
@ = a', és a két haromszog nem egybevigd. A magyarazat
az, hogy most a < b, vagyis az @ a kisebb oldallal szemben
talalhato.

A sokszogek egybevagosaganak eldontéséhez vizsgaljuk meg
a megfelel6 haromszogeket! Az dbran lathaté két sokszog
azért egybevago, mert a megfelelé haromszogparok egybe-
vagok.

1. PELDA

A rajzunkon két szabélyos haromszog lathato.

Mindkettének ugyanakkora a magassaga. Egy-

bevago-e a két haromszog? . m=m’
Megoldas '

Szabélyos haromszogben a magassag szogfele- A A’

z0 is, ezért az A-nal 1év6 60°-os szoget két 30°-
0s szOgre vagja a magassag. AE %
Az ATC és A'T'C’ haromszogekre teljestilnek B’ 0
a III. a) feltételei, azaz egy-egy oldaluk azonos m .
hosszusagu (m = m’), és a rajta fekvé két-két B T C I

sz0g is paronként egyenld (90° és 30°). Ezek

alapjan ATC/A = A'T'C'/A. Hasonlban igazolhatjuk, hogy BTC/A\ = BT'C'/A. Mivel az ABC és az
A'B'C"haromszogek megfelel6 részei egybevagok, ezért ABCA = A'B'C'A.

2. PELDA

Az ABC szabalyos haromszog oldalain bejel6ltiik az abran lathat6 P, Q, R

A
negyedelédpontokat. Mutassuk meg, hogy a PQR haromszdog is szabalyos
haromszog! K
P
B Q C

(%4




EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

Mivel az ABC haromszog szabalyos, ezért az A, B, C csticsoknal 60°-0s
szogeket talalunk. Legyen a szabalyos haromszog oldalanak hossza a!

Mivel a P, Q, R pontok negyedeldpontok, ezért AP = BQ = CR = %a,

PB=QC=RA =%a.
Az APR, BQP, CRQ haromszogekre teljesiilnek a II. a) feltételei, azaz

két-két oldaluk paronként egyenld hosszii (mindegyiknek van 3aés

4
ia hossztsagu oldala), és a kozbezart szogiik is egyenld (60°-os).
Ezek alapjan APRA = BQPA = CRQA.

Ha egybevagok, akkor hasznalhatjuk az I. b) allitast. Vagyis minden megfelel6 oldalparjuk hossza
egyenld, azaz x =y = z.
Ez azt jelenti, hogy a PQR valdban szabalyos haromszog.

FELADATOK

15" Rajzoltunk két négyzetet, amelyek atlo- 5 Az ABCD négy- A N D
ja egyenlé hosszusagu. Egybevagé-e a két  zet oldalain bejelol-
négyzet? tik az 4bran lithato K
K, L, M, N negyede-
l6pontokat. Mutasd

25" Rajzolj egy ABCD paralelogrammat és hizd
meg a két atlojat! A metszéspont legyen E. Irj meg, hogy a KLMN M
fol annyi egybevagd haromszoget, ahanyat csak négyszog is négyzet!
talalsz az abran! B L C

35" Rajzoltunk két egyenld szart haromszo-
get, amelyeknek az alaphoz tartozé magassaga
egyenld. Egybevagé-e a két haromszog?

4 Az ABC sza- A
balyos haromszog

oldalain bejeloltiik

az abran lathato P,

Q, R harmadolo-

pontokat. Mutasd p

meg, hogy a PQR
hdromszog is sza- p
balyos haromszog!

170

6 Az ABC szabalyos hdromszog AB olda-
lara kifelé az AEDB, AC oldalara kifelé az

ACFG négyzetet rajzoltuk. Mutasd meg, hogy
CE = BG!

7 Az ABC derékszoglii haromszog AB at-
fogojara kifelé az AEDB, AC oldalara kifelé
az ACFG, BC oldalara kifelé a BHJC négyze-
tet rajzoltuk. Mutasd meg, hogy CE = BG és
CD = AH!

8 Igazold, hogy a négyzetet a két atldja négy
egybevago haromszogre vagja!



OSSZEFUGGESEK A HAROMSZOG

o OLDALAI, SZOGEI KOZOTT

Két pontot egyenes és gorbe vonalakkal is 6sszekothetiink. Tudjuk,
hogy az 6sszekotd vonalak koziil az egyenes vonal a legrévidebb.

Ennek kovetkezménye haromszogekre
nézve a haromszog-egyenlotlenség.
¢ b A haromszog barmely két oldalhosz-
szanak dsszege nagyobb, mint a har-
madik oldal hossza.
A rajz jeloléseit haszndlva: b+c>a, a+c>b, a+b > c.

A haromszog belsé szogeinek dsszege 180°.
Az abra segit felidézni az allitas igazolasat is!
A jeloléseket hasznélva: @ + S + y =180°.

Az dbra a haromszog kiils6 szogeit

mutatja. /@j

Hatdrozzuk meg a haromszog kiils6 szogeinek 0sszegét!

Megoldds

A haromszog barmely bels6 szogének és a mellette fekvo kiils6 szogének az 6sszege 180°.
A rajz jeloléseit hasznédlva: @ + @' = 180°, S+ =180° y+ 7y = 180°.

Ezek Osszege: @ + @' + B+ + 7+ 7 =3-180°.

Vegyiik el mindkét oldalrdl az @ + S + y = 180°-ot!

Ekkor ezt kapjuk: @’ + 5" + 7" = 360°.

A példa eredménye egy fontos megallapitas: A haromszog kiils6 szogeinek 6sszege 360°.

Mivel @ + 5+ 7y = 180°és @ + @' = 180°, ezért: @' = + 7.
Hasonléan kapjuk, hogy b =a+7,
Y =a+p.

Vagyis a haromszog egy-egy kiils6 szoge akkora, mint a vele nem szomszédos két belso szog dsszege.

2. PELDA

Egy haromszog két belsé szoge: @ = 32°46', [ = 63°25". Mekkorak a hianyzé bels6 és kiilsé
szogek?




V1.

Megoldas

OSSZEFUGGESEK A HAROMSZOG

e OLDALAI SZOGEI KOZOTT

Mivel @ + 5 + 7 = 180°, ezért y = 180° — 32°46" — 63°25" = 83°49'.

Mivel @ + @’ = 180°, ezért
Mivel S+ 5" = 180°, ezért
Mivel y + 7" = 180°, ezért

@ =180°—32°46" = 147°14'.
B’ =180°—63°25" = 116°35".
7 =180°—83°49" = 96°11'.

Ellendrzésként: @’ + 5’ + " = 147°14" + 116°35" + 96°11" = 360°.

Vonalzé és sz0gméro segitségével a haromszogek oldalai és szogei kozott tovabbi Osszefiiggéseket is
felfedezhetiink. Mi is megfogalmaztunk néhanyat, de a bizonyitasoktol most eltekintettiink.

I. a) Ha egy haromszogben két oldal hossza egyenld, akkor a veliik szemkozti szogek is egyenlok.
II. a) Barmely haromszogben két oldal koziil a hosszabb oldallal szemben nagyobb sz6g van.

Ezen allitasok megforditasa is igaz.

I. b) Ha egy haromszog két szoge egyenlo, akkor az ezekkel szemkdozti oldalak hossza is egyenlo.
II. b) Barmely haromszogben két szog koziil a nagyobb szoggel szemben hosszabb oldal van.

FELADATOK

1~ Létezik-e olyan haromszog, amelynek ol-
dalhosszai az alabbiak?

a) 12 cm, 13 cm, 14 cm;

b) 17 dm, 17 dm, 33 dm;

¢) 240 mm, 12 cm, 3,6 dm;

d) 0,28 m, 12 cm, 420 mm.

2 Harom telepiilés tavolsagat egy térkép se-
gitségével légvonalban megbecsiiltiik. Selyeb-
t6l Monaj 3 km-re, Lak pedig 7 km-re talal-
hatd. A becsiilt adatok alapjan milyen messze
lehet Lak és Monaj egymastdl? Nézz utana,
hogy hol talalhatok ezek a telepiilések!

3 A térképen A és B pont kozott, valamint
B és C pont kozott is 2 cm a tavolsag. A hdrom
pont a térképen egy egyenesre illeszkedik.
A valésagban azonban az A-bdl B-be vezetd
egyenes ut hosszabb, mint a B-bél C-be vezetd.
Hogyan lehetséges ez?

45" Add meg a haromszog hianyzo bels6 szogét!
a) 34°, 67°% b) 88°, 35
c) 42°29,101°51;  d) 78°34',28°43'.

55" Add meg a haromszog harmadik szogéhez
tartozd kiils6 szoget!
a) 56°, 104°;

c) 48° 13°

b) 22°29'12", 41°51'54"
d) 81°31'17",45°47'49".

6 Rakd novekvo sorrendbe a haromszog a, b
és c oldalat, ha

a) a =38°43, [ = 86°23;

b) @ =68°23, = 96°48"

7 Rakd novekvo sorrendbe a haromszog a, b
és c oldalat, ha

a) a =97°31, f'=126°50"

b) a'=78°38, ' =143°40"

85" Egyenl6 szart haromszogroél van-e szo, ha
a) @ =38°48, /' =77°36;
b) @ =62°23, B'=117°37%



} A HAROMSZOG ES A KORE IRT KORE VI
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CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parokban! Jeloljetek be két pontot egy papirlapon! Hogyan tudnatok a két pont altal
meghatarozott szakasz felez6merdlegesét egy hajtasvonallal létrehozni?

Egy papirlapon harom hajtassal jeldljetek ki egy haromszoget! Hajtsatok meg a haromszog mind-
harom oldalanak felezémerélegesét! (A csucsok egymasra illesztésében segithet, ha a korzé he-
gyével mindkét cstcsot egyszerre atszarjatok.) Mit tapasztaltok? Milyen helyzet(i ez a harom haj-
tasvonal? Fogalmazzatok meg a sejtéseteket!

1. PELDA

Szerkessziik meg a haromszog harom oldaldnak felez6merélegesét!
Mi a sejtésiink az igy kapott harom egyenesrél?

Megoldas

Az dbra mutatja a szerkesztést:

Az igy kapott harom egyenes, a szerkesztett abra szerint, egy pont-
ban metszi egymast.

A papirhajtogatas és a megszerkesztett abra is azt sejteti, hogy a haromszog harom oldalanak felezéme-
rélegese egy pontban metszi egymast.
Igazoljuk a sejtéstinket!

Rajzoljuk meg a haromszog két olda-
lanak felez6merélegesét, és a metszés-
pontjukat nevezziik el O-nak!

Tudjuk, hogy csak a szakasz felez6-
merdlegesének a pontjai rendelkeznek
azzal a tulajdonsaggal, hogy egyenld
tavolsagra vannak a szakasz két végétol.
Mivel O illeszkedik az f,-re, ezért BO = CO. Mivel O illeszkedik az f,-re, ezért AO = CO.

Vagyis BO = AO.

Ezaztjelenti, hogy Oilleszkedik az f,-ra is, tehat a harom felez6merdleges valoban egy pontra illeszkedik.

A | 7

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a hairomszog harom oldalanak felezome-
rolegese egy pontban metszi egymast.

A bizonyitas soran azt is lattuk, hogy AO = BO = CO. Vagyis van olyan
O kozéppontu kor, amelyre a haromszog mindhdrom cstcsa illeszkedik.

A hiromszog koré irt korének nevezziik azt a kort, amelyre a harom-
sz6g mindharom csucsa illeszkedik.




V1.

A rajzok mutatjak, hogy a
koré irt kor kozéppontja le-
het a haromszogon beliil,
kiviil, és eshet a haromszog
hatarvonaldra is.

'5. A HAROMSZOG ES A KORE IRT KORE

ARG

A vézlatrajz négy fa helyét mutatja egy parkban (amelyek nincsenek egy egye- «C
nesen és nincsenek egy koron). A park tizemeltetdje olyan kor alaku sétanyt b,
szeretne épittetni, amelyt6l mind a négy fa egyenlé tavolsagra van. Tervez-
ziink egy ilyen utat! -
A.
Megoldas

Valasszuk példaul a B, C és D pontokat! A BCD haromszog koré irt
korét meg tudjuk szerkeszteni. Mivel mindharom oldal felez6merdle-
gese egy pontban, a koré irt kor kozéppontjaban metszi egymast, ezért
mar két felezémerdleges kijeldli a kor O kozéppontjat.

Az O kozéppontu, OB = OC = OD sugart korre harom kijelolt pont
illeszkedik, az O kozéppontu, OA sugarura pedig egy. Rajzoljunk kort
az O kozéppont koré az OA + OB szakasz felével! Ez egy megfelel6 kor,
ez lehet a sétany helye.

FELADATOK

15" Szerkessz a fiizetedbe egy 3 cm oldalu sza-
balyos haromszoget! Szerkeszd meg a koré irt
korét is! Mérd meg, hogy milyen messze van a
kor kozéppontja az oldalaktol és a csucsoktol!
Mit tapasztalsz?

2 Egy egyenld szart haromszog szdrai 2 cm

hossztiak. A koré irt korének sugara szintén

2 cm hosszu.

a) Mekkorak a hairomszog szogei?

b) Milyen messze van a kor kozéppontja a ha-
romszog alapjatol?

s

350 Szerkeszd meg azt a haromszdget, amely-
nek egyik oldala 3 c¢cm, a koré irt kor sugara
2 cm hosszu, az adott oldalon fekvé egyik szoge
pedig 60°-os!

4~ Szerkessz egyenl6 szart haromszoget, amely-
nek alapja 3 cm, a koré irt kor sugara pedig
2 cm hosszu!

5a' Szerkessz egyenld szara haromszoget, amely-
nek szara 4 cm, a koré irt kor sugara pedig
2,5 cm hosszu!



4,’ A HAROMSZOG ES A BEIRT KORE

CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parokban! Vagjatok ki papirbdl egy nagy haromszoget! Illesszétek egymasra a harom-
sz0g oldalait a csticsain atmend hajtassal! Mik lesznek ezek a hajtasvonalak a hdromszogben? Mit
tapasztaltok? Milyen helyzetl ez a harom hajtasvonal? Fogalmazzatok meg a sejtéseteket!

1. PELDA

Szerkessziik meg a haromszog harom szogfelez6jét! Mi a sejtésiink az igy kapott harom egyenesrol?

Megoldds

Az abra mutatja a szerkesztést:
Az igy kapott harom egyenes a szerkesztett abran egy pontban metszi

egymast.

A papirhajtogatas és ez az abra is azt sejteti, hogy a haromszog harom szogfelezdje egy pontban metszi
egymast.
Lassuk be a sejtésiinket! Rajzoljuk meg a haromszog két belsd szogének szogtelez6jét, és a metszéspont-

jukat nevezziik el K-nak!
C

A B

Tudjuk, hogy a haromszog pontjai koziil csak a szogfelez6 pontjai rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal,
hogy egyenlé tavolsagra vannak a szog két szaratol.

Mivel K illeszkedik az e,-re, ezért T,K = T,K. Mivel K illeszkedik az e,-re, ezért T,K = T K.

Vagyis T'\K = T,K.

Ez azt jelenti, hogy K illeszkedik az e,-ra is, vagyis a harom szogfelez6 valdban egy pontra illeszkedik.
Belattuk, hogy a haromszog harom szogfelezdje egy pontban metszi egymast.

A T\K = T,K = T,K egyenl6ségekbodl kévetkezik, hogy van olyan K kézéppontua kor, amely a haromszog
mindharom oldalat érinti. A haromszog beirt korének nevezziik azt a kort, amely a haromszég mind-
harom oldalat érinti. Minden haromszog beirt korének kozéppontja a haromszog belsejében talalhato.

A e
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4,’ A HAROMSZOG ES A BEIRT KORE

2. PELDA

Bloki a haromszog alaku udvaron eldsott egy
csontot. A csont a piros keritéshez 2 méterrel, a
z0ld keritéshez pedig 4 méterrel kozelebb van,
mint a hazhoz. A piros

kerités 10 méter, a zold

kerités 16 méter, a haz

12 méter hosszu. Szer-

kessziik meg a csont

helyét! Ami a valdsag-

ban 4 méter az a rajzon

1 cm legyen!

Megoldas

A haromszog alaka udvar oldalainak hossza
10 m, 12 m és 16 m. A szdveg szerint ezt egy
2,5 cm, 3 cm és 4 cm oldalu haromszoggel kell
szemléltetniink.

Ezt a haromszoget megszerkesztjiik!

Ha gondolatban a piros keritést 2 méterrel (a
rajzunkon 0,5 cm-rel), a zold keritést pedig
4 méterrel (a rajzunkon 1 cm-rel) kijjebb ten-
nénk, akkor a csont mindharom oldaltél egyen-
16 tavolsagra lenne. Vagyis a csont az elképzelt,
megnagyobbitott udvar beirt korének kozép-
pontjaban van.

Az dbra alapjan a szerkesztés kivitelezhetd.
Mivel mindharom szogfelez6 egy pontban met-
szi egymast, ezért mar két szogfelezé6 metszés-
pontja megadja a csont C-vel jelolt helyét.

FELADATOK

15 Melyik igaz, melyik hamis?

a) A szabalyos haromszog beirt és koré irt ko-
rének kozéppontja egybeesik.

b) Van olyan haromszog, hogy a két nevezetes ko-
rének kozéppontja koziil az egyik a haromszo-
gon belill, a masik a haromszogon kiviil van.

c) A tompaszogli haromszogek esetén mind-
két kor kozéppontja a haromszogon kiviil
helyezkedik el.

d) Ha egy hdaromszog hegyesszogli, akkor
mindkét kor kozéppontja a haromszogon
beliil talalhatd.

e) A haromszog beirt korének kozéppontja
mindig a haromszog belsejében van.

2 Egy egyenl6 szart haromszog alapja 3 cm,
a beirt korének sugara pedig 1 cm hosszu. Szer-
keszd meg a haromszoget!

176

3 Szerkeszd mega fii-
zetedben ezt az dbrat!
A téglalap rovid oldala
2,5 cm, az atldja 5 cm
hosszusagu legyen!
Mekkorak a szogei azoknak a haromszdgeknek,
amelyeknek egyik oldala a téglalap valamelyik
oldalaval azonos, a harmadik cstcsa pedig az
ezt az oldalt érint6 kor kdzéppontjaban van?

~

4 Egy 20 cm oldalu, négyzet alaku szalvétat
egy 2,5 cm-es zold sav hatdrol. A négyzet na-
rancssarga atloi altal kialakitott négy harom-
szOogben egy-egy citromsarga korgytiri lathato,
melyek a két atlot és a zold savot érintik. A kor-
gytru szélessége 2,5 cm. Az elmondottak alap-
jan szerkeszd meg a szalvéta mintdjat egy 4 cm
oldalu négyzetbe!
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A HAROMSZOGBEN

A haromszog magassagaval mar korabban, a teriilet meghataroza-
sanal megismerkedtiink.

A haromszog magassagat tgy kapjuk, hogy az egyik csticsabdl me-
rélegest allitunk a szemkozti oldalegyenesre.

Az igy kapott egyenes a magassagvonal, aminek a cstcs és az
oldalegyenes kozott 1évé darabja a magassagszakasz (roviden
magassag).

Miel6tt megvizsgaljuk a harom magassagvonal helyzetét, elevenit-
stik fel, hogy hogyan kell egy e egyenesre egy ra nem illeszked6

P pontbol merélegest szerkeszteni!

Szerkesszitk meg a haromszog harom magassagvonalat! Mi a sejtésiink az igy kapott harom
egyenesrol?

Megoldads

Mindharom csticsbol merdlegest allitunk a szemkozti oldalegyenesre.
Az abrankon a harom megszerkesztett egyenes egy pontban metszi
egymast.

Lehetséges, hogy ez nem véletlen! Az a sejtésiink, hogy a haromszog
harom magassagvonala mindig egy pontban metszi egymast.

\

Az ABC haromszdg mindharom csticsan at huzzunk parhuzamost a szemkozti oldalegyenessel!
E harom egyenessel megkaptuk az A'B'C" haromszoget. Mivel parhuzamosokat huztunk, ezért ABCB’
és ABA'C paralelogramma. A paralelogrammak szemkozti oldalai egyenl6 hosszuak, ezért AB = CA,
valamint AB = B'C.

Ebbdl kovetkezik, hogy CA'= B'C, vagyis AB" B Ch A’
oldalnak C a felez6pontja.

Az eddigiek alapjan belattuk, hogy az ABC
haromszog C cstcsabdl indulé magassagvo-
nal egybeesik az A'B'C" haromszog A'B’ oldalanak
felezémerdlegesével. N
Hasonldan beldthatd, hogy az ABC hiaromszog mindhé- A B
rom magassaga felezdmer6leges az A'B'C’' haromszogben.

A felez6mer6legesekrdl mar tudjuk, hogy egy pontban metszik
egymast, ezért a harom magassagvonal is egy pontra illeszkedik.

A haromsz6g harom magassagvonala egy pontban metszi egymast.
A kozos metszéspontot a haromszég magassagpontjanak nevezziik. C’




VI. &

MAGASSAGVONALAK

A HAROMSZOGBEN

2. PELDA

Vizsgaljuk meg, hogy hol talalhaté a haromszog magassagpontja hegyesszogii, tompaszogii és de-
rékszogl haromszog esetén!

Megoldas

Hegyesszogli haromszog
esetén a magassagpont a
haromszog belsejében van.

Tompaszogl haromszog
esetén a magassagpont a
haromszogon kiviil talalhato.

A derékszogli haromszdgben
a két befogo egyben magassag
is, vagyis a derékszogii csucs
lesz a magassagpont.

FELADATOK

1 Adj meg az D

abran lathaté nyolc N N
pont kozil harmat, R

. Q
amely nem derék-
sz6gli  haromszoget
alkot, és a harom pont p
altal meghatarozott ha-
romszog magassagpont- A B
ja is a megadott nyolc pont kozott van!

Az ABCD trapézban AD = BC (vagyis
hartrapéz). Keress tobb megoldast!

2 Az ABC hegyesszogli haromszdg magas-
sagpontja M. Hol van az ABM, BCM és CAM
haromszogek magassagpontja? Készits abrat a
fiizetedbe!

3 Mekkora szoget zar be egymassal a harom-
$z0g 74°-0s és 38°-0s szogének csicsabodl indu-
16 két magassagvonal?

s

C 4 Az ABC derékszogli haromszog 30°-os

szogének szogfelezéje D pontban metszi a de-
rékszogli csticsbol indulé magassagvonalat.
Hatarozd meg az ADC hdromszog szogeinek
nagysagat!

5 Egy hegyesszogli haromszog egyik szoge
70°-0s. Mekkora szoget zar be egymassal a
masik két csucsabol indulé magassagvonal?

6 Melyik igaz, melyik hamis?

a) A magassagpont mindig a haromszog belse-
jében talalhato.

b) A derékszogli haromszogeknek csak egy
magassaguk van.

¢) A haromszogek magassagpontja egyenld ta-
volsagra van az oldalegyenesektdl.

d) Minden haromszégnek van olyan magas-
sagvonala, amelyik metszi a szemkozti
oldalszakaszt.



é SULYVONALAK ES KOZEPVONALAK v I
® L

A HAROMSZOGBEN

Kossiik 0ssze a haromszog valamely csucsat a szemkozti oldal felezépontjaval! Az igy kapott egyenes a
haromszog stlyvonala. A két pont dltal meghatarozott szakaszt, illetve a szakasz hosszat is nevezhetjiik

stulyvonalnak.
1. PELDA

Mutassuk meg, hogy a sulyvonal felezi a haromszog teriiletét!

) A
Megoldds
A BFA és a CFA haromszognek is m, az A csucsbdl indulé magas-
saganak a hossza, % pedig az ezzel szemkozti oldalanak a hossza.
a ma
. o 2 M a-m o
Vagyis a teriiletiik: t,,, =t., = = ¢, ami valoban az B
. 7 . . ’ 2 4 B a F a C
eredeti haromszog teriiletének a fele. 2 2

A fenti megallapitas a magyarazata annak, hogy ha példaul egy kartonbdl
kivagott haromszoget egyenstlyozni szeretnénk, akkor a vonalzd élét a suly-
vonalra illesztve tehetjiik ezt meg.

Szerkessziik meg a haromszog harom sulyvonalat! Fogalmazzunk meg érdekességeket, sejtéseket a
szerkesztett abra alapjan! A

Megoldas

Az abra azt mutatja, hogy a harom sulyvonal egy pontban metszi

egymast.

Meéréssel ellenérizhetjiik, hogy ez a kozos pont mindig a sulyvonal-

nak az oldalhoz kozelebbi harmadoldpontjaban van. B C

Az el6z6 példaban tett észrevételeink bizonyitasaval a kovetkez6 években fogunk foglalkozni.

Bizonyithato, hogy a haromszogek sulyvonalai egy pontban metszik egymast. Ezt a metszéspontot
a haromszog sulypontjanak nevezziik. A silypont mindig a stilyvonalnak az oldalhoz kozelebbi
harmadolépontjaban van.

A haromszog két oldalanak felez6pontjat 6sszekotd egyenest a
haromszog kozépvonalanak nevezziik. Emellett a két felez6-
pont altal meghatarozott szakaszt, illetve a szakasznak a hosz- . £

szat is nevezhetjiik kozépvonalnak. /N T /N

[NIS
(S}

S
R

Bizonyithato, hogy a haromszog kozépvonala parhuzamos
a vele szemkozti oldallal, tovabba a hossza fele ennek az

oldalhossznak. 5 5




SULYVONALAK ES KOZEPVONALAK
A HAROMSZOGBEN

V1.

Megismerkedtiink a haromszog 6t nevezetes vonalaval: oldalfelezd merélegesek, szogfelez6k, magas-
sagvonalak, stulyvonalak, kézépvonalak. Ezek mindegyike egyenes vonal. A kévetkezd jatékban neked
kell létrehoznod a ,,nyerd vonalat’, ami nem feltétleniil lesz egy egyenes!

A jatékot a mellékelt tablan ketten jatszhatjatok. Els6ként érde-
mes lehet nagyobb méretben megrajzolni a tablat magatoknak. Az
egyik jatékos a piros, a masik a z6ld racsot hasznalja!

A jatékosok célja, hogy a sajat racsukon az egymassal szemben
fekvo, legtavolabbi oldal egy-egy tetszéleges racspontjat Ossze-
kossék egy vonallal. A jatékosok két szomszédos racspont kozé
felvaltva huznak egy-egy szakaszt, de mindenki csak a sajat ra-
csara rajzolhat. (Erdemes két kiilonb6z6 szinii ceruzat haszndlni.)
A mar megrajzolt vonaldarabok barmikor 6sszekéthetdk a jaték
soran, de az ellenfél vonaldarabjait nem szabad atvagni! A nyertes
az lesz, akinek el8bb sikeriil megrajzolni a nyerd vonalat.

FELADATOK

1 a)Hany darab hdromszoget latsz az abran? 5  Milyen hosszi vo-
b) Add meg azokat a haromszogeket, amelyek-  nallal rajzolhaté meg az
ben berajzoltunk egy stlyvonalat! abra, ha a nagy szaba-
A lyos haromszog oldal-

hossza 20 cm?

b.

6 Az egyenl6 szaru haromszog egyik szara-
val parhuzamos, 5 cm hosszasagu kozépvonal

B a C ¢« D a E F

2 Az ABC haromszogben a CP, az APC ha-
romszogben pedig az AQ a stlyvonal. Az APQ
haromszog teriilete 503,75 cm?® Mekkora az
ABC haromszog teriilete?

3 Az ABC haromszogben S a sulypont. Tud-
juk, hogy az ASB haromszog teriilete 45 cm>.
Mekkora az ABC haromszog teriilete?

4 Egy haromszogbe berajzoltunk egy sulyvo-
nalat, majd berajzoltuk azt a kozépvonalat is,
amelyik az el6bbi sulyvonalat metszi. Milyen
négyszoget alkot az igy berajzolt két szakasz
négy végpontja?

50

a haromszog kertiletét egy 19 cm-es és egy
9 cm-es darabra vagja. Mekkorak a haromszog
oldalai?

7 Az abra ugy ké-
szilt, hogy mindig a
haromszog oldalainak
a felezépontjait kotot-
tilk 6ssze. Ha a legna-
gyobb haromszog ke-
riilete 104 cm, akkor
mekkora a legkisebb
haromszog keriilete?




7’ SOKSZOGEK SZOGEI ES ATLOI

A konvex és a konkav négyszdgben is van olyan atlo,
amely a négyszoget két hdromszogre vagja.

A két haromszog bels6é szogei lefedik a négyszog
belsé szogeit, és a négyszog belsd szogei is lefedik a
haromszog belsé szogeit.

Mivel mindkét haromszog belsé szogeinek Osszege
180°, ezért a négyszogek belso szogeinek dsszege 360°.

1. PELDA

Hatdrozzuk meg egy konvex hatszog belsé szogeinek dsszegét!
Megoldas

A hatszog egy cstcsabdl induld atléi négy haromszogre vagjak a
hatszoget. A négyszogeknél is hasznalt indoklassal mondhatjuk,
hogy a konvex hatszog bels6 szogeinek osszege:

4-180° =720°

Hasonléan gondolkodhatunk minden konvex sokszog esetén, igy mindig meghatarozhatjuk a belsé

szogek Osszegét.

Otszog: 3 - 180° = 540°. Hatszog: 4 - 180° = 720°. Hétszog: 5- 180° = 900°.

A konvex sokszog belsé szogeinek 9sszegét tgy szamitjuk ki, hogy a 180°-ot annyival szorozzuk,
ahany haromszogre vagja a sokszoget az egy csucsbdl huzott osszes atlo.

A sokszognek ugyanannyi szoge és csucsa van, mint ahany oldala. Minden sokszdgben harommal keve-
sebb atlot huzhatunk egy csticsbdl, mint amennyi a csticsok szama, mert a kivalasztott csticsba és a két
szomszédos csucsba nem huzhatunk atlét.

Az n oldala sokszdgben egy csticsbdl n — 3 atlo hizhato. A haromszognek nincs atldja.

A konvex sokszogeket az egy cstcsbdl indul6 atléi haromszdgekre vagjak. Ezek szama kett6vel keve-
sebb, mint a sokszdg oldalainak a szdma. Az n — 3 atlé mindegyike levag egy-egy haromszoget, és a
végén még marad egy. Ez 6sszesenn —3 +1=n—2.

Ha a konvex sokszog csticsainak szama n, akkor az egy cstiicsbol indulé atléi n — 2 darab haromszogre
vagjak. Ez azt jelenti, hogy a konvex sokszdgek belsé szogeinek osszege (n — 2) - 180°.
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VUMK 7. SsOKsZOGEK SZOGEI ES ATLON
L 4 ®

A konkav sokszogeket is felvaghatjuk haromszogekre, de nem feltétlentiil egy csticsbdl indulé atlokkal.
Bizonyithato, hogy az n oldalt sokszogeket atlok segitségével n — 2 darab haromszogre lehet vagni. Az
abran lathaté két konkav sokszog erre mutat egy-egy példat.

7 L=

Otszog: 3+ 180° = 540°. Hétszog: 5- 180° = 900°.

Igy belathatd, hogy a konkav sokszogek belsé szogeinek osszege is
(n—2)- 180°.
Sokszogek esetén is beszélhetiink kiils6 szogekrol.

A konvex sokszog egy kiilsé szoge a mellette fekvé belsé szoggel
egyiitt 180°-os.

%

Hatarozzuk meg a konvex négyszogek kiils6 szogeinek 0sszegét!

Megoldas

A rajz jel6léseit hasznalva:

a+a'=180°% L+ =180°%y +y =180°%0 + 0 = 180°.

Ezek 6sszege:a + @'+ f+ '+ 7+ 7'+ 0+ 0" =720°

Vegyiink el mindkét oldalbdl 360°-ot, és hasznaljuk fel, hogy a
belsd szogek dsszege 360°, azaz @ + S + 7 + 0 = 360°!

Ekkor a kiils6 szogek osszegét kapjuk: @'+ '+ 7'+ 6" = 360°.

s
2
A

A konvex négyszogek kiilso szogeinek dsszege 360°.

N

A haromszogek és a konvex négyszogek kiilsé szogeinek 0sszege is
360°. Az el6z6 példaban latott gondolatmenetet kdvetve megmutat-
haté lenne, hogy minden konvex sokszogben 360° a kiils6 szogek
osszege.

e
“la,
oL

S
<




7’ SOKSZOGEK SZOGEI ES ATLOI

3. PELDA

Hany atléja van a konvex nyolcszognek? Szamoljuk 6ssze!

Megoldas

A nyolcszog egy csucsabol 6t atlét hizhatunk. Ha minden csucsnél dsszeadjuk az atlok szamat,
akkor 8 - 5 = 40 darabot kapunk. Ekkor azonban minden atlét mindkét végénél megszamoltuk,

ezért a kapott szam felét kell venniink.
85

A konvex nyolcszognek tehat == = 20 atléja van.

2

A példaban latottak alapjan barmely tetszdleges konvex sokszogben meghatarozhatjuk az atlok szamat.

Az n oldalua konvex sokszog atléinak szama:

n(n—3).

FELADATOK

1~ Egy 6tszog bels6 szogeinek nagysaga: 112°,
99°, 113°25], 128°56" Add meg a kiilsé szogek
nagysagat és osszegét!

2 Egy négyszog egyik szoge 62°, a masik két-
szer akkora, a harmadik és a negyedik szoge
kozott pedig 10° az eltérés. Mekkorak a négy-
sz0g belsd és kiils6 szogei?

3 A kovetkezo kérdések konvex tizenkétszog-

re vonatkoznak.

a) Hany atlé huzhato egy csucsbol?

b) Hany haromszogre vagjak az egy csticsbdl
huzhatd atléi?

c) Hany darab atldja van dsszesen?

d) Mennyi a bels6 szogeinek sszege?

e) Mennyi a kiils6 szogeinek dsszege?

Oktogon
(Budapest)

4 Hatdrozd meg az oldalak szamat abban a

konvex sokszogben, amelyben

a) egy csucsbol 17 atlé huzhato;

b) az egy csucsbol huzott atlok 100 darab ha-
romszoget hoznak létre;

b) 6sszesen 44 4t van;

c) abelso szogek osszege 3240°

e) akiils6 szogek osszege 540°!

5 Készits tablazatot, amelyben a szabalyos
sokszogek belsé szogének nagysaga szerepel!
Tablazatodban a szabalyos sokszogek oldalai-
nak szama 3-t6l 12-ig szerepeljen!

6 Hany oldalt az a konvex sokszdg, amelyben
a bels6 szogek Osszege hétszer akkora, mint a
kiils6 szogek dsszege?

Pentagon
(Washington)




AWK §. AKORKERULETE

Ha egy sokszog keriiletét kell meghataroznunk,
akkor egyszertien meg kell mérniink az oldalak
hosszat, majd e hosszak 6sszeadasaval meg tudjuk
oldani a feladatot. A kor keriiletének meghataro-
zasanal ezt nem tehetjiilk meg, mivel nincsenek
oldalai.

Szarjunk egy korvonalra szogeket, és ezek men-
tén feszitsiink ki egy cérnaszalat!

Ha a szogeket elég stiriin helyeztiik el, akkor az
igy kifeszitett cérnaszal hossza jol megkozeliti a
kor kertiletét. Természetesen a kor keriileténél a
cérna hossza valamennyivel mindig kisebb lesz.

1. PELDA

Szerkessziink egy 1 cm sugaru korbe szabalyos haromszoget, négyzetet és szabalyos hatszoget!
Aztan szerkessziink olyan szabdlyos haromszoget, négyzetet és szabalyos hatszoget, amelyek ol-
dalai érintik az 1 cm sugaru korvonalat! Hatdrozzuk meg a sokszogek keriiletét! Ha kell, akkor
mérhetiink is!

Megoldas

k;~3-1,7=5,1cm

k, 4 =5,6cm ki=6-1=6cm
K,~3-3,5=10,5cm K,

1
-2=8cm Ki=6-12=72cm

Meéréseinket felhaszndlva adjunk becslést az 1 cm sugaru kor k kertiletére!

Megoldas
Az abrdink és méréseink alapjan: k, < k, < k, < k < K, < K, < K,.

A kor keriilete minden beirt sokszog keriileténél nagyobb és minden koré irt sokszog kertileténél kisebb.
Minél tobb oldala van a vizsgalt szabalyos sokszognek, anndl pontosabban kozeliti a keriilete a kor kertiletét.
Ha tovabbi méréseket és szamitasokat végeznénk, még pontosabban latnank, hogy a kor kertilete egy
kicsit nagyobb, mint az &tmér6 3-szorosa. De mennyivel nagyobb?
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K. AKORKERULETE

Jeloljiik 7-vel a kor keriiletének és az atméro hosszanak aranyat!

Szamitégéppel mar nagyon nagy pontossaggal meghatarozhat6 a 7 értéke. A 7 tizedesjegyei nem is-
métlédnek periodikusan, elsé néhany jegye a kovetkezo: 7 = 3,14159265...

A kor keriilete: K=d- =2 r- m,ahol d a kor atmérdjének a hosszat, r a kor sugaranak a hosszat jeloli.

Tovabbi érdekességek a 7-rol

A kor keriiletének és atmérdjének aranyat Euler 1739-ben tett javaslata alapjan 7-vel jeloljik. Ez a
periféria (kertilet) gorog szo kezdébetije. A m-nek szamos, el6deink altal hasznalt, kozelité értékét
ismerjiik.

8\ _ 256

Az egyiptomi Rhind-papirusz (Kr. e. 2000-1700) szerint a 7-t 4‘<§> =81

litéleg 3,16-nak vették. Mezopotamidban a 3 és a 28—5 kozelités volt haszndlatos, de a Biblidban is a

-nek, azaz megkoze-

3 kozelit6 értékre tett utalast taldlunk (Kiralyok elsé konyve 7. rész, 23. vers). Talaltak olyan indiai
forrast, amelyek a 7°-et 10-nek vették. A kinai Cu Csung-cse 12 288 és 24 576 oldald szabalyos sok-
szogek segitségével a 3,1415926 < 7 < 3,1415927 értéket kapta. Ez évszazadokon at a legjobb becslés
volt. Ludolph van Ceulen (1540-1610) holland matematikus 35 tizedesjeggyel kozelitette meg a 7-t.
Napjaink modern eszkozeivel a 7-nek mar tobb mint 8 billidrd jegyét meghataroztak! A vilaghalon
tovabbi érdekességeket is talalhatsz a témaval kapcsolatban.

FELADATOK

1~ Mekkora a kor kertilete, ha a sugara 5 Budapesten, az Erzsébet téren lathaté orids-

a)3mm; b)15cm; ¢)0,6dm; d)1,25m?  kerékrdl azt olvashattuk, hogy 65 méter magas.
Mekkora utat tesz meg az oriaskerék utasa egy

25" Mennyit fordul egy 60 cm atméréjt kerék  fordulat alatt?

egy 120 m-es uton?

35" Ha a Fold sugarat 6370 km-nek vessziik,
akkor milyen hosszt az Egyenlit6?

4 Egy 24 méter sugaru, kor alaka parkban
ketten sétalnak egymas mellett. Az egyik sétalo
a 24 méter sugaru, kor alaku jarda kiils6 szélén
halad, a masik téle 1 méterrel beljebb. Mennyi-
vel ment tobbet a kiilsé koriven haladé ember
egy teljes kor megtétele alatt? Szamolas eldtt

tippelj!




VI’ ?’ A KOR TERULETE

Korabban mar lattuk, hogy a sokszdgek teriiletét meg tudjuk hatarozni haromszogekre vagas segitsé-
gével. Megmérjitk a haromszog ehhez sziikséges szakaszainak hosszat, majd kiszamitjuk a teriiletiiket.
E mérészamok Osszege adja a sokszog tertiletét. A korlap nem vaghato haromszogekre, ezért mas utat
kell keresniink a kor teriiletének meghatarozasahoz.

CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok parokban!

Rajzoljatok egy 10 egység sugaru kort egy négyzethdlora! Szamoljatok dssze a korlap belsejében
talalhato egész négyzetek szamat! Adjatok hozza a nem egész négyzeteket is! Természetesen ezek-
nél csak becsléssel dolgozhattok. Erdemes olyan toredékeket keresnetek, amelyek egyiitt kozel egy
négyzetet tesznek ki. Célszerli-e az 6sszeszamlalasnal az egész korlapot figyelnetek? Szerintetek
mekkora a rajzolt kor teriilete? Egyeztessétek, hogy a tobbi par milyen eredményre jutott!

Kozelithetnénk a kor teriiletét is a beirt és a koré irt szabalyos
sokszogek teriiletével. Hasznaljuk azokat az abrakat, amelye-

ket a kor keriiletének kozelitésénél rajzoltunk! A korok sugara  Egy faliéra nagymutatdja 8 cm,
most is 1 cm legyen! a kismutatéja 6,2 cm hosszu.

Mennyivel nagyobb teriiletet
sOpOr veégig a nagymutatd, mint
a kismutatd, ha mindketténél egy
fordulatot figyeliink?

Megoldas

t, =~ 1,299 cm? t,=2cm? t,=2,598 cm?
T, = 5,196 cm? T,=4cm’ T, ~ 3,464 cm®

A megfelel6 sokszogek teriilete fels6bb matematikai mddsze-
rekkel meghatdrozhaté. Most csak az eredményeket kozoltiik.

A kor teriilete minden beirt sokszog teriileténél nagyobb és
minden koré irt sokszog teriileténél kisebb. Minél tobb oldala
van a vizsgalt szabalyos sokszognek, a teriilete annal ponto-
sabban kozeliti a kor teriiletét. Az abraink és a szamitasaink teriilete:

alapjan: t, <t, <t <t < T, < T, <T, t =8 1 =647 (cm?).

A tovabbi mérések, szamitasok azt mutatjak, hogy a kor terii- A kismutatohoz tartozo kor terii-
letének és a sugar négyzetének aranya - a keriiletnél tapasz-  lete:

talt modon - 3-ndl egy kicsit nagyobb szdm. A négyzetracson  t, = 6,2>- 7 = 38,447 (cm?).

tett becslésiink alapjan a 10 cm sugaru kor teriilete kozel van A két teriilet eltérése:

a 314 cm®-hez, ami korilbeliil a 7 szézszorosa. t,—t,= 641w — 38,441 =

= 25,567 ~ 80,3 (cm?).

A nagymutatéhoz tartozd kor

A kor teriilete a sugar négyzetének 7r-szerese, azaz: T=1"- 7.
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?’ A KOR TERULETE

2. PELDA

Négyzet alaka kartonlapokbdl az abran lathaté mintat kell kivagni. A minta
egy nagy félkorbol és két egybevagd kisebb félkorbol all. A négyzetlapok hany

szézaléka lesz hulladék? NV )

Megoldds
Legyen a kis félkorok sugara r! A két félkor teriiletének dsszege: t, = 7.

2 2
A nagy félkor sugara 2r. Teriilete: ¢, = ( r2)271' = 4r27f =2r'x.

A minta teriilete: t = £, + t, = r’z + 2r’ 7w = 31’ 7.

A négyzet oldalhossza 4r, ezért a teriilete: T = (4r )2 = 16r°.

T—t _16r'=3r'7 _16—371 _
T 6 =16 = 0,411.

Vagyis a négyzetlapok kb. 41,1%-a lesz hulladék.

FELADATOK AT

A hulladék és a négyzet teriiletének aranya:

15" Mekkora a kor teriilete, ha a sugara A 7 tizedesjegyeit nem konny(i megjegyezni. Lé-
a) 5mm; b) 18 cm; ¢) 0,4 dm; d) 2,75 m? teznek azonban olyan emlékezést segitd versek,

mondatok, amelyek szavai annyi betit tartal-
2 Szamitsd ki az dbrdkon szinessel jelolt te- maznak, mint sorban a 7 szamjegyei. Példaként
rilleteket! A négyzetek oldalhossza 4 cm. alljon itt Hajos Gyorgy professzor 1952-b6l szar-

mazdé 7 verse, amely 30 tizedesjegyet ad meg:

Bir-e, érez-e ember nyugalmat,

Ha lelkét nehéz bus emlék zaklatja.

Sziintelen felh6be burkolozo id6 az,

Ami valtozni amha akarna se tudhat,

Mert azt nem irhatja mar le halandé kivansaga.

Készits te is hasonld mondatot! Keress tovabbi
7 verseket a vilaghalon!

o

4 Egy 28 cm atmérdji korbdl a lehetd leg-
nagyobb négyzetlapot vagtuk ki. A koérlap
hany szazaléka lett hulladék?

35" Mekkora teriiletet

fednek a 20, 24, 30 és 36 5 Képzelj el egy 1 km sugara kort! Hany

cm atméréjt fedok? szazalékot veszit a teriiletébdl, ha sugarat
1 m-rel csokkented? Szamolas el6tt tippelj!
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VI’ {0’ A HASAB FELSZINE ES TERFOGATA

A képen lathaté dobozok, targyak kozos jellemzdje,
hogy két egybevagé, parhuzamos sokszdglap és téglala-
pok hatéaroljak. Az ilyen testek neve hasab.

A két egybevago sokszog az alaplap, a téglalapok az ol-
dallapok, az alaplapok tavolsaga pedig a hasab magas-
saga. A nem szomszédos csucsokat Osszekotd szaka-
szok a hasab atldi: lapatlok — amelyek egy lap sikjaban

vannak - és testatlok.

A téglatest téglalap alapu, a kocka és a négyzetes oszlop pedig négyzet
alapt hasab.

A hasab felszinét a hatarolo sokszoglapok teriiletének 6sszege adja.

Az abra egy 6tszog alapt hasab hélézatat mutatja.
Az oldallapok egyiitt egy nagy
téglalapot alkotnak. Ez a hasab
palastja. A Kkiteritett palast egyik
oldala egyenlé a hasab alaplap-
janak keriiletével, a masik oldala
pedig a hasab magassagaval.

A hasab felszinére tett megallapi- m

tasainkat réviden igy irhatjuk le:
A=2. Talaplap + Tpa.la’st =

=2 Talaplap + Kalaplap ’

alaplap

m.

1. PELDA

A hobbiboltban festheté dobozokat lehet vasarolni. Fléra mind a négy ba-
ratndjének és maganak is vett egyet-egyet. A termék ismertet6je szerint a
csillag alaku diszdoboz alapteriilete 40 cm?, magassaga pedig 5 cm. Méréssel
az is kidertiilt, hogy a csillag alaku alaplap mindegyik oldala 3 cm-es. Hany
cm? feliiletet kell Flordnak befesteni?

Megoldds

A termék ismertetGje szerint a doboz alaplapjinak teriilete: T, . = 40 cm?, a magassaga: m = 5 cm.
A mérés felhaszndldsaval az alaplap kerilete: K, ..

=10-3 =30 (cm).
A hasib felszinképlete alapjan: A =2+ T, . + K- m =2+ 40 + 30 5 =230 (cm?).

Vagyis 6t ilyen doboz feliilete 5 - 230 (cm®) = 1150 (cm?).
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70’ A HASAB FELSZINE ES TERFOGATA

V1.

Ha a hasab alaku dobozokat, edényeket tarolasra hasznaljuk, akkor sziikségiink van a térfogatuk meg-

hatdrozasara is.
A téglatest térfogatat mar ismerjik: V' = abc.
A téglatest olyan hasab, amelynek az alaplapja egy téglalap.

Alaplapjdnak terilete: T, ;. = ab, a hasdb magassiga pedig m = c.

Vagyis a téglatest térfogata: V=T,

alaplap ~ m.

Igazolhat, hogy minden hasab térfogata: V=T, -
Ennek bizonyitasatél mi most eltekintiink.

2. PELDA

Mekkora a képen lathatd szabalyos hatszog alapt dobozok
térfogata, ha az alapélitk hossza 3 cm, a magassaguk pedig
1,5 cm?

m.

Megoldas

A hasab térfogatképletében szerepel az alaplap teriilete. E16-

szOr ezt kell meghataroznunk! A hatszoget hat egybevago sza-

balyos haromszogre vaghatjuk, ezért a feladatunk egy 3 cm

oldali szabdlyos hdaromszog teriiletének a meghatarozasa.

A haromszog teriiletének megallapitasahoz sziikségiink van

a haromszog magassagara is, amit jelenleg még csak méréssel tudunk megha-
tarozni. Szerkessziik meg a haromszoget és mérjitk meg a magassagat!

A mérés eredménye: 2,6 cm.

Ezek alapjén a hatszog tertilete: T 6-326 234 (cm?).

alaplap = 2

A doboz térfogata: V=T -m=23,4-1,5=35,1 (cm?).

alaplap

3cm

Egy szabalyos hatszog alapi pohar alapéle 3 cm. (Az adat a pohar bels6 részére vonatkozik.)

Hogyan lehetne egy arany pecsétgytirii térfogatat meghatarozni?

Megoldas

Ontsiink a poharba annyi vizet, hogy ha majd beletessziik a gytirtit, akkor a viz teljesen ellepje.
Az el6z8 példa alapjan mar tudjuk, hogy a pohdr alapteriilete 23,4 cm®. Mérjilk meg, mennyivel
emelkedik a vizszint, ha beletessziik a gytrfit! Jeloljiik ezt h-val! A gytirt térfogata a h magassagu,

23,4 cm” alapteriiletli hasab térfogataval lesz egyenld: V, ;. = 23,4+ h (cm?).

ylrd
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V1.

70’ A HASAB FELSZINE ES TERFOGATA

FELADATOK

1~ Rendezd tablazatba a hasdbok csucsainak,
éleinek, lapjainak szamat! A hasabok alaplap-
jai legyenek haromszogek, négyszogek, ...,
nyolcszogek!

250 Az abra a szabalyos 0tszog
alapu hasab élvazat szemlélteti.
Hatarozd meg, Osszesen hany-
szor hosszabbak a z6ld élek, mint
a pirosak, ha a test magassaga az
alapél hosszanak Otszorosével
egyenld!

35" Egy hasab alaplapjanak a te-
rillete 30 cm’, keriilete 22 cm.
A hasab magassaga 24 cm. Sza-
mitsd ki a hasab felszinét és ——
térfogatat!

4 Arajzegyl2cm

magas hasab alap-

lapjanak vazlatat mu-

tatja. Ezt a nyolcszo-

get egy 11 cm-szer

7 cm-es téglalapbol

négy egybevagd derékszogli haromszog leva-
gasaval kaptuk. A nyolcszog oldalai 1 cm, 5 cm
és 3 cm hosszuiak. Mekkora a hasab felszine és
térfogata?

5 Azabran egy H ke-

resztmetszet

2 méteres vas-

rudat latsz. A

rud alapja 3 db

3- 1 cm-es téglalapbol all. Mennyi festékre lesz
sziikség a rud befestéséhez, ha a festék hasz-
nélati utasitisa szerint 1 m’ lefestéséhez 200
gramm sziikséges?

770

6 Egy meghamozott krumpli térfogata
0,4 dm’. Az apritégép 35 db 1 cm-szer 1 cm-
szer 6 cm-es hasabot vag ki bel6le. A krumpli
tobbi részébdl piiré késziil. A burgonya hany
szazalékabol lesz piiré?

7 A gyertyadnt0 mester

egyedi gyertyakat is készit.

a) Hany cm® viaszt haszndl
34 darab 20 cm magas,
hasab alaka gyertyahoz,
ha ezek alaplapja egy
18 cm’ teriiletli szabd-
lyos hatszog?

b) Hogyan valtozna a gyer-
tyadontéshez felhasznalt
anyagmennyiség, ha az
alaplapot az el6z6 meg-
rendelés adatai alapjan,
de a hatsz6g minden ma-
sodik csucsat osszekotve
hataroznank meg?

8~ Egy vizlevezet arok ke-
resztmetszete olyan trapéz,
amelynek az egyik parhuza-
mos oldala 80 cm, a masik
160 cm, a magassaga pedig
60 cm. Hany hektoliter viz
fér el benne, ha a hossza 850
méter?



/7. AHENGER FELSZINE ES TERFOGATA VI
® L 4

A képen lathaté targyak kozos jellemzdje, hogy
két egybevagd, parhuzamos korlap és egy gorbiilt
lap hatdrolja mindegyiket. Az ilyen testek neve
henger.

A két egybevagd kor az alaplap, az alap-
lapok tavolsaga a henger magassaga.
K A henger felszinét nem csak siklapok
ke ¢~ ) hatédroljak, ezért a felszinét kiteritett al-
lapotban tudjuk meghatarozni.
A henger oldala kiteritve egy téglalapot
" alkoto alkot. Ez a henger palastja. E téglalap
egyik oldala a henger alapkorének ke-
 riletével, masik oldala pedig a henger
- magassagaval egyenldé. A henger palast-
jat a kiterités el6tt egy magassag mentén
vagjuk szét. Ezt a magassagot alkotonak
is nevezziik.
Ha egy téglalapot az egyik szimmetriatengelye koriil megforgatunk, akkor a téglalap
egy hengert ir le a térben. A tengellyel parhuzamos oldal alkotja forgas kozben a hen-
ger paldstjat. Innen ered az alkoto elnevezés.

A henger alapkorének sugara legyen r. Ezt a henger sugaranak is nevezziik.

Tudjuk, hogy T aplap = r'r, K aplap = 217
A henger felszine: A =2 T, 00 + Toasee = 2 Togptap T Kitaprap - M-

ésa K

Felhaszndlvaa T alaplap

alaplap

A=2-r+2r7- m.

képletét, a henger felszinére kapjuk, hogy:

A kapott képletet kiemeléssel a kovetkezd alakra is hozhatjuk: A = 2r7(r + m).




VI’ 7 , AHENGER FELSZINE ES TERFOGATA

1. PELDA

Szeretnénk papirbol egy 3 cm sugaru és 5 cm magassagu hengert késziteni. Az 6sszedllitasahoz
ragasztoszalagot fogunk hasznalni. Mekkora teriilet(i papir sziikséges a henger elkészitéséhez?

Megoldas

Ahhoz, hogy a felhasznalandé papir teriiletét megkapjuk, a henger felszinét kell kiszamitanunk:
A=2r(r+m)=2-3-7(3+5) =48 7 = 150,8 (cm’).

A mindennapokban sziikségiink van a henger
alaku edények, dobozok térfogatara is.

Igazolhatd, hogy a hasdboknal hasznalt képlet a
hengerekre is igaz, vagyis a hengerek térfogata:

V=T

alaplap *

Mivel T

alaplap
V=rr-m.
A képlet igazolasatol most is eltekintiink.

m.

=", ezért a henger térfogatképlete:

2. PELDA

Egy henger alaka iivegvaza 25 cm magas, a sugara a kiilsé falig 3,5 cm. Az tiveg vastagsaga minde-
niitt 5 mm. Tudjuk, hogy 1 cm® iiveg 2,6 gramm.

a) Hany liter viz fér a vazaba?

b) Mekkora a vaza tomege?

Megoldas

a) Mivel a vaza vastagsaga mindeniitt 0,5 cm, ezért a belsd, henger alaka iires
rész magassaga 24,5 cm, a sugara pedig 3 cm. A vaza bels6 térfogata igy:
V,=3" 1 24,5 692,72 (cm?).
Mivel 1000 cm® = 1 liter, ezért a vazéba kb. 0,69 liter vizet lehet tolteni.

7 cm
5mm

b) Szamoljuk ki a vaza térfogatat ugy, mintha beliil nem lenne iires! wem
V,=3,5" 1 25=962,11 (cm?).
Az tiveg térfogata: V=V, —V, =962,11 — 692,72 = 269,39 (cm?).
A vaza tdmege: 269,39 - 2,6 = 700 (g).
Tehat a vaza kb. 0,7 kg-os.
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77’ A HENGER FELSZINE ES TERFOGATA

V1.

FELADATOK

1~ Szamitsd ki a henger felszinét és térfogatat,
ha

a) r=2,5cm,m=4cm;

b) r=7cm,m=4,2cm!

2 Egy 12 cm-szer 5 cm-es téglalapot mind-
két szimmetriatengelye mentén megforgatva
két hengert kapunk. Tippeld meg, hogy melyik
hengernek lesz nagyobb a felszine, térfogatal!
Ellendrizd szamolassal tippjeidet!

35" Egy henger alakd konzervdoboz atmérdéje
8 cm, magassaga 12 cm.

a) Milyen mérett és mekkora teriiletdi cimke
tervezhet6 a palastjara?
b) Mekkora a doboz (irtartalma?

45 Julesi szereti, ha a hulladékot djrahaszno-
sithatja, ezért kitalalta, hogy az {ires csemege-
kukoricas konzervdobozokbdl ajandék ceru-
zatartokat készit. A dobozok palastjat sajat
tervezésli mintakkal fogja disziteni, de elStte az
egészet lealapozza egy szinnel. A dobozok at-
mérdje és magassaga is 8 cm. Mekkora feliiletet

kell Julcsinak alapozni, ha 12 ceruzatartét sze-
retne késziteni?

5 Egy 22 cm hosszu cs6 belsé atmérdje 4 cm,
kiils6 atmérdje pedig 6 cm. Mennyit emelked-
ne a vizszint, ha ezt a csévet egy 55 cm-szer
38 cm-es alapteriilet(i akvariumba tennénk? (Az

a4

akvariumban 1évé viz teljesen ellepné a csovet.)

6 A szoba kifestéséhez fest6hengert haszna-
lunk. Legkevesebb hanyszor fog fordulni a hen-
ger egy 4 méterszer 3 méteres falfeliileten, ha a
henger sugara 4 cm, a szélessége pedig 20 cm?




'\/I’ ZZ» OSSZEFOGLALAS

Husz pontban dsszefoglaljuk a fejezet legfontosabb tudnivaloit:

Ll

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

A haromszog barmely két oldalhosszanak dsszege nagyobb, mint a harmadik oldal hossza.
A haromszog belsé szogeinek osszege 180°, kiils6 szogeinek dsszege pedig 360°.
A haromszog egy-egy kiilsé szoge akkora, mint a vele nem szomszédos két belsé szog 0sszege.

Ha egy haromszogben két oldal hossza egyenld, akkor a velitk szemkdzti szogek is egyenlék. Ha egy
haromszog két szoge egyenld, akkor az ezekkel szemkdzti oldalak hossza is egyenld.

Barmely haromszogben két oldal koziil a hosszabb oldallal szemben nagyobb sz6g van. Barmely
haromszdgben két szog koziil a nagyobb szoggel szemben hosszabb oldal van.

A haromszog harom oldalanak felezémerélegese egy pontban, a haromszog koré irt korének ko-
zéppontjaban metszi egymast.

A haromszog harom szogfelezdje egy pontban, a haromszog beirt korének kozéppontjaban metszi
egymast.
A haromszog harom magassagvonala egy pontban, a magassagpontban metszi egymast.

. A haromszog stlyvonalai egy pontban, a silypontban metszik egymast. A sulypont mindig a suly-

vonal oldalhoz kozelebbi harmadolépontjaban van.

A haromszog kozépvonala parhuzamos a vele szemkozti oldallal, hossza pedig fele ennek az
oldalhossznak.

Az n oldalu sokszogben egy cstcsbol n — 3 atlé huzhato.

Az n oldalu konvex sokszdgben az egy csticsbol indul6 atlok #n — 2 darab haromszoget hoznak létre.
A konvex sokszdgek belsé szogeinek sszege (n — 2) - 180°.

Minden konvex sokszogben a kiils6 szogek dsszege 360°.

n(n—3)

Az n oldalt konvex sokszog atléinak szama: >

A kor keriilete: K=2- r- 7, teriilete pedig: T= 1" 7.
A hasab felszine: A =2 T, + K0+ M.
A hasdb térfogata: V=T, - m.

A henger felszinképlete: A = 2 'z + 217 - m = 2rze(r + m).
A henger térfogatképlete: V = r’zm
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VI

FELADATOK

Az elsé 16 feladatnal pontosan egy helyes valaszt adtunk meg. Keresd meg a megfelel6t!

1~ Egy haromszog egyik oldaldnak hossza 13,2 cm, egy masiké pedig 16,8 cm. Melyik nem lehet
a harmadik oldal hossza a megadottak koziil?

(A) 290 mm; (B) 2,1 dm; (C) 36 mmy; (D) 13,2 cmy (E) 16,8 cm.

25" Hany oldalu az a sokszdg, amelyben a kiils6 szogek dsszege egyenld a belsé szogek dsszegével?
(A) 35 (B) 4 (©) 5 (D) 6; (E) 8.

3 Felsoroltunk néhanyat egy haromszog bels6 és kiilsé szogei koziil. Melyik a kakukktojas?
(A) 30% (B) 80% (C) 90 (D) 120°% (E) 150°.

4 Haegyharomszogben azegyik belsé szog42°, az egyik kiils6 szog pedig 111°, akkor a haromszog
(A) derékszogt;

(B) egyenld szaru;

(C) tompaszogu;

(D) nem létezik;

(E) szabalyos.

5 Egy egyenl6 szaru (nem szabalyos) haromszogbe berajzoltuk az 6t nevezetes vonal mindegyi-
két. Hany egyenest rajzoltunk?

(A) 12; (B) 13; (C) 14; (D) 15; (E) Az el6zbek egyike sem.

6 Melyik allitas igaz az egyenld szart (nem szabalyos) haromszog alapjanak egyik csticsabol in-
dulé sulyvonalra, szogfelezére és magassagra?

(A) Egyik sem felezi a haromszog teriiletét.

(B) Egyik sem merdleges a szemkozti oldalegyenesre.

(C) Koziilik mindig a szdgfelez6 a legrévidebb.

(D) Koziilik mindig a stlyvonal a legrévidebb.

(E) Koziilik mindig a magassag a legrévidebb.

7~ Ha egy haromszog harom kozépvonalanak hossza 33 cm, akkor a haromszog keriilete
(A) 16,5 cmy (B) 33 cmy; (C) 66 cm; (D) 99 cm; (E) 132 cm.

8~ Hany oldalu az a sokszog, amelyben egy csticsbol 6sszesen 1000 atlé huzhat6?
(A) 997; (B) 998; (C) 1001; (D) 1002; (E) 1003.

9 Hany oldalu az a sokszog, amelyben a belsé szogek 0sszege 2340°?
(A) 11; (B) 12; (C) 135 (D) 14; (E) 15.




VI. ZZ» OSSZEFOGLALAS

10~ Hany atl6ja van a 20 oldalu konvex sokszognek?

(A) 170; (B) 180; (C) 200; (D) 220; (E) 230.

11 Hany oldalt az a sokszog, amelynek dsszesen 44 atloja van?
(A) 924; (B) 902; (C) 125 (D) 11; (E) Az el6z6ek egyike sem.

1250 Két kor kertiletének osszege 6. Mennyi a két sugar hosszanak osszege?

(A) 35 (B) 5; (C) 6; (D) m; (E) Nem adhato
meg egyértelmtien.

13 Az egyik kor sugaranak hossza r, a masik kor sugaranak hossza R. Tudjuk, tovabba hogy

7>+ R> =192 Mekkora a két kor teriiletének az Osszege?

16

(A) Ilyen korok nincsenek.

(B) Nem adhaté meg egyértelmiien.
(C) 6,8125.

(D) 6,81257.

327

14 Az abran egy 31 dm magas oszlop keresztmetszete lathaté. Az alaplap minden
éle egyenlé hosszusagu, és deciméterben mérve egész szam. Melyik lehet a megadott
értékek koziil az oszlop térfogata?

(A)150dm?*  (B)620dm®*  (C)279dm* (D) 124dm*  (E)2790 dm®.

15 Egy hasab alaplapja 16 cm keriiletd és 12 cm? teriiletd. Mekkora a magassédga, ha a felszine
248 cm™?

(A) 14 cm; (B) 18 cm; (C)14,75cm; (D) 155cm;  (E) 5378 cm.

16 Felirtuk egy henger alapkorének teriiletét, palastjianak teriiletét és a térfogatat egy papirra,
de elfelejtettiik, hogy melyik szam mit jelent. A papiron ezek a szamok szerepelnek: 97, 607, 907.
A megadottak koziil melyik lehet jé?

(A) r=3,m=30;
(B) r=3, m=20;
(C)r=9,m=6;
(D) r=3,m=10;
(E) r=9, m=10.
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ZZ OSSZEFOGLALAS

175" Egy haromszognek van egy 18 cm-es és egy 12 cm-es oldala. Milyen hatarok kozott véaltozhat
a harmadik oldal hossza?

185" Mekkora lehet egy haromszog:
a) bels6 szoge; b) kiils6 szoge?

195" Egy haromszognek van 19°-0s és 61°-0s belsé szoge. Mekkora a harmadik csticsndl talalhaté
kiils6 szoge?

20 Egyenl6 szart haromszognek az egyik szoge
a) 72°-os; b) 92°-0s.
Mekkorak a hianyzé szogek?

21 Egy egyenld szaru derékszogli haromszognek az egyik oldala 5 cm hosszusagu. Rajzold le
a haromszoget!

22 Rakd novekedd sorrendbe a haromszdg oldalhosszait, ha a szogei:
a) @ =43° [ =98% b) @ =103° B =23°!

23 Rakd novekedd sorrendbe a haromszog szogeit, ha az oldalhosszai:
a) a=15cm, b =20 cm, c= 14 cm; b) a=28cm, b=18 cm, c =25 cm!

24 Lehetséges-e, hogy a haromszog beirt, koré irt korének kozéppontja és a magassagpontja
egybeesik?

255" Egy nyomtatott A beti szarai 12 cm hosszasaguak. A szarak felezépontjait egy 4 cm hosszu-
sagu szakasz koti ossze. Milyen széles ez a beti?

26 Egy kétagu létra szdrai 180 cm-esek. A létrat 120 cm szélesre kinyitottuk.
A szarak felez6pontjait 6sszekotd lanc ekkor teljesen kifesziil. Milyen hossza
ez a lanc?

27  Rajzolj egy szabalyos hatszoget! Rajzold meg az Osszes atlojat! Készits
leltart, hogy a kiilonb6z6 hosszusagu atlokbol hany darab van!

28 Egy konvex sokszognek 1001 oldala van.

a) Hany atlé huzhato egy csucsabol?

b) Hany haromszogre vagja az egy csticsbol huzott 6sszes atlo?
c) Mekkora a bels6 szogeinek az dsszege?

d) Mekkora a kiils6 szogeinek az 0sszege?

e) Hany atldja van 6sszesen?

29 Egylabdarugotorndra 12 csapat érkezett. Minden csapat mindegyik masik csapattal pontosan
egy mérkdzést fog jatszani.
a) Hany mérkézés var egy-egy csapatra?  b) Hany mérko6zés lesz 9sszesen?
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30 A tér kozepén egy kor alaku virdgagyast alakitottak ki, melynek 12 méter az dtmérdje.
a) Mekkora hosszusagu szegélyt kell a kialakitdsndl a helyszinre szallitani?
b) Mekkora teriiletii részt fognak viraggal beiiltetni?

31 A 100 forintos pénzérmék atmérdje 23,8 mm, a 200 forintosoké pedig 28,3 mm. Az asztalon
hever mindkét érmébadl 1000-1000 Ft egymas mellett. Melyik és mennyivel foglal el tobb helyet az
asztalon?

32 A 100 forintos pénzérmék atmérdje 23,8 mm, a 200 forintosoké pedig 28,3 mm. A 100 forin-
tosok vastagsaga 2,2 mm, a 200 forintosoké 2 mm. Add meg a térfogatuk kiilonbségét!

33 A pénzérméket henger alakban, rolnizva csomagoljék. Otven darab 100 forintost és dtven
darab 200 forintost szeretnénk rolnizni. Az igy kapott két henger koziil melyiknek és mennyivel
nagyobb a felszine?

34 Egy henger alaku befé6ttes tivegnek a belsé atmérdje 8 cm. Miutdn a gylimolcsot megettiik,
4 cm magasan all benne a gytimoélcsszirup. Hany deciliter folyadékot jelent ez?

35 Egy 2 mm vastag vaslemezbdl kivagtik a képen 1, ., 80 cm

lathat6 sokszoget. e

a) Mekkora a sokszog alaku lemez térfogata?

b) Mekkora a lemez tomege, ha tudjuk, hogy 1 m’ vas 25cm
7860 kg?

36 A tangram nevi jaték 7 darab szines elemét 8 mm vastag fabdl

készitették. Az elemeket a képen lathaté médon egy 10 cm-es négyzet

alakba lehet rendezni. A négyzet atldjat vegyiik 14,2 cm hosszusagunak.

a) Hany kiilonboz6 térfogatu elembdl all a jaték? Add meg ezeket
a térfogatokat!

b) Hany kiillonbozé felszint elembdl all a jaték? Add meg ezeket
a felszineket!

37 Egy 550 oldalas konyv 3 cm vastag a boritdja nélkiil. A lapjai 14 cm-
szer 20 cm-es méretiiek. Mekkora egy lap térfogata?

38 A képen lathat6 geometriai testeket tartalmazo kirakoéjatékot 6vo-
dasoknak készitették. Az els6 sorban 6 cm, a masodik sorban 8 cm,
a harmadik sorban 10 cm magas testek lathatok. Az els6 oszlopban az
alaplap és a fed6lap is 3 cm oldala négyzet, a masodik oszlopban 4 cm
oldalu szabalyos haromszdg, a harmadik oszlopban pedig 3 cm atméré-
ji kor. Add meg a kilenc test koziil azok felszinét és térfogatat, amelye-
ket szamitassal meg tudsz hatarozni!
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— A kovetkezd csapat csak par szaz évet ugrik az idében - tajékoztatta a tanuldkat Judit néni, majd
néhany masodperc mulva kihirdette: - Helén és David latogathatja meg Galileit. Néhanyan ugyan
elszontyolodtak egy kicsit, de aztan rogton tervezgetni kezdték a jovo évi programot.

Csak egy villanas volt, és a két gyerek Italidban talalta magat. A Napnak még elég ereje volt,
hogy kellemesen atmelegitse a haz koveit, ugyhogy mindketten elfoglaltak helyiiket az egyik
ablakfiilkében.

- Mondd csak, miért foglalkozol olyan felesleges dolgokkal, mint a jatékkockak természete? —
fordult Niccolini Galileihez.

— Azért, kedves baratom, mert sokan hodolnak e szenvedélynek, és kérdéseik kivancsiva tettek.
Ahogy egyre tobb valaszt tudok adni nekik, egyre jobban érzem, hogy egyaltalan nem feleslege-
sek az ezzel kapcsolatos kisérleteim: torvényeket vettem észre a véletlenek mogott.

— Akkor mindenki nyerni fog a kockajatékokon, ha megismeri a munkadat?

— Nem, kedves baratom. Nem tudom megjoésolni a véletlent, csak megérteni és leirni a torvényeit.
Ezek azonban nem olyan természettiek, mint az optika torvényei.

— Az algebra mely fejezetébe illenek az eredményeid?

- Egyikbe sem, szerintem ennek nincs neve, de ugy érzem nemsokara lesz. Lehet, hogy j tudo-
manyag van sziiletében.

— Az is véletlen volt, hogy éppen minket sorsoltak ki erre az utra? — kérdezte Helén.

— Természetesen — himmogott David, aki mindig jo volt infobdl, és egy egész napot pepecselt a
sorsolds el6tti este az iskola szamitogépén.



V II 7 KET HALMAZ KOZOTTI
o o HOZZARENDELESEK

1. PELDA

Keressiik meg az A és B halmaz dsszetartozo elemeit!

a) A = {Hunyadi Janos; Dugovics Titusz; I. Karoly; Nagy Lajos}
B = {az aranyforint atyja; a torokverd; a nandorfehérvari hds; a lovagkiraly}

b) A = {A Reményhez; Méty4s anyja; A walesi bardok; Szép Ilonka; Almodo; Zsugori uram}
B = {Kanyadi Sandor; Arany Janos; Csokonai Vitéz Mihaly; Vorosmarty Mihaly}

¢) A = {tenger; dcean; foldrész}
B = {Azsia; Indiai-6cedn; Amerika; Atlanti-6cedn; Antarktisz; Voros-tenger}

Megoldas
A példa megoldasahoz megfeleld szint(i ismerettel kell rendelkezniink mas tantargyakbol is.

a) Magyar torténelmi személyi-
ségekhez rendeltiink 6ket jol

I. Karoly a torokverd

leiré jelzoket: Dugovits Titusz az aranyforint atyja
Hunyadi Janos a nandorfehérvari hés
Nagy Lajos a lovagkiraly
< Nagy Lajos kirdly

b) Magyar irodalmi alkotdsok-

.. - Szép Ilonka
hoz rendeltiink szerzdket: N B s
A Reményhez Vorésmarty Mihdly
A walesi bardok Csokonai Vitéz Mihaly

Zsugori uram
Almodé

Kanyadi Sandor
< I Edward és felesége

c¢) Foldrajzi fogalmak és elnevezések kozott keres-
tiink 6sszetartozokat:

Indiai-6cean
Voros-tenger
Atlanti-6cean
Antarktisz

Amerika

foldrész

< Oroszlanhal

Nézziik meg, hogy miben egyezik és miben kiilonbozik a harom feladatrész!

Ko6z6s benniik, hogy mindharom esetben az A halmaz minden eleméhez taldltunk B-beli elemeket,
vagyis az A halmaz elemeihez hozzarendeltiik a B halmaz elemeit. Az A halmazt alaphalmaznak,
a B halmazt pedig képhalmaznak nevezziik.

Milyen kiilonbségek vannak a hozzarendelések kozott?

Z00
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Az a) esetben minden A-beli
elemhez egy B-beli elemet ren-
deltiink, és minden A halmaz-

KET HALMAZ KOZOTTI
HOZZARENDELESEK

A b) esetben minden A-beli
elemhez egy B-belit rendeltiink,
de tobb A halmazbeli elemnek

VII.

A ¢) esetben az A halmazbe-
li elemek kozott volt olyan (pl.
foldrész), amelyhez tobb B-beli

beli elemhez kiilonbozét. ugyanazt a B halmazbeli elemet  elemet rendeltiink hozza.

teleltettiik meg.
Alaphalmaz ~ Képhalmaz Alaphalmaz ~ Képhalmaz Alaphalmaz  Képhalmaz
n » ‘
] ° ™ [ 4'/’

. . = Pl

Az a) és b) esetben minden A-beli elemhez csak egyet rendeltiink hozza a B halmazbdl. Ezt egyértelmi
hozzarendelésnek nevezziik.

A c) esetben az A halmaz egy eleméhez tobb B-beli elemet is rendeltiink. Ezt nem egyértelmii hozza-
rendelésnek nevezziik.

Osszefoglalva:

Ha két halmaz elemei k6zott megfeleltetést 1étesitiink, akkor hozzarendelésrdl beszéliink.
Azt a halmazt, amelynek az elemeihez hozzarendeliink, alaphalmaznak nevezziik.

Azt a halmazt, amelynek az elemeit rendeljiik hozza, képhalmaznak nevezziik.

Egyértelmii hozzarendelést hozunk létre, ha minden alaphalmazbeli elemhez csak egy elemet ren-
deliink a képhalmazbdl.
Nem egyértelmii hozzarendelésrol beszéliink, ha az alaphalmaz egy eleméhez tobb képhalmazbeli

elemet rendeltiink hozza.
FELADATOK

a) Egyértelmi hozzarendelést akkor hozunk létre, ha az alaphalmaz...........................

1" Egészitsd ki a mondatot!

eleméhez, .......c.oooiiiiiiii képhalmazbeli elemet rendeliink hozza.
b) Nem egyértelmli hozzarendelést adunk meg, ha van olyan alaphalmazbeli elem, amelyhez

.................. képhalmazbeli elemet rendeliink.

25" Adj meg olyan hozzérendeléseket, amelyekre teljesiil, hogy alaphalmaza
a) az osztalyodba jaré gyerekek halmaza;

b) az iskolatok menzajan fogyaszthatd ételek halmaza;

¢) aziskolai tantargyak halmaza!
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35 Parositsd a hozzérendeléseket a diagramokkal! Dontsd el, melyik egyértelmi és melyik nem
egyértelmt hozzarendelés!

a) Minden magyar emberhez hozzarendeljiik a taj-szamat.

b) Minden emberhez hozzarendeljiik a sziiletési datumat.

¢) Minden emberhez hozzarendeljiik a baratait.

<

45" Melyik egyértelm{i és melyik nem egyértelmi hozzérendelés az alébbi megfeleltetések koziil?
a) Minden szamhoz hozzarendeljiik a nala eggyel nagyobb szamot.

b) Minden szamhoz hozzarendeljiik a reciprokat.

¢) Minden szamhoz hozzarendeljiik a szamszomszédait.

d) Minden szamhoz hozzarendeljiik az abszolut értékét.

e) Minden szamhoz hozzarendeljiik a tizedét.

f) Minden egész szamhoz 1-et rendeliink, ha paros, 0-t, ha paratlan.

55 Adj meg hozzdrendelést az
alabbi nevek és képek kozott!
Parositsd a névhalmaz elemeit
a képhalmaz elemeivel! Melyik
névhez nem talalsz képet?

Bolyai Janos Neumann Jdnos Varga Tamas
Erdés Pal Sain Mdrton

6~ Az aldbbi hozzarendelések koziil melyek egyértelmtiek?
a) Alaphalmaz: az aktualis év datumai januar 1-t6] december 31-ig.
Képhalmaz: a hét napjai.
Hozzérendelés: Minden datumhoz rendeljiik hozza a hét megfelel6 napjat!
b) Alaphalmaz: az iskolad diakjai.
Képhalmaz: az iskolad tanarai.
Hozzarendelés: Minden didkhoz rendeljiik hozza az 6t tanit6 tanarokat!
¢) Alaphalmaz: {szilard; folyékony; légnemi}
Képhalmaz: {viz; tankonyv; levegd; jég; oxigén}
Hozzérendelés: Minden halmazallapothoz rendeljiik hozzd a vele egyezé halmazallapotd
anyagot!

Z0Z
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A hozzarendelések fajtai kozil kitiintetett szerepe

Fontos!
van az egyértelmd hozzarendelésnek. Az egyér-
telmi hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik. Az alaphalmaz azon elemeinek Gsszességét,
A fiiggvény megadasa sokféle mdédon torténhet, amelyekhez hozzdrendeltiink a képhalmazbdl
de minden esetben meg kell adni elemeket, a fiiggvény értelmezési tartomanya-
e az alaphalmazt, nak nevezziik.
e aképhalmazt, A képhalmaz nem minden elemének kell sze-
* ¢ésahozzdrendelési szabalyt. repelni a hozzarendelésben.
Megillapodas: Ha olyan feladattal taldlkozol, ahol A képhalmaz azon elemeinek dsszességét, ame-
nincs megadva az alaphalmaz és a képhalmaz, lyeket hozzarendeltiink az alaphalmaz elemei-

akkor az alaphalmaz és a képhalmaz is a tanult hez, a fiiggvény értékkészletének nevezziik.
szamok halmaza lesz.

Figyeljiik meg, milyen médon adhatunk meg fiiggvényeket!
Legyen az alaphalmaz a 10-nél nem nagyobb természetes szamok halmaza, a képhalmaz pedig a racio-
nalis szamok halmaza!

A hozzarendelés megadasa torténhet:

a) Szovegesen:
Példaul: Minden szamhoz rendeljitk hozza a felénél 1-gyel nagyobb
szamot!

b) A megadott hozzarendelést abrazolhatjuk Venn-diagramon:

¢) A hozzarendelés megadhato tablazattal is:

0
1

1
1,5

2
2

3
2,5

4
3

5
3,5

6
4

7
4,5

8
5

9
5,5

10
6

A elemei

B elemei

d) Megadhatjuk a fiiggvényt elemenkénti hozzarendeléssel is. Ebben az esetben ugynevezett talpas
nyillal jel6ljiik, hogy melyik elemhez mit rendeliink:
1->15 2-2 3525 4-3 5535 6~4 7-45 85 9-55 10~ 6.

Az ezutan kovetkezé megadasi modok akkor hasznalhatok, ha az alaphalmaz és a képhalmaz is
szamhalmaz.

e) Szamparok megadasaval is megadhatjuk a hozzarendelést. A szampar elsé tagja az alaphalmaz eleme,
a masodik tagja a képhalmaz eleme lesz:
0; 1) (LL5); (252); (3525) (43); (535) (64) (7:45) (85) (955); (1056).
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f) A hozzarendelést két parhuzamos szamegyenes segitségével is abrazolhatjuk. A hozzarendelést nyi-
lak jelolik, amelyek az egyik szamegyenes szamaitél mutatnak a masik szdimegyenes megfelel6 sza-
mai felé. Ezt nyildiagramos abrazolasnak nevezziik.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g) Abrazolhatjuk a fuggvényt derékszogli koordinata-rendszer- | y A
ben ugy, hogy az dbrazolandd pont elsé jelz6szama az alap-
halmaz eleme, a pont masodik jelzészama pedig a képhalmaz
megfelel6 eleme legyen.

Az ilyen mddon abrazolt pontok Osszességét a fiiggvény
grafikonjanak nevezziik. Az alaphalmaz elemeit az x tenge-
lyen 1év6 szamokbdl valasztjuk, a képhalmaz elemeit az y ten-
gelyen 1év6 értékekbdl.

Vigyazz! A fiiggvény nem egyenld a grafikonjival, hisz a
grafikon csupan a hozzarendelés egy megjelenitési formaja.

—

Ry

h) Képlettel torténé megadas. Ezt az alabbi mddon jeldljiik:

f:XF+€§+1

Az f a fiiggvény neve, a x — % + 1 képlet kiolvasasa pedig: ,x-hez hozzarendeljiik az x per 2 meg
1-et”

A képlet egy szoveges utasitas matematikai leirasa. Megmutatja, hogy milyen miiveleteket végezziink
egy tetszbleges alaphalmazbeli szammal.

CSOPORTMUNKA

Gyjtsétek 0ssze, hogy a tanultak alap-
jan milyen médon lehet fiiggvényeket
megadni! Minden lehetdséghez raj-
zoljatok vagy irjatok példat is!
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VII.

FELADATOK

1> Valaszd ki az alabbi hozzarendelések koziil

a fiiggvényeket! Az alaphalmazt A-val, a kép-

halmazt B-val jeloltiik.

a) A = {iskolaskoru gyerekek}; B = {iskolak}
Minden iskolaskoru gyerekhez hozzaren-
deljiik a sajat iskolajat.

b) A = {allattulajdonosok}; B = {allatok}
Minden allattulajdonoshoz hozzarendeljiik
a haziallatat.

c) A = {hazasparok}; B = {évszamok}
Minden hdzasparhoz hozzarendeljiik az évet,
amikor 0sszehazasodtak.

d) A ={gytimolcsok}; B={racionalisszamok}
Minden gyiimoélcshoz hozzarendeljiik, hany-
féle vitamint tartalmaz.

25" Megadtuk egy fiiggvény alaphalmazat, kép-
halmazat és hozzarendelési szabalyat. Készitsd
el a hozzarendelés tablazatat!
a) A = {10-nél kisebb nem negativ egész szamok}
B = {természetes szamok}
Hozzarendelési szabaly: Minden A-beli szam-
hoz rendeljiik hozza a hdromszorosanal
2-vel nagyobb szamot!
b) A ={20-nal kisebb primszamok}
B = {egész szamok}
Hozzarendelési szabaly: Minden A-beli szam-
hoz rendeljitk hozza az ellentettjét!

3  Elemenkénti hozzarendeléssel megadtuk
egy fiiggvény alaphalmazat, képhalmazat és a
hozzarendelési szabalyat. Add meg a hozzaren-
delést szovegesen és Venn-diagrammal is!
a) A = {-6-nal nagyobb negativ szamok}
B = {racionalis szamok}
-5— -3,5, -4 -3
-2 -2; -1 -1,5.

-3 > -2,5;

b) A ={-3 és 3 kozotti egész szamok}
B = {természetes szamok}
-3 3
1~ 1;

-2- 2
2 2;

-1~ 1;
3 - 3.

0+~ 0;

4 Készits tablazatot az alabbi hozzarende-

lésekhez 8 db dltalad valasztott szammal, és

abrazold az alabbi fiiggvényeket a koordinata-

rendszerben! Az alaphalmaz és a képhalmaz is

a tanult szamok halmaza.

a) Minden szamhoz rendeljiik hozza a néla
eggyel nagyobb szam kétszeresét!

b) Minden szamhoz rendeljiik hozza a negye-
dénél 2-vel nagyobb szamot!

5 Valaszd ki a fliggvények grafikonjait az
aldbbi abrak kozul!

a) JA
5 »
b) VA
4 \/1 },
X
c) VA
0 5
d) YA
WA ‘iA\ [N
\WARVIAVARY
e) A f) yA
—06;/ % 5 »




VII’ ’5’ OLVASSUNK A GRAFIKONROL!

1. PELDA

Andris és Matyi bicikliversenyt rendeznek. Az A

erdei kirandulédsvényen tekernek végig. Aki 30

eldbb célba ér, az nyer. A grafikon a megtett utat 27 Matyi 4

mutatja az id6 figgvényében. Mit tudhatunk E 24 ///

meg a grafikonrol? < 21 Ahdris
S 18 v

Megoldas go 15

A vizszintes tengelyen az idot, a fiigg6leges ten- & 12 7/ 7

gelyen a megtett utat abrazoltuk. A megtett ut ? 4

tehat az id6 fuggvényében valtozott. 6 /s

A fuiggéleges tengelyrdl leolvashatjuk, hogy a 3 r -

kirandul6osvény hossza 30 km volt, a grafikon
vizszintes tengelyérdl pedig az is megtudhato,
hogy Andris 60, Matyi pedig 50 perc alatt te-
kerte végig a palyat, igy Matyi nyerte a versenyt. Azt, hogy Matyi volt a gyorsabb, onnan is lathat-
juk, hogy az 6 mozgasgrafikonja meredekebb, tehat az adott tavolsagot kevesebb id¢ alatt tette meg.

2. PELDA

Klari elsétalt a kozértbe, bevasarolt, majd hazament. A grafikon a Klari altal megtett tavolsagot
mutatja az id6 fiiggvényében.
a) Hany o6rara ért haza Klari, ha 15.10-kor indult otthonrél?

0 10 20 30 40 50 60
idé6 (perc)

b) Hany perc alatt ért a kdzért- A
be? 700
¢) Hény percet toltott vasarlds- g 600
sal? = 500 /
. P o /
d) Odafelé vagy hazafelé sétalt £ 400
gyorsabban? 0300
52001 /
1001/
0 >
0 10 20 30 id6 (perc)
Megoldas

a) Klari 34 percet toltott tavol, igy 15.44-re ért haza.

b) 8 perc alatt odaért a kozértbe. A kozértbe érkezés a grafikon vizszintes részénél kezdédik. Ez
jeloli, hogy Klari mar nem ment tovabb.

¢) Klari 8-22 percig volt a boltban, igy 14 perc alatt bevasarolt.

d) Odafelé gyorsabban sétalt, hisz rovidebb id¢6 alatt tette meg ugyanazt a tavolsagot, amit hazafelé
is lesétalt, amit abbdl is lathatunk, hogy ez a grafikon meredekebb.

204
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FELADATOK

1" Az utasszallité repii- A
16gép magassagi adatai 10000
alapjén nyomon kovethet- 9000
jilk, hogy az indulast ko- 8000 /
vet§ egyes idépontokban g 7000 /
milyen magasan szallt a .2 6000
repiilégép. % 5000
a) Hany perc alatt érte el £ 4000
a repiilési magassagat a 3000
repiil6gép? 2000
b) Milyen magasan jart a 1000 i
gép az induldst kovetd 0 >
8. percben? 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

¢) Hany métert emelkedett
a gép a 4-8. perc kozott?

indulastol eltelt id6 (perc)

d) Melyik idSintervallumban volt a legnagyobb a repiil6gép emelkedési sebessége?
e) Hanyadik percben volt 8000 m a repiilési magassaga?

2 A kovetkez6 abran a budapesti és a bécsi

repiil6tér éves utasforgalmat latod 2000 és

2012 kozott. Dontsd el a grafikon alapjan, me-

lyik igaz, illetve melyik hamis a kovetkez6 lli-

tasok kozil!

a) A bécsi reptéren mindig tobben voltak,
mint a budapestin.

b) A legnagyobb forgalmat mindkét reptiltér
ugyanabban az évben érte el.

¢) Volt olyan év, amikor a bécsi repiil6téren 10
millidval tobb ember fordult meg, mint a
budapesti reptéren.

d) 2009-ben volt a legkisebb eltérés a két rep-
tér forgalma kozott.

millié f6

18
16
14
12
10

8
6
4
2
0
2

A
/I
P //
Bécs  N—"
A
,,cr/‘/
_/"\»/' s
| Budapest
— '/‘/
000 2002 2004 2006 2008 2010 2012

e) Ezalatta 13 év alatt 70 milliénal tobb latogatoja volt a budapesti repiildtérnek.

3 Piroska reggel 8-kor indult el a 12 km-re laké nagymaméhoz. Orénként atlagosan 3 km-t tett
meg. 10 6rakor letért az atrol, hogy fél dra alatt viragot szedjen a nagyinak, majd folytatta az ttjat.
km
h
sebességgel utana szaladt. Tudott-e beszélni az anyuka Piroskaval még a viragszedés el6tt? Grafi-
kusan oldd meg a feladatot a fiizetedben!

Anyukajanak 9-kor jutott eszébe, hogy elfelejtett kislanyanak szolni a gonosz farkasrdl, igy 6




VII’ ’5’ OLVASSUNK A GRAFIKONROL!

’

4 Aron és Barnus kiilonboz hely (km) 4
iskolakba jarnak, de pénteken mind-
kett6jitknek 6t oraja van. Tanitas
utén Barnusnak Aron iskoldjiban 8 d
van zene6réja, Aronnak meg Barnus
iskolajaban van kosarlabdaedzése.
Egyszerre indulnak, s mindketten
biciklivel mennek egymas iskoldja-
ba. Valaszolj a kérdésekre a grafikon
alapjan!
a) Melyik grafikon jeloli Aron és

melyik Barnus mozgasat? Aron iskoldja
b) Melyik gyerek biciklizik gyorsab-

ban? Miért?
¢) Milyen messze van egymastdl a két iskola?
d) A fidk az indulastol szamitott hanyadik percben talalkoznak?
e) Hény perc alatt teszi meg az utat Aron?
f) Hany km utat tesz meg Barnus egy perc alatt?

Barnus iskoldja 9

7
6
5
4 /
3
2
1
0

\ 4

0 6 12 18 24 30 36
idé (perc)

5 Van a kertiinkben egy 400 lite-
res felfujhat6 medence, azonban a
kutyank kiragta az oldalat. Egyen-
letesen folyt bel6le a viz, és 2,5 dra
mulva szomorutan lattuk, hogy a viz
fele kifolyt és elszivargott a foldbe.
Abrazold a medencében levd viz
mennyiségének csokkenését az eltelt
idé fiiggvényében!

6 Meggyujtottunk két gyertyat. Az egyik 24 cm hosszu, a masik ennél vastagabb, de csak 16 cm
hosszusagu. A gyertyak egyenletesen égtek. A hosszabb gyertya magassaga 6 ora alatt 9 cm-t, a
rovidebbé 5 cm-t csokkent.

a) Abrézold egy koordinata-rendszerben a gyertydk magassigat az eltelt idé fiiggvényében!

b) Melyik gyertya ég el hamarabb?

¢) Milyen hosszuak lesznek a gyertydk 2 ora elteltével?

d) Mennyi id6 alatt ég el a hosszabb gyertya?

e) Mikor lesz a rovidebb gyertya 8,5 cm magas?
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Gyakran talalkozunk olyan feladatokkal, amelyek a fliiggvényt képlettel adjak meg, de sziikségiink lehet
a koordinata-rendszerben dbrazolt grafikonjara is.

Figyeljiik meg, mit allapithatunk meg a fiiggvények grafikonjainak valtozasardl a szabalyok valtoztata-
saval! Legyen az értelmezési tartomany minden példankban a tanult szamok halmaza!

Rendeljiik hozza minden szamhoz a nala kettével nagyobb szamot!
A hozzarendelési szabalyt igy adhatjuk meg képlettel: f:x — x + 2.

Megoldas

A képlet azt jelenti, hogy ha egy tetszéleges x tanult szamot valasztunk, akkor a hozzarendelt érték
x + 2 lesz, vagyis a nala kett6vel nagyobb szam. A fiiggvénynek ,,nevet” adtunk azzal, hogy a sza-
bély elé f betiit irtunk, tehat ez

lesz a fiiggvény bettjele, ,neve”. x 0 1| -1 2 | -2 3 1-31]05]-45
Készitstink tablazatot az osszetar-

Y . xX+2 2 3 1 4 0 5 -1 1]25]|-25
toz6 szamparokrol!
Abrézoljuk az értékparokat koordinata-rendszerben ugy, y A
hogy az x szam a pont els6, az x + 2 érték pedig a masodik

koordinata legyen:

A grafikon nem a teljes hozzarendelés képét mutatja, mivel
csak azt vizsgaltuk, hogyan helyezkednek el a grafikon
pontjai néhany esetben.

—

Ry

Természetesen nem lehet minden tanult szdmot beirni a
tablazatba, de a hozzarendelés grafikonjat meg tudjuk raj-
zolni. Belathato, hogy a grafikon pontjai a berajzolt pontok
altal meghatarozott egyenesen lesznek. Ezért az ilyen tipust
hozzarendelést linedris fiiggvénynek nevezziik.

(S

Ry

Lathato, hogy a fiiggvény értékkészlete a tanult szamok
halmaza.
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) 4 *

2. PELDA

Abrézoljuk a g: x — x - 4 fiiggvényt! Milyen kapcsolat van y A

az 1. példaban abrazolt és a most abrazolt figgvény kozott?

Megoldas

Most minden szdmhoz a ndla néggyel kisebbet rendeljiik
hozza. Tablazat nélkiil is konnyen lehet dsszetartozo érték-
parokat keresni, igy néhany pont abrazolasa utan megraj- g
zolhatjuk a fliggvény grafikonjat:

(0;-4); (1;-3); (3-1) (-3;-7); (55 1). 0] 1

—

Ry

A figgvény grafikonja az el6z6 grafikonnal parhuzamos
egyenes, de 6 egységgel ,lejjebb” csusztatva, ezért a fligg-
vény értékkészlete ismét a tanult szamok halmaza.

Nézzetek utana, honnan szdrmazik a linedris elnevezés!

FELADATOK

15 Abrazold kozos koordindta-rendszerben az alabbi fiiggvények grafikonjait!
a) x — x; b) x » x+ 3; c) x > x-4 d) x » x+5.

25" Abrézold kozos koordinata-rendszerben az alébbi fiiggvények grafikonjait!
1

a) x — Xx; b) x » 2x; c) x — =3x; d)x»—»%x; e)x.—>5x+1.

35" Melyik képlethez melyik grafikon tartozik?
a) f:x - 2x; b)g:x—>2x-4 ¢) hixo -x-2 d)l:xw—%x+2; e)f:x - x.

yﬂ ),A yh yA

Ry
=y




4 ABRAZOLJUNK KEPLET ALAPJAN! VII
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4 Megrajzoltuk néhany linearis fiiggvény grafikonjat. Vizsgaljatok meg, milyen Osszefiiggések
allapithatok meg a hozzarendelési szabaly és a fiiggvény grafikonja kozott!

Melyik szamot rendeli hozza a 0-hoz, azaz hol metszi a grafikon az y tengelyt?

Mennyit véltozik a fliggvény értéke, ha az x valtozo 1-gyel né?

kix o Ly y A 4
2 / e
[:x — 3x-4;
NRE m
m:x— -x+6. yA : / N
1 k of x 1

Ry
T~
()
S

5 Abrazold az aldbbi fiiggvényeket, majd tiikrozd az y tengelyre! Add meg az igy kapott fiiggvé-
nyek hozzarendelési szabalyat!

a) fix - x+3; b) g:x - -3x-2 c)h:x»%x.

6 Add meg az alabbi pontok hidnyzé koordinatait, ha tudod, hogy a pontok rajta vannak az
fixo —%x + 2 figgvény grafikonjan!

A(6;...... );  B(...... ;4);  C(0;...... );  DC(...... ; —4); E(300;5...... ); F(...... ; =212).

7 Abrézoldag:x — 3x - 1 fiiggvény grafikonjat! Déntsd el, hogy hol helyezkednek el az alabbi
pontok: a fiiggvény alatt, a fliggvényen vagy a fliggvény felett!
A(1; 2); B(-3;-7);  C(4; 3); D(-5; 5); E(7; -2).

8 Egyenletesen zuhog az esé. Az udvaron két egyfor-
ma méretl es6vizgyijté dézsank is van.
a) Az egyikben 5 perc alatt 0,5 cm-t emelkedik a viz-
szint. Ez a dézsa két és fél ora alatt tele lett, de addigra
annyira megsiillyedt alatta a f6ld, hogy felborult, és
az Osszes viz kiomlott beldle. Abrazold grafikonon a
hordéban levé viz mennyiségének valtozasat az id6
tiiggvényében!
b) Vizsgaljuk meg a masik dézsat! A két dézsa kozti kii-
16nbség mindossze annyi, hogy ezen alul van egy kisebb lyuk, ahol folyamatosan elszivarog a
viz, igy 2 percenként 1 mm-rel csékken a viz szintje. Abrazold grafikonon a hordéban levé viz
mennyiségének valtozasat az id6 fiiggvényében! Mennyi id6 alatt telik meg ez a hordé?




VII’ ;’ KERESSUNK SZABALYOKAT!

Vizsgaljuk meg, mi lehet a fliggvény hozzarendelési szabalya, illetve hogyan lehet ezt megallapitani, ha

ismerjiik a grafikonjat!

Adjuk meg képlettel a grafikon pontjai kozotti
oOsszefiiggést! Irjuk fel az itt lathato fiiggvények
hozzarendelési szabalyat!

Megoldas

Célszert el6szor racspontokat keresni. Azokat
a pontokat nevezziik racspontoknak, amelyek-
nek mind a két koordinétdja egész szdm. Irjuk
egy tablazatba a racspontok koordinatait ugy,
hogy a fels6 sorba az elsd, az als6 sorba a masodik koordinata keriiljon!

A fels6 sorban 1év6 szamok lesznek a fiiggetlen valtozé értékei, vagyis az x szamok, az als6 sorban
1évok pedig rendre a hozzajuk rendelt értékek, amelyet f (x)-szel szoktunk jeldlni. Ezek kozott kell
Osszefiiggést megallapitanunk.

p—

Ry

-8
-4

-6
-3

-4
-2

-2
-1

0
0

2
1

4
2

6
3

8
4

x
fx)

A fiiggvény grafikonja egyenes. Eszrevehetjiik, hogy a hozzdrendelt szamok pontosan az x szdmok
felével egyenl6k. A hozzarendelést ezért igy fogalmazhatjuk meg: Minden szamnak vegyiik a felét!

Ezt ugy is megkaphatjuk, ha a valtozo értékeit %-del szorozzuk.

Tehat a hozzarendelési szabaly: f: x — %x.

Szamolassal ellendrizhetjiik, hogy a tobbi pont koordinatai is megfelelnek-e ennek a szabalynak.

Dontsiik el, fliggvényt abrazol-e az alabbi hozzarendelés! Ha igen, irjuk yA
fel képlettel a hozzarendelési szabalyat! 1
Megoldas o1 >

Igen, figgvényt abrazol, mert minden x értékhez egy szamot rendel.
Haladjunk az el6z¢ feladatban hasznalt lépések szerint! Keressiink

racspontokat!
x |4 |-3|-2]-1 0 1 2 3 4
f@| 2| 1| o|-1]|=2]3]|-4]|-5]-6

e
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Bar most nehezebb megallapitani a szabalyt, de észrevehetjiik, ha az x értéke n6, akkor a hozzaren-
delt érték egyre csdkken, és forditva. Erdemes tehdt az x ellentettjét vizsgélni. Igy mar lathatd, hogy
minden hozzarendelt érték a megfelel6 x érték ellentettjénél 2-vel kisebb.

Tehat a hozzarendelési szabaly szovegesen: A tetszéleges x szam ellentettjét csokkentsiik 2-vel!
Vagyis a hozzarendelés: g: x —» —-x - 2.

Ismét szamolassal ellendrizhetjiik, hogy a tobbi pont koordinatai is megfelelnek-e ennek a

szabalynak.

Fiiggvényt abrazol-e az aldbbi grafikon? Milyen Osszefiiggés yA
irhato fel a grafikon alapjan?

Megoldas

Lathatd, hogy egy nem linedris fiiggvény szabdlyat keres-
siik. Trjuk fel djra a rdcspontok koordin4tdit!

p—

By

0
0

1
1

2
2

3
3

-1
1

-2
2

-3
3

-4
4

-5
5

X
fx)

Olyan szabalyt keresiink, ami minden nemnegativ szimhoz magat a szamot, a negativ szamokhoz
pedig az ellentettjét rendeli hozza. Ezt mar ismerjiik: emlékeztethet benniinket az abszolut érték
definicidjara.

Tehat a fiiggvény képlete: h: x — | x]|.

Szamolassal ellendrizhetjiik, hogy a tobbi pont koordinatai is megfelelnek-e ennek a szabalynak.

FELADATOK

15" Add meg az alébbi grafikonok hozzarendelési szabalyat!

a) A g b) \un VA ”

—

S 4
2l /




25" Keresd a parjat!

Ay
q
p 0
) fix o> 3x+2
0| 1 X gixm— 2x+4
/ h:xw—%x+l
lix>x-2
' k:x e~ 3x

3 Egy linearis figgvény grafikonja atmegy a (2; 3) és a (3; 5) pontokon. Dontsd el az alabbi alli-
tasokrol, melyik igaz és melyik hamis!

a) A fiiggvény az x = 2-hoz 3-at rendel. b) A fiiggvény az x = 5-hoz 3-at rendel.

c) A fuggvény az x = 0-hoz kevesebbet rendel, mint az x = 2-hoz.

4 Adott a sikban két pont. Add meg annak a linearis fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat,
amely atmegy ezeken a pontokon!

a) A(-2;3);  B(2;-1);

b) A(1;4);  B(-1;0);

c) A(3;2); B(-6;-1).

5 Az alabbi tablazatban megadott szamparok egy kivételével egy linedris fiiggvény grafikonjanak
pontjai. Hatarozd meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat! Melyik pont a kakukktojas?

5

2
4

4
2

8
1

-3 X

-5

-2
-1

-1
1

0
4 Y

X

y

6 Abrazold az alébbi lineéris fliggvényeket, majd add meg a hozzarendelési
szabalyukat!
a) Az f fiiggvény grafikonja atmegy az A(5; -9) ponton és az y tengelyt
a (—4) pontban metszi.
b) A gfiiggvény a 2-hoz 5-6t, a 6-hoz 7-et rendel.

7 A bankrablo észreveszi a 200 méterre allé renddrt és
elkezd rohanni. Hany perc alatt éri utol a renddr a rablot,

haarablo6 10 %, arenddr pedig 16 % sebességgel fut?

Oldd meg a feladatot grafikusan!

e




,. ATLAG, MODUSZ, MEDIAN VIT
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Az el6z6 évben mar talalkoztatok az atlag fogalmaval, pontosabban a szamtani atlaggal, amit ugy sza-
mitottunk ki, hogy 6sszeadtuk az adatokat és elosztottuk az adatok szamaval. Ha példaul Matyinak
négy darab 6tdse, harom négyese és egy harmasa volt, akkor a jegyei atlaga:

5+5+5+54§4+4+4+3 :3?5:4’375.

Ehhez hasonléan valdszintileg sokan kiszamoltatok az év végi atlagotokat vagy akar egyetlen targy
atlagat.

Vannak olyan esetek, amikor ki lehet ugyan szamolni az atlagot, de nem biztos, hogy megéri a be-
fektetett munkat. Judit néni, a matektanar Gssze-

gylijtotte, milyen jegyeket adott a hetedikeseknek ~ JE€8Y

a tanév soran. Eredményiil ezt a tablazatot kapta:  darabszdam

X =

1
84

2
32

3
66

4
121

5
99

Csak ranézett az adatokra és latta, milyen osztalyzatbol volt a legtobb, melyik volt a leggyakoribb: Judit
néni leggyakrabban 4-est adott az év soran. Mivel a leggyakoribb elemet sokszor hasznaljak az atlagos
érték jellemzésére, ezért kiilon nevet is adtak neki.

Egy kisérlet soran a legtobbszor el6forduld adat, azaz egy halmaz leggyakoribb eleme a mdédusz.
A modusz jelolése Mo.

El6fordulhatott volna az is, hogy Judit néni tavaly 110 darab 4-est és 110 darab 5-6st adott. Ekkor az
adathalmaznak két médusza lenne.

A modduszban az a hasznos, hogy abban az esetben is hasznalhaté, ha atlagot egyaltalan nem tudunk

szamolni, mert az adatok nem szdmok.

Mi az atlagos hajszin Judit néni osztalydban, ha 8 széke, 12 barna, 4 fekete és 1 voros haju gyerek
van az osztalyban?

Megoldas

Ertelmetlen lenne 4tlagot szdmitani, hiszen nem tudjuk mi az atlaga egy sz6ke és egy voros haju
gyereknek. A mdduszt viszont egy pillanat alatt megallapithatjuk: barna haju gyerekbdl van a leg-
tobb az osztalyban.

Egy masik, a kozépértéket jellemz6 adat a kozépsé elem. Rendezziik az adatokat nagysag szerinti sor-
rendbe, és valasszuk a kozépso elemet! A gyakorlatban ezt a kozépértékre jellemz6 értéket is stirtin
hasznaljak, igy ennek is kiilon nevet adtak. Ez az adatok medianja. A median jelolése Me.

Példaul: A {7; 2; 1; 1; 3} szamokat nagysag szerint rendezve

az {1; 1; 2; 3; 7} halmazt kapjuk, amelyek koziil a 2 a ko-

zéps6, azaz a median a 2.

Ha paros szamu adatunk van, mint példaul a {3; 4; 4; 4;

5; 5; 5; 5} esetében, akkor a két kozépsé elem atlaga lesz a

445 _ 45,

medidn; vagyis a median = 3




VIT. é’ ATLAG, MODUSZ, MEDIAN

2. PELDA

Hét pozitiv egész szam kozott szerepel az 1-es és a 3-as, a hét szam atlaga 3, medidnja és modusza 2.
Adj meg hét ilyen szamot!

Megoldas

Rajzoljunk 7 vonalat, ezek fogjak jelolni a hét szam helyét. Mivel a median 2, ezért a kozépsé helyre
beirhatjuk a 2-t.
2

Az els6 harom helyen nem allhat harom egyes, mert akkor legalabb 4 darab kettes kellene legyen a
hét szam kozott. Legyen ezért csak az els6 két szam 1-es, ekkor legalabb harom darab 2-es is van a
szamok kozott. Legyen most pont harom darab!

11_2___
11222 _ _

A feladat sz6vege szerint van egy 3-as is a hét szam kozott.
112223 _

Ahhoz, hogy az atlag 3 legyen, a szamok 6sszege 7 - 3 = 21 kell legyen. Az eddig valasztott 6 szam
Osszege 11, tehat az utolsé még hidnyzé szam a 10.

11222310

Keress mas megoldast is! Mik lehetnek a szamok, ha csak 1 darab egyes van kozottiik?

FELADATOK

15" Hatarozd meg a {-2; 0; 0; 0; 7} szdmok
a) szamtani atlagat; b) moduszat; c) medianjat!

25 Hatdrozd meg az {~1; -1; 1; 1; 3; 6} szdmok
a) szamtani atlagat; b) moduszat; c) medianjat!

3 Az iskolai biifében eladtak 42 parizsis, 33

sajtos, 27 sonkas és 18 rantott husos zsomlét.

a) Melyik kozépértéket tudod meghatarozni?

b) Mennyi volt az egy szendvicsre jutd atlagos
ar?

4 A YouTube-on 2015 elején az els6 hat leg-
gyakrabban hallgatott zeneszdm hossza 5:08;
4:14; 4:04; 1:29; 3:27 és 4:42 volt.

a) Milyen hosszu az atlagos zeneszam?

b) Mekkora az adatok medidnja?

5 Ha lehet, adj meg hat természetes szdmot
ugy, hogy

a) az atlaguk 5 legyen;

b) a mdéduszuk 6 legyen;

¢) amedianjuk 7 legyen;

d) az a) és a b) egyszerre teljesiiljon;

e) az a) és a c) egyszerre teljesiiljon;

f) ab)ésac)egyszerre teljestiljon;

g) aza), b) és a c) egyszerre teljestiljon!




7. GYAKORISAG, RELATIV GYAKORISAG VII,

Matyiék fociszakosztalyanak 1j mezeket és cipoket kell rendelni, mert az el6z6 két évben sokat néttek
a fiuk. Ma mar Marci, Milan, Miklos, Zsiga és Dani laba 40-es, Matyié, Gézaé és Matéé 38-as, Davidé és
Zalané 42-es. A kiilonb6z6 méretli cipokbdl sziikséges darabszamot egy tablazatban gytijtottiik ossze.
A leggyakoribb cipéméret a 40-es, ez a méretek modusza.

A 38-as cipéméret 3-szor fordul el6 a fiak kozott. Azt mondjuk, hogy  méret
a 38-as méret gyakorisaga 3, a 40-es méret gyakorisaga 5, a 42-es méret darab
gyakorisaga pedig 2.

38
3

40
5

42
2

A gyakorisag az a szam, ahdnyszor az adat el6fordul a halmazban.

Két iskolaban is nyereményjatékot szerveztek. A gyerekek mindkettében kaptak egy-egy tombolajegyet.
A Méta iskoldban 12-en nyertek, a Balna iskolaban pedig 18-an. Hol volt nagyobb esély nyerni?

Megoldads
Ezt sajnos nem tudjuk megvalaszolni. A Bélna iskolaban ugyan 18-an nyertek, ami tobb, mint a

Méta iskola 12 nyertese, azaz a nyertesek gyakorisaga nagyobb a Bélna iskolaban, de ebbdl nem
lehet kovetkeztetni a nyerési esélyekre. Nézziik meg az A és B eseteket!

A eset: Ha mindkét iskolaba 180 gyerek jar, aziskola |  relativ

akkor nyilvén ott van nagyobb esély a nye- A eset gyakorisdg létszama | gyakoriség

résre, ahol tobb gyerek nyer, azaz a Balna ]

iskolaban. Balna iskola 18 180 10
Méta iskola 12 180 %

B eset: Ha a Balna iskolaba példaul 180 gye- aziskola |  relativ

rek jar, a Méta iskoldba pedig csak 60, akkor B eset gyakorisag létszdma | gyakoriség

annak az esélye, hogy egy gyerek a Balna is- ]

koléban nyer % _ 11_0 , annak pedig, hogy Balna iskola 18 180 10
IRy 12 2 o 2

a Méta iskoldban < =10 Méta iskola 12 60 10

Ebben az esetben a Méta iskoldban volt nagyobb esély a nyerésre, éppen kétszer annyi, mint a
Balna iskolaban.

Egy adat relativ gyakorisaga az adat eléfordu- S 38 40 4
lasanak szama, azaz a gyakorisaga és az Gsszes

adat szimanak hanyadosa. A relativ gyakorisig  gyakorisdg 3 5 2

mindig legalabb 0 és legfeljebb 1. . 3 5 )

Az elsé példéban 1év6 cipbméretek relativ gyako-  relativ gyakorisag 10 10 10

risagai a tablazatban lathatok.
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FELADATOK

1" A cukrdszdaban 84 vanilia, 47 csokoladé,

44 pisztacia és 35 eper fagylaltot adtak el.

a) Mi az adatok modusza?

b) Mekkora az egyes fagyik relativ gyakorisdga?

c) Készits kordiagramot az adatok abrazola-
sahoz!

2 Az Ml-es autdpalya Tatabanyat kovetd sza-
kaszan utasszamlalast tartottak. Feljegyezték az
egyes autokban 16 emberek szamat, és az alab-
bi tablazatot kaptak.

az embe-
rek szdma 1 2134|567
autonként

darab 14577 124|138 (18] 3 | 3

a) Szamold ki a fiizetedben a relativ gyakorisa-
gokat!

b) Ha jon egy kovetkez6 auté az uton, mire tip-
pelnél, hany ember il benne?

3 Bar az iskoldban csak 7:45-kor kezdddik a
tanitds, de mar 7:00-tdl be lehet menni az épii-
letbe. Az iskolatitkar kérésére a portas bacsi sta-
tisztikat készitett. 7:00 és 7:15 kozott 18 gyerek
érkezett, 7:15 és 7:30 kozott 63, 7:30 és 7:45 ko-
z0tt 228, s6t sajnos 7:45 és 8:00 kozott is még 12.
a) Mekkora az egyes negyeddrakban érkezett
gyerekek szamanak relativ gyakorisaga?

ol

b) Melyik negyeddraban jott a legtobb gyerek?

¢) Melyik negyedoéraban jott mega 161., azaz a
kozépsé gyerek?

d) Hogyan szamolnad ki, hogy mi volt a gyere-
kek atlagos érkezési ideje?

e) Ha semmi egyebet nem tudunk Gazsirol,
akkor mire tippelnél, mikor érkezett az
iskolaba?

4 A hatodikos tankonyv 160. oldalan talal-
kozhattal az alabbi kockahaléval. A rajzolas-
hoz, hajtogatdshoz és ragasztashoz a kovetke-
z6 utasitast adtuk meg: ,, A pettyeket is masold
at az abra szerint! A kettes melletti iires lapot
hajtsd beliilre, és erre ragaszd a 6 pettyes
lapot!”

A kockat mi is elkészitettiilk, majd 100-szor
feldobtuk. Az eredményeket a tablazatban
lathatod:

1

29

2
19

3
17

4
12

5
15

6
8

dobott szdm
darab

a) Ird fel a dobott szdmok relativ gyakorisagat!

b) Mit gondolsz, miért az 1-es lett a modusz?

¢) Dobj 100-szor egy szabalyos dobdkockaval,
és készits a flizetedbe egy hasonlo tablaza-
tot! Hogyan tudnad gyorsitani a kisérlet
elvégzését?
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Sok olyan esemény zajlik koriilottiink, amelyrél nem tudjuk megmondani, hogy bekdvetkezik-e vagy
nem. Ilyen az, hogy felelni fogsz-e holnap, hogy elalszol-e 9 el6tt, vagy az, hogy a sziileid nyernek a lotton.
Vannak olyan események is, amelyek nem emberi tevékenységtdl fiiggnek. Ilyen példaul az, hogy holnap
esni fog-e az esd, vagy az, hogy az itt lathato, papirbol készitett hamis kockankkal 3-ast dobunk-e vagy
sem. Otthon elkészitettiik a hamis kockat, és elvégeztiik a kisérletet 100-szor, majd még 100-szor és ismét
100-szor. A dobott harmasok szamat egy tablazatba foglaltuk:

100 dobds utan | 200 dobds utan | 300 dobds utan

gyakorisag 31 57 87
31 57 87
relativ gyakorisdg [ 700 0,31 200 0,285 300 0,29
[ J [ ]
[ J
bl Ebben a kisérletben nem tudjuk pontosan megmondani, hogy
° ¢ ° : : ® ®| mennyia harmas dobés esélye, vagy més szavakkal, mennyire
e|e e|e o valdszinlaharmasdobas, de aztlatjuk, hogy a relativ gyakori-
° saga nagyjabal 0,3.

Nagyszamu kisérlet elvégzése esetén az esemény relativ gyakorisaga egy érték koriil ingadozik. Ezt
az értéket tekintjiik az esemény valosziniiségének.

Van olyan eset, amikor egy esemény valdsziniiségét kisérletek sokasagaval tudjuk
koriilbeliil meghatarozni. A szabdlytalan kocka esetén azt mondhatjuk, hogy a har-
mas dobas valoszintisége koriilbeliil 0,3.

Végezziik el a kisérletiinket egy szabalyos kockaval is. Mit6l lesz egy kocka szaba-

lyos? Feltételezziik, hogy anyagat tekintve homogén, és lapjain rendre 1, 2, ... , 6

potty van.

A valoszintiségek szempontjabdl ennyi elég is lenne, de mindig olyan dobdkockat gyartanak, amelyen
a szemkozti lapokon 1év6 pottyok dsszege 7.

Feldobtunk egy szabalyos kockat 100-szor, majd még 100-szor és igy tovabb, dsszesen 1000-szer. A do-
bott harmasok el6fordulasara vonatkozéan a kovetkezd eredményt kaptuk:

dobasok szama 100 | 200 300 | 400 [ 500 | 600 700 | 800 [ 900 | 1000
gyakorisag 15 32 55 71 87 102 113 135 148 165
relativ gyakorisag | 0,150 | 0,160 | 0,183 | 0,178 | 0,174 | 0,170 | 0,161 | 0,169 | 0,164 | 0,165

217
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Relativ gyakorisag 4

>

0,4

0,3

1 0.2
0,1666... = = —» 4 £ e —

6
0,1

.
—>

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

A dobdsok szama

Lathatjuk, hogy a kisérletiink eredményeképpen a relativ gyakorisagok az % = 0,666... koril vannak.

Szabalyos kocka esetén nem fogunk mindig kisérleteket végezni. Feltételezziik, hogy minden lap ugyan-
olyan valdszintiséggel fordul el6. Mivel a kockanak hat lapja van, ezért ekkor a harmas dobas valdszinii-

sége % Ebben az esetben persze minden lehetséges dobas valoszintsége %

Erdekesség: Gerolamo Cardano 1550 kériil irta Liber de Ludo Aleae, azaz Konyv a
szerencsejdtékokrdl cimi konyvét, de csak joval haldla utdn, 1657-ben adték ki. Ebben
a konyvben attekinti a kocka- és kartyajaték soran felmeriilé valdszintségszamitasi
kérdéseket, s6t sokat meg is old koziiliik. Példaul: ,A kocka lapjainak fele mindig az
esélyek felét képviseli, [...] ugyanakkora eséllyel dobok egyet, harmat és 6tot, mint ket-
tot, négyet és hatot.”

1. PELDA

Anna, Matyi, Hanna és Zoz6 is jelentkezett, Megoldds
hogy gondjat viseli a teremben 1év6 novények-
nek. Hogy ne maradjon a feladat gazda nélkiil,
a gyerekek nevét felirtak egy-egy cetlire. Ossze-
hajtottak, és 40 héten keresztiil minden hétre
kisorsoltak koziiliik egyet, akinek azon a héten
gondoskodnia kellett a ndvényekrél. Milyen
eséllyel huztak ki az egyes gyerekeket?

Mindenkinek egyforma esélye van arra, hogy
sorra keriiljon, azaz barmelyik gyerek kihuza-

sanak a valdszintsége i
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Az els példa sorsolasat végre is hajtottuk, aztan még kétszer megismételtiik, hogy tobb adatunk legyen.

Anna Matyi Hanna Zozd

40 sorsolas 7 8 15 10
Relativ gyakorisagok 40 sorsolas utan 7 =0,175 8 —0,2 15 _ 0,375 | 10 - ¢,25

gy g 40 7 40 7 40 ~ 40 7
40 + 40 = 80 sorsolas 16 18 25 21
Relativ gyakorisagok 80 sorsolds utan % =0,2 % = 0,225 % = 0,3125 % = 0,2625
40 + 40 + 40 = 120 sorsolas 32 27 33 28

32 27 33 28

Relativ gyakorisagok 120 sorsolds utdn [ 155 = 0,27 | 55 =0,225| 55 = 0,275 | 5= 0,23

A tablazatban szerepld relativ gyakorisagokat a konnyebb attekinthetdség kedvéért abrazoltuk is.

Relativ gyakorisagok Relativ gyakorisagok Relativ gyakorisagok
40 sorsolas utan 80 sorsolas utdn 120 sorsolas utan
A A A
0:25 0,25 0,25'
0 T T T 1 0 - 0 -
Anna Matyi Hanna Zoz6 Anna Matyi Hanna Zoz6 Anna Matyi Hanna Zoz6

Mind a tablazat, mind a grafikonok alapjan azt latjuk, hogy a relativ gyakorisagok az L — 0,25 kil

ingadoznak. 4
1 A grafikonon a 7.d tanulé6inak kislabdahaji- Kislabdahajitdsok
tds eredményeit latjuk. 10 4

a) Mekkor a dobasok modusza?

b) Mekkora lehet a dobasok medianja?

c) Mekkora lehet a dobasok atlaga?

d) Vialtozik-e az a) és a b) kérdésre adott valasz,
ha kidertil, hogy Gazsi dobasat elmérték. Nem
34, hanem 44 m.

darab
o [\®) 1N (o)) o

25m 25-32 33-36 37-42 42m
alatt m m m folott

s
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2 Szoktiak mondani, hogy a vajas kenyér min-
dig a vajas oldalara esik. Ha egy vajas kenyér
100 feldobasa esetén 64-szer a vajas felére esik,
akkor allithatjuk-e, hogy ennek a valészintisége
64
100
3 Egysorsolast igazsagosnak tekintiink, ha az
egyes eseteknek ugyanakkora a valdszintisége.
Felsorolunk néhdny sorsolast, amellyel el akar-
juk donteni, hogy Anna vagy Zsolt vihesse le a
szemetet. Valaszd ki az igazsagosakat!

A kisérletet ne hajtsatok végre!

A) Feldobunk egy pénzérmét. Ha iras, akkor
Anna, ha fej, akkor Zsolt viheti le a szemetet.

B) Feliitiink egy konyvet valahol. Ha a lapon az
»a betl fordul el6 kordbban, akkor Anna, ha
a 2z betli, akkor Zsolt viheti le a szemetet.

C) Feldobunk egy kockat. Ha 1-es vagy 6-os,
akkor Anna, ha mas, akkor Zsolt viheti le a
szemetet.

D) Két gyufaszal koziil az egyiknek letorjitk a
fejét, majd az ujjaink kozé fogva Anna huaz-
hat egyet. Ha a rovidebbet huzza, 6 viheti le
a szemetet, ha nem, akkor Zsolt.

E) Célba dobnak. Aki el6bb tudja az almacsut-
kat tiz 1épésrol a szemetesbe dobni, az viheti
le a szemetet.

4 Anna, Matyi, Hanna és Zéno koziil kisor-

soltak egy novényfeleldst az els6 hétre.

a) Mi a valészintisége, hogy lanyt sorsoltak?
Az elsé 40 héten feljegyezték, hogy mikor
kit sorsoltak ki. Az egyes gyerekeket a neviik
kezddbettijével jelolték.
AHHZZHMAMMHHHHMHHZHAHM-
HZZAAHHZZMAZZAMMHZ

b) Készits tablazatot a kisorsolt lanyok szama-
nak valtozasarol!

c¢) Abrazold a kisorsolt linyok gyakorisaga-
nak és relativ gyakorisaganak valtozasat egy
pontdiagramon!

gre

K. VALOsziNUsEG

5" Feldobunk egy szabalyos dobdkockat.

a) Mi a valoészintisége, hogy 6-os lesz?

b) Mi a valdszintisége, hogy 1-es lesz?

¢) Mi a valoszintisége, hogy paros lesz?

d) Mi a valoszintisége, hogy primszam lesz?

e) Mi a valdszintsége, hogy 4-nél nagyobb lesz?

f) Adj meg olyan eseményt a kockadobashoz,
amelynek valdszintisége %!

g) Adj meg olyan eseményt a kockadobashoz,

amelynek valészintsége %!

6~ A 7. d-ben kisorsoljak, hogy ki kit fog meg-
ajandékozni karacsonykor. A tanulok neve-
it felirjdk egy papirdarabra, 6sszehajtogatjak,
beleteszik egy dobozba, ahol dsszekeverik és
egyesével huznak bel6le. 12 fiti és 16 lany jar az
osztalyba, koztiik Helénke. Matyi huz elsének.
a) Mekkora annak a valészintisége, hogy He-
lénkét huzza?
b) Mekkora annak a valészintisége, hogy lanyt
huz?

7 Anna, Berta, Hanna és Zsu egy négysze-
mélyes ebédldasztalnal iilnek. Nincs rogzitett
helyiik, mindenki oda iil, ahova akar, azaz min-
den iilésrend egyforman valészind. Rajzold fel
a flizetedbe az Osszes lehetséges tilésrendet, ha
csak az szamit, hogy ki tl ki mellett! Mennyi a
valészintisége, hogy Anna és Hanna egymassal
szemben iilnek?
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A fuggvények jellemzéinek, tulajdonsagainak megismerésével sok hétkéznapokban felmeriil6 problé-
mat is megoldhatunk. A fizika, kémia tantargyakban a kisérletek eredményeinek értékeléséhez érdemes
grafikonokat késziteni. Ezek megrajzolasaban, elemzésében segithetnek a most tanult ismeretek.

A fejezetben el6fordult f6bb fogalmak, alapismeretek:

nem egyértelmi
Egy hozzarendelés lehet <
egyértelmd,

Az egyértelmi hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik.

A tiiggvény jelolése példaul f: x — 3x, vagy f(x) = 3x.

Egy fliiggvény megadasa soran meg kell adni az alaphalmazt, a képhalmazt és a hozzarendelési szabalyt.
Figgvények kapcsan beszéltiink értelmezési tartomanyrdl és értékkészletrol.

Fiiggvényeket gyakran abrazolunk grafikonon.

Gyakoroltuk, hogyan olvasunk le informaciét grafikonrol.

Szabalyokat kerestiink és abrazoltunk linedris fiiggvényeket.

Atismételtiik a régebben is hasznélt atlagszamitast, és megismerkedtiink a medién és a médusz fogal-
maval.

A median a nagysag szerint sorba rendezett adatok koziil a kozépsd, vagy ha két kozépso elem van,
akkor azok atlaga.

A modusz az adatok koziil a leggyakoribb. Ha tobb leggyakoribb adat is van, akkor tobb médusza is
lehet az adatoknak.

Egy adat gyakorisaga az, hogy hanyszor fordul el6.

Egy adat relativ gyakorisaga az, hogy aranyaban hanyszor fordul el6 az 6sszes adathoz képest.

Egy esemény valoszintségének azt az értéket tekintjiik, amely koriil a relativ gyakorisag ingadozik, ha
a kisérletek szama nagy.

Vannak esetek, amikor nem végziink kisérleteket, hanem logikai alapon hatarozzuk meg a valdszini-
séget.

FELADATOK

1s0 Sorold fel a hozzdrendelések fajtdit, és
mondj példat minden tipusra!

25" Mit neveziink
a) képhalmaznak;
b) alaphalmaznak;
c) értékkészletnek?

3 Hétf6 reggel 6 drakor a hdmérséklet 14 °C
volt. Egyenletesen melegedett az id6, 10 drakor
mar 22 °C-ot mértek. Ekkor feltdmadt a szél és

a homérséklet egy ora alatt 2 °C-ot csokkent.
A szélvihar elmultaval ismét egyenletesen me-
legedett a leveg6 homérséklete, igy délutan
2 6rakor 24 °C-ot mértek.

a) Készits grafikont a hdmérséklet valtozasarol!
b) Hany fok volt 8 érakor?

¢) Hany érakor volt a hémérséklet 21 °C?

d) Mikor melegedett gyorsabban a levegé ho-
mérséklete, a szél megérkezése eldtt vagy
utdna?

oLz




4 Egy sziklamaszo utjarol késziilt az itt latha-
t6 grafikon. Egy 50 méteres kotéllel biztositotta
magat. A vizszintes tengelyen az id6t, a fliggdle-
ges tengelyen a hegymaszé magassagat jeloltiik.

A 7 7
magassag (meter

300 \\

200
’ \
100 |/ \
0 >

9 10 11 12 13 14 id6 (ora)

a) Milyen magasrdl indult a hegymasz4?

b) Mikor maszott folfelé a leglassabban?

¢) Mikor mentette meg az életét a biztosito-
kotél?

d) Milyen magasra maszott a sziklafalon?

e) Mikor tartott pihen6t?

d) Hany Orara ért vissza a kiinduldsi helyre?

5 Gytjts 6ssze minél tobb modszert fiiggveé-
nyek megadasara!

6 Minden szamhoz rendeljiik hozza a -2-sze-
resénél 5-tel nagyobb szamot. Melyik pont il-
leszkedik a fiiggvény grafikonjara?

A(0;5); B(2;1); C(-2,9); D(4;-3).

7  Abrazold tablézat segitségével az
fixo2x+2; gixo>x+2; hixo -2x+2
tiiggvényeket!

8 Készits tablazatot a képlettel megadott li-
nedris fliggvényekhez, és dbrazold koordinata-
rendszerben a fiiggvények grafikonjat!

3

fixo2x-2; gix o -2x+3; h:x o 5x+2.

e

9 Az osztilyban az év végi matekfelmérok

eredménye a kovetkez6 volt: 3 db 2-es, 5 db

3-as, 12 db 4-es és 8 db 5-6s.

a) Hatarozd meg a felmérok atlagat, medianjat
¢és moduszat!

b) Készits az adatok alapjan oszlopdiagramot!

c) Egy tanuldt valasztva mi a valészinlsége,
hogy 5-0st kapott?

10 A képen lathat6 szaba-

lyos dobo,.kockanak” 12 lapja

van, 1-t6l 12-ig megszamoz-

va.

a) Mennyi a valdszintisége,
hogy 6-ost dobunk?

b) Mennyi a valdszintiség, hogy paros szamot
dobunk?

¢) Mennyi a valdszintlisége, hogy primszamot
dobunk?

d) Mennyi a valdszintsége, hogy legalabb 6-ost
dobunk?

115" A Harry Potter sorozat filmjeinek hossza
146, 155, 142, 153, 133, 153, 150 és 130 perc.
Amikor Gazsi bemenekilt az es6 el6l a mozi-
ba, akkor csak azt latta, hogy valamelyik Harry
Potter filmet vetitik.

Mi a valdszintisége, hogy

a) 2 6ranal rovidebb a film?

b) 2,5 6ranal hosszabb a film?

¢) 2,5 6ranal rovidebb a film?
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